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内 容 简 介 


拓扑 学 的 方法 与 结果 在 各 个 数学 分 支 中 有 广 证 的 应 用 ， 欠 此 适当 选择 
其 中 的 内 容 供 各 个 分 支 的 研究 者 与 教师 之 用 是 一 个 很 重要 的 工作 。 本 书 作 
者 以 微分 流 形 为 中 心 写 了 这 本 书 ， 涉及 到 拓扑 学 的 广泛 的 领域 并 在 分 析 数 
学 、 儿 何 学 乃至 理论 物理 党 中 均 可 得 到 重要 的 应 用 。 本 书 的 主要 内 容 是 : 微 
分 流 形 、 欠 景 处 、Stokes 定理 、 同 调理 论 与 上 阿 滑 理论 、Lie 群 、 纤 维 欠 理 
论 , 示 性 类 理论 、 表 示 论 大 意 、Hodge 理论 ,Hirzebruch 指标 定理 ,Riemann- 
Roch 定理 、Atiyah-Singer 指标 定理 和 Gauss-Bonnet 定理 等 . 它 适合 现代 数 
学 的 许多 分 支 以 及 理论 物理 的 研究 生 、 教 师 和 研究 工作 者 的 需要 . 


序 襄 


1980 年 秋 , 我 应 武汉 大 学 数学 系 之 邀 讲授 拓扑 学 。 这 本 书 即 
为 该 课 之 用 。 在 写 这 本 讲义 时 ， 我 怀 有 几 个 目的 。 首 先 ， 我 知道 
在 中 国 找 到 参考 书 比 较 困难 ， 所 以 我 打算 以 这 个 讲义 作为 流 形 理 
论 这 个 基本 的 一 艇 科目 的 方便 的 参考 。 这 样 ， 尽 管 在 这 个 科目 上 
有 众多 极 好 的 参考 书 ， 我 想 ， 把 种 种 材料 集中 在 一 起 也 是 不 无 助 
益 的 。 结果 , 读者 会 看 到 这 里 的 材料 远 远 超过 了 一 学 期 讲授 之 血 。 
事实 上 ， 这 讲义 分 为 两 部 分 ， 后 一 部 分 〈 从 第 十 二 章 起 ) 是 在 我 
访问 结束 后 才 写成 的 。 其 次 ， 在 我 看 来 ， 拓 扑 学 的 许多 入 门 书 都 
是 按 所 用 的 方法 与 工具 来 划分 的 ， 例 如 分 为 代数 拓扑 、 微 分 拓扑 
和 微分 几何 等 等 ， 我 有 一 个 想法 ， 即 拓扑 学 中 有 重要 性 的 中 心 问 
题 当然 是 流 形 和 问题 ， 应 该 围绕 着 这 个 问题 而 不 是 围绕 种 种 技巧 来 
写 一 本 讲义 。 这 里 所 采用 的 计划 就 是 如 此 。 我 们 从 光滑 流 形 的 基 
本 概念 讲 起 ， 进 而 讨论 各 种 专题 ， 那 时 党 要 什么 工具 就 介绍 什么 
工具 。 这 样 ， 我 们 从 流 形 上 的 微 积分 开始 ， 因 为 流 形 就 是 为 了 搞 
微 积 分 而 设计 的 。 我 们 先 讲 导数 的 局 部 理论 。 然 后 积分 理论 就 导 
致 一 些 整 体 福 的 东西 , 例如 de Rham 定理 。 为 了 解释 它 , 我 们 开始 
建造 通常 用 到 的 同调 与 上 问 调 工具 ， 而 最 终 以 流 形 的 问 调理 论 的 
核心 事实 即 Poincaré 对 偶 性 结束 。 虽然 这 些 东 西 是 真正 基本 的 而 
且 肯 定 是 必 不 可 少 的 ,然而 象 许多 入 门 书 那样 , 要 想 讲 清楚 它 , 通 
常 是 费劲 而 头疼 的 事 。 我 想 ， 如 果 选 用 一 个 比较 实质 性 的 主题 作 
为 最 终 的 目标 , 则 读者 不 致 陷入 一 大 堆 表面 的 知识 而 不 知 所 终 ,这 
样 在 启发 读者 上 可 能 是 有 好 处 的 。 昌 然 不 乏 值得 选择 的 问题 ， 我 
觉得 Atiyah-Singer 指标 定理 是 一 个 好 的 主题 。 主 要 是 因为 我 觉得 
它 最 好 不 过 地 说 明了 现代 拓扑 学 对 于 微分 方程 的 整体 理论 的 用 

上 


处 ,这 里 还 有 一 些 个 人 的 考虑 。 我 的 靶 哥 齐 民 友 从 事 偏 微分 方程 ， 
而 他 也 有 兴趣 来 学 习 这 些 材料 。 当 然 ， 不 是 单单 - -本 讲义 就 能 充 
分 地 解释 这 个 定理 . 但 是 这 本 讲义 的 第 二 部 分 收集 了 的 材料 ,我 
党 得 至 少 可 以 向 读者 说 明 指 标定 理 讲 的 是 什么 。 

所 以 大 家 看 到 ， 我 认为 我 的 主要 职责 是 一 个 收集 者 ， 同 时 花 
一 些 力 量 去 组 织 这 些 材 料 。 在 这 样 做 的 时 候 ， 我 遵循 一 些 以 我 个 
人 的 看 法 为 基础 的 指导 原则 。 首先 ， 我 觉得 拓扑 学 应 该 是 几何 而 
我 就 强调 这 一 方面 。 其 次 ， 我 认为 拓扑 学 的 现代 发 展 ， 特 别 是 它 
对 其 它 领 域 的 推动 , 集中 表现 在 整体 方面 , 所 以 , 只 要 有 可 能 , 我 
就 力图 指出 这 一 点 。 此 外 ， 现 代 拓 扑 学 的 诺言 可 以 是 很 细致 很 抽 
象 的 。 我 试图 把 一 般 性 和 抽象 性 保持 在 最 低 限度 ， 仅 仅 是 适合 当 
前 问题 之 所 需 ， 而 将 种 种 可 能 的 更 一 般 的 表述 留待 读者 自学 。 再 
则 , 只 要 做 得 到 , 总 是 用 一 些 例子 来 引导 出 对 某 种 工具 的 需要 。 所 
有 这 一 切 ， 说 起 来 当然 比 做 起 来 容易 ， 我 只 希望 读者 花 时 间 和 精 
力 在 这 本 讲义 上 之 前 ， 了 解 我 打算 做 的 是 什么 。 

最 后 ， 应 该 感谢 张 敦 穆 先生 ， 他 仔细 阅读 了 这 本 教材 并 且 提 
了 许多 宝贵 的 建议 。 当 然 对 这 本 讲义 的 缺点 ， 欢 迎 读 者 指出 ， 以 
便 改 进 。 
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$ 1， 定 义 和 例 


我 们 都 知道 ， 拓 扑 空间 的 提出 是 为 了 使 我 们 能 谈 到 定义 其 上 
的 函数 连续 性 ， 流 形 则 是 可 以 在 其 上 作 微 积分 的 一 个 拓扑 空间 ， 

令 型 为 一 拓扑 空间 (为 衢 单 起 见 ， 以 后 凡 谈 到 拓扑 空间 总 是 
设 它 为 Hausdorff 空间 ) ,了 : M 一 一 R 为 一 实 值 函数 ,我 们 知道 如 何 
取 导 数 ， 也 知道 求 导 是 一 件 局 部 的 事 ， 所 以 第 一 个 明显 的 条 件 应 
该 是 

(M1): 每 一 点 PE XM 都 有 一 令 域 U 同 胚 于 RR 的 一 个 开 子 集 ， 

令 p: 0 一 >p《U) 是 这 种 同 胚 之 一 (我 们 称 (U0, q) 为 一 个 局 
部 坐标 ). 于 是 了 =f。g7! :yp (0U) 一 rR 成 为 定义 在 开 集 gp (0) 性 
R' 上 的 函数 而 可 以 谈 得 上 了 了 是否 可 微 . 这 显然 依 整 于 局 部 坐标 9 
若是 另 一 个 局 部 坐标 , 二。 六 ' 可 能 不 再 可 微 站 为 了 使 得 可 
微 ， 需 另 加 一 个 条 件 ， 

(Ms) : 对 任意 两 个 局 部 坐标 (4，w)》 和 (『， 嫌 函数 

yp 9 7) 一 有 人 门 了 

都 是 可 微 的 . 

因为 $。 9g-! 是 定义 在 RR 的 开 集 glLNV) 上 而 且 在 RR 中 取 值 ， 
所 以 这 样 说 是 有 意义 的 .这 里 讲 的 可 微 性 指 的 是 各 阶 偏 导数 都 存 
在 ， 即 是 说 #。%-: 是 属于 cC” 类 的 . 

我 们 可 以 用 不 同 的 办 法 修改 这 相 容 性 条 件 : 

1) 如 果 只 要 求 w。% :属于 只 类 ( 即 到 二 阶 为 止 的 偏 导 数 存 
在 且 连 续 )， 就 得 到 一 个 所 类 流 形 ， 

1 


2) ”特别 是 、C" 意味 着 除 (M1) 以 外 不 再 如 其 它 条 件 .， 有 时 
称 它 为 拓扑 流 形 . 而 与 此 对 照 ， 称 C 流 形 为 微分 流 形 ， 

3) 我 们 可 以 要 求 #。9%-! 是 实 解析 的 ， 即 它 局 部 地 有 知 级 数 
展开 式 ， 这 就 是 <* 流 形 ， 

4) 我 们 可 以 用 & (x 维 复 空间 ) 代替 R*, 并 枝 求 #。gp-' 为 复 
解析 的 (也 称 为 全 纯 的 }， 这样 就 得 到 一 个 4 维 复 流 形 ， 注 意 . 它 
也 是 一 个 2a 维 实 流 形 . 

今后 我 们 主要 讨论 的 是 C" 流 形 . 但 应 该 指出 ,0C", CG“ 和 C 流 
形 的 理论 差别 很 大 ， 后 面 我 们 可 以 看 到 其 中 的 - -部 分 . 

总 括 起 来 说 ， 流 形 是 特别 的 一 类 拓扑 空间 .它们 是 局 部 欧 几 
里 德 的 而 又 满足 某 些 相 容 性 条 件 . 这 种 空间 在 许多 地 方 都 会 很 自 
然 地 找到 .最 普通 的 有 : 

1. # 维 欧 氏 空间 R 是 一 个 # 维 流 形 . 

2. 2 维 球面 中 = {xzER*+1!'||z| 二 1} 是 一 个 4 维 流 形 . 5S* 作为 
欧 氏 空间 R+’! 的 子 空间 是 一 个 拓扑 流 形 ( 即 局 部 欧 ) ,容易 看 出 , 相 
容 性 则 要 用 球 极 投影 计算 ， 这 也 是 标准 的 作法 . 

令 P= 0, …，0，1)，@= (0. …，0， 一 1) 是 北极 和 南极 . 
C=5 一 人 了 一 六 一 (180}, 取 zELi, 连接 zx 和 己 的 直线 是 y 一 和 
十 (1 一 和)P， 当 2)=170 一 x+ 时 ， 它 和 四 一 0 相交 ， 定 义 

PiU—R= {y€E Ry = 0} 
为 


2 Ya 十 1 


Plz2) 一 


] 一 z+ 1 一 ZeH” 
同样 ,利用 8 可 以 作出 #8: 一 >R". 容易 看 到 pC 站 1 一 R* 一 {0}， 
面 且 在 gC 人 7)=R 一 {0} 上 $。g :下 是 $0 97 19)=y/1y1?, 当 y 
关 0 时 , 它 显然 是 ~“ 的. 

3. 一 个 重要 的 例子 是 # 维 射影 空间 P*. 有 几 种 方法 来 描述 它 . 
最 直接 的 一 种 是 :P" 是 R"+! 中 过 原点 之 一 切 直 线 之 集 , 即 矢量 空 何 
Rt+' 之 一 切 一 维 子 空间 之 集 . R"+! 中 的 -条 直线 由 基底 矢量 z 取 0 
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决定 , 若 * 与 ?成 比例 . 即 有 一 
个 纯 量 (scajar) 2% 关 0 使 z= 二 入， 
则 z,y 将 给 出 相同 的 直线 ， 所 
以 PF 也 可 以 这 样 描述 、 在 R*+! 
一 {0} 中 , 关系 z~y jff 有 一 
纯 量 0 使 z= 和 鸭 ， 这 显然 为 
一 等 价 关系 . P* 就 是 商 空间 
CR 一 t10)) 7 一 我 们 可 以 到 
zr,，y 为 单位 矢量 '( 即 它们 在 字 
上 ), 这 时 z~y iftfx= 一 土 y, 也 1 一 ) 
有 Pr 二 Sf 一， 对 于 Y= (zz xz ER+ 一 {0)， 用 [z] == 
[xze，z，…，x%] 表示 它 在 P 中 的 等 价 类 . 把 P' 描述 成 商 空 间 给 
了 它 一 个 拓扑 ， 但 它 是 否 是 党 形 还 不 清楚 ， 作 法 是 : 对 每 个 整数 
i 二 0，]，**，R， 定义 
,= {z= [ror ss €E Pz 0}. 
它 是 P 中 的 一 开 集 .定义 gp: 0, 一 一 R" 为 
各 [zeyzi st] = cof2 eaja /2 ), 
”表示 这 一 项 要 除去 (所 以 只 留 下 个 坐标 }. 这 定义 了 局 部 坐标 
{二 0，1，*……，#.， 车 i 关 ; 例如 i 二;， 容 易 算出 
py? Pr Fis Ys Ys) 
= Yi/y yy /yy) 
1yy, 出 现在 第 i 十 1 个 位 置 上 . 这 是 一 个 光 诊 映射 , 因 为 对 于 yE 
Pp 《UME)， 总 有 闫 0. 

4， 上 上 例 的 作法 可 以 用 于 复 空间 c"* ,得 到 的 射影 空间 是 " 维 
复 射 影 空间 cP* (所 以 例 3 是 zx 维 实 射影 空间 ， 有 时 记 作 名)，cP" 
是 复 流 形 之 一 例 . 

还 有 两 个 一 般 的 作法 . 

5.m 维 流 形 好 的 任 一 开 子 集 5CM 车 继承 M 的 流 形 结构 , 则 
Wt 本身 也 是 一 个 4 维 流 形 ， 叫 做 4 的 开 子 流 形 〈 和 以 后 要 讨论 的 
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闭 子 流 形 相 对 照 )， 王 面 是 一 个 重要 的 倒 ， 

令 M(n) 是 一 切 nXn 人 入 阵 之 集 . 很 清楚 ,对 (四 作为 一 个 集 和 
R 可 以 建立 一 一 对 应 ,并 由 例 1, 可 使 M(n}) 是 一 流 形 . 令 6L(n)CC 
MM(n) 是 所 有 非 异 nxXr 和 挫 阵 之 集 . 矩阵 4 非 异 ff 其 行列 式 det(4) 
天 0, 因 为 det《(4) 显 然 是 4 的 连续 函数 , 故 GL(n)CM(n) 是 开 的 ， 
CL(n) 在 和 矩阵 乘法 下 又 是 一 个 群 . 这 是 Lie 群 的 重要 例子 . 

6. 车型 是 一 个 4 维 流 形 ，Y 是 一 个 ! 维 省 形 ， 其 积 可 以 自然 
地 做 成 一 个 4 十 ! 维 流 形 . 只 要 在 种 入 中 各 取 坐 标 (6,， pp) 和 
ty ， 和 办， 就 可 以 作出 MXN 的 一 个 坐标 为 


XxX 
UX rpRXR=R+ 


这 些 例子 是 否 真 正 不 同 ? 从 纯 拓 扑 的 观点 看 . 流 形 是 一 个 有 
很 好 的 局 部 性 质 的 拓扑 空间 , 比如 说 , 我 们 知道 它 是 局 部 紧 的 , 局 
部 连通 的 等 等 .但 这 些 性 质 不 能 把 它们 区 分 开 来 (说 到 底 ， 所 有 
的 流 形 都 有 这 样 的 性 质 )， 要 把 它们 区 分 开 来 ， 就 要 用 整体 性 质 . 
例如 , R 和 & 不 同 , 因为 容易 看 到 , 一 个 是 紧 的 , 另 一 个 不 是 , 但 
是 和 P" (都 紧 ) 或 Rr 种 GL(n) (都 不 紧 》 又 怎样 呢 ? 进一步 观 
察 ， 得 到 $ 和 P? 是 不 一 样 的 . 8? 只 是 一 个 球面 , P 有 一 种 描述 ， 


图 (一 2 1 一 3 


P: 可 以 从 5? 中 将 它 的 对 径 点 zxE 只 和 一 z 等同 (identity) 起 来 而 得 
到 .所 以 如 果 取 上 半球 的 z， 就 可 以 抛 掉 下 半球 的 一 xz， 但 赤道 上 
的 点 z 必须 要 与 一 z 重合 , 如 果真 正 想 实现 这 样 的 重合 , 我 们 就 会 
发 现 ， 我 们 不 能 想象 出 它 、 这 句 话 的 意思 是 说 ， 这 种 重合 不 可 能 
在 人 ?中 物理 地 实现 (但 是 用 理解 力 却 很 容易 做 到 ) 也 就 是 说 P? 不 
能 嵌入 在 R 中 ,既然 5? 显然 地 可 以 嵌入 在 Re 中, 它 就 和 P? 不 一 
样 了 .这 并 不 是 8 和 P? 不 同 奸 的 一 个 证 明 ， 只 是 一 种 可 信 的 论 
证 ， 它 指出 作为 一 个 一 般 性 的 拓扑 问题 ， 不 容易 判断 两 个 已 给 的 
空间 同 凸 与 否 《 用 上 面 论证 可 以 轻易 地 使 你 信服 P' 和 8! 是 一 样 
的 ). 


图 1 一 4 

我 们 所 需要 的 是 拓扑 空间 的 一 些 系 统 的 整体 不 变量 ， 迄 今 为 
止 ， 这 一 类 不 变量 中 最 有 用 的 是 同调 不 变量 ， 以 后 我 们 会 用 很 多 
时 间 讨 论 它 ， 

我 们 可 以 作 一 个 局 部 的 论断 : 不 同 维 数 的 流 形 是 不 同 的 . 这 
是 以 下 定理 的 推论 . 

定理 (区域 不 变性 ) ”车 nm, Rr 的 开 集 不 能 同 卜 于 R" 中 的 
开 集 . 

这 个 定理 虽然 直观 上 很 有 道理 , 证 起 来 并 不 容易 . 我 们 在 4= 
1 的 特例 下 讨论 它 ， 关 键 是 下 面 的 

引 理 R' 的 开 集 U 必 是 相互 分 离 的 开 区 间 之 并 .特别 是 ，R' 
的 连通 开 集 8 就 是 一 个 开 区 间 . 
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若 开 集 FCRn 同 且 于 开 集 中 CR， 我 们 可 以 取 …- 个 开 的 小 加 
盘 〈disk) 态 CPF，、 由 引 理 它 必 然 同 有 是 于 展 中 一 个 开 区 间 . 这 是 不 
可 能 的 ， 因 为 开 区 间 在 除去 一 点 后 是 不 连通 的 ,但 斑 当 益 >1 时 
却 不 如 此 ， 不 变性 定理 的 完整 的 证 明正 是 基于 连通 性 的 概念 ， 但 
却 要 以 更 细致 得 多 的 涉及 同调 的 方式 来 陈述 . 


$ 2， 光 滑 函 数 与 光滑 映射 


我 们 一 开始 就 说 过 ， 光 滑 流 形 是 这 样 的 空间 ， 在 它 上 面 可 以 
讨论 光滑 函数 . 做 法 是 很 清楚 的 ; 令 M,\ 是 光滑 流 形 ,了 : NM 一 ~ 
A. 我 们 说 了 在 PE 点 邻近 是 光滑 的 , 如 果 有 P 点 附近 的 局部 坐 
标 ( 信 ,2) 和 8=8CP) 点 附近 的 局 部 坐标 (了 ， 芭 使 上 映射 多。 了。 or 
在 w《〈2) 邻近 光滑 - 这 是 有 意义 的 ， 因 为 我 们 谈 的 是 欧 氏 空间 之 
间 的 映射 。 相 容 性 保证 了 这 定义 与 所 用 的 局 部 坐标 无 关 ， 特 别 车 
是 闪 一 R， 我 们 就 不 需要 # 而 说 有 一 个 光滑 函数 了 : M 一 一 R， 了 一 
f ， 9-!: 是 了 的 一 个 局 部 表示 . 若 {CU,g,)) 是 覆盖 W 的 一 族 局 部 坐 
标 , 就 有 定义 在 mp4) 上 的 户 部 表示 f= 二 f。 qr!, 这 些 函 数 之 间 有 
以 下 关系 

f= f° pi, 
PiU) 一 >gp,(U 门 0)) 称 为 局 部 坐标 的 迁移 函数 
(transition function), 反 之, 若 讽 数 fi : pp(U;) 一 >R 并 使 上 述 相 容 


性 条 件 成 立 , 则 定义 在 如 上 的 户 部 函数 了。 在 Nv 上 是 相互 
协调 的 , 从 而 定义 了 一 个 整体 函数 f. 整体 的 函数 时 党 是 这 样 从 相 
容 的 局 部 的 东西 “ 粘 ” 起 来 的 . 既然 f 是 定义 在 民 的 子 集 (24) 
CR 上 的 , 这 就 是 经 典 的 情况 . 但 是 , 采用 整体 的 观点 能 对 问题 得 
到 更 好 的 展望 ， 举 例如 下 ， | 


复 变 函数 论 中 经 典 的 Liouville 定理 指出 ， 在 平面 c 上 全 纯 而 
6 . 


且 有 界 的 函数 必定 是 常数 (想到 代数 学 的 基本 定理 可 以 由 此 推出 ， 
你 们 会 同意 这 是 -个 重要 的 定理 ). 下 面 是 经 典 的 证 法 . 将 了 展开 
成 军 级 数 

fz) 一 ds 
它 在 全 平面 上 收敛 . 取 一 个 以 :一 0 为 心 ，r 为 半 答 的 圆 R， 有 


若 |J(z)| 科 于， 很 容易 估计 出 
EE 


既然 7 是 任意 的 ， 当 >! 时 有 a 一 0， 即 1(z) 一 a 是 常数 . 

我 们 要 把 Liouville 定理 解释 为 关于 整体 函数 的 一 般 事 实 . 首 
先 回顾 一 下 可 去 奇 点 . 

引 理 ” 若 g Cz) 在 原点 的 邻 域 5 中 全 纯 但 原点 除外 《 即 在 5 一 
{0} 中 全 纯 ) 而 县 当 z 一 0 时 (2) 一 >0, 则 8g(z) 可 拓展 为 上 的 
全 纯 隧 数 . 

证 拓展 如 下 


g(0) = | 25) 4,, 


2FiJn Zz 
是 围绕 0 的 圆 (例如 参看 Ahlfors [1] p. 100， 中 译本 p. 122). 
把 S$: 看 成 Riemann 球 :CU {co}), 它 有 局 部 坐标 (5 ,9),(U;， 
Pr)， 其 中 二 5C，ghy :Ui 一 为 恒 等 映射 , ts 二 (Cc 一 {0}) U 
tecej ，w ; Us 一 一 C 定义 为 


1 
—,zE€C— {0}, 
"0 = oY 


0，z 一 co， 


我 们 看 到 ， 在 DID 站 2) 一 CC 一 10 上， 迁移 函数 9p2 一 go。 orTl 下 
是 
gal(z) 一 1/z，2zEC 一 (0}. 


因为 在 5 一 {01 上 = 天 0， gz 是 全 纯 的 , 这 就 使 下 成 为 一 个 复 流 形 
(Riemann 球 )- 

车 了 在 全 平面 C 上 全 纯 , 则 它 在 pi1(1",) 上 定义 局 部 录 数 人. 利 
用 相 容 性 ,在 gyi 门 2)= 二 C0 一 10) 上 定义 为 


fi(2) = fi pulz) = F(T). 
困 为 1 有 界 ， 所 以 条 件 


lim zf2 Cs) 一 0 

显然 成 立 . 于 是 可 拓展 到 ps (02) 上 (i, 天) 定义 一 个 587 上 
的 整体 全 纯 负 数 玉 : 5 一 人 C. 

然而 紧 复 流 形 上 的 任意 整体 全 纯 孙 数 必 定 是 一 常数 . 因为 一 
方面 这 种 应 数 之 模 必 有 最 大 值 ( 紧 人 性), 另 一 方面 , 极 值 原理 指出 ， 
任意 的 局 部 极 大 值 都 不 可 能 存在 .这 个 例 也 表明 了 全 纯 理 论 和 光 
清理 论 根 本 不 同 . 在 紧 光 请 放 形 上 当然 有 许多 非常 值 的 整体 光滑 
活 数 . 

我 们 又 看 到 , 已 给 一 个 光 渭 流 形 M， 第 卡尔 乘积 WX 型 也 可 
构成 光滑 流 形 . : 

定义 Lie 群 2 既是 一 个 群 , 作为 一 个 空 同 又 是 光滑 流 形 . 面 
且 群 运算 


(G1) CXG——+G, (gs 2) rgig, 
《Gy ) 人 ~ 一 > 他 ，9 广 一 >9! 
是 光滑 映射. 


例如 6 一 Co 是 一 个 Lie 群 ， 条 件 〈G) 可 从 熟知 的 矩阵 乘 
法 公式 
AD),, -ss > 44B,, 


得 出 ，(48), 是 4 和 吕 的 光滑 函数 . 
现在 我 们 可 以 形式 她 定义 光 渭 流 形 的 范畴 :对 光 渭 映射: 以 
一 > 入 车 有 另 一 光滑 映射 9 :六 一 MM 使 f。g=id on N，g。f=id 
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on 迷 ， 则 了 称 为 微分 同 是 (diffeomorphism)。. 这 就 是 光滑 流 形 范畴 
中 的 同 构 (isomorphism). 类 似 地 ， 也 有 拓扑 范畴 中 的 同 构 〈 即 同 
是 )， 0 范畴, C* 范畴 等 等 都 各 有 其 同 构 . 这 些 理论 的 最 终 目的 是 
解决 两 个 对 象 《cbjeet) 同 构 与 否 . 但 是 从 很 少 的 几 个 例子 就 已 看 
到 ， 目 前 这 还 只 是 一 句 空话 ， 关 于 这 一 点 ， 我 们 还 得 学 习 很 多 知 
识 才 能 谈 到 一 点 实质 性 的 东西 ， 

最 后 还 要 提醒 ， 到 现在 为 止 ， 我 们 只 谈 到 可 微 性 而 没有 谈 到 
实际 的 导数 . 理由 很 简单 , 函数 了 的 可 微 性 与 局 部 表示 jf 一 了 。 mr 
无 关 ， 其 导数 十 分 肯定 不 是 这 样 . 事实 上 上， 怎样 内 在 地 
{intrinsically》 定 义 导数 要 引 到 矢量 从 (vector bundle》 的 概念 .将 
在 下 一 章 里 讨论 它 . 


3 3. 子 流 形 和 隐 函 数 定理 


若 上 nr， 我 们 可 以 挑 及 嵌入 展 中 ,RCR (x 1) 上 一 > 
(x1 0，…，0). 我 们 称 它 为 
“标准 ”嵌入 《其实 这 里 并 没有 什么 真 
正 标准 的 东西 ， 这 样 说 不 过 是 为 了 固 一 
定 -- 个 说 法 )， 当 我 们 说 RR 是 RR 的 子 / 
空间 时 ， 总 是 指 的 这 个 意思 ， 这 就 是 
子 流 形 的 局 部 图 象 ， 精 确 地 说 ， \ A 
定义 令 MM 为 一 4+ 维 流 形 , 子 集 ~ 二 一 
NCM 称 为 一 个 上 维 子 流 形 ， 若 对 每 
-点 PEN， 都 有 -- 个 MM 的 局 部 坐标 图 1 一 5 
(1，g9) 使 pCNND=RN 站 gO0)，CXNV, wlxns) 为 点 P 在 NAN 中 
的 局 部 坐标 ， 容 易 验证 条 件 《MI) 一 M2) 成 立 : 
注意 ， 根 据 定义 ， 子 流 形 实际 上 是 一 个 上 维 流 形 ， 
这 个 定义 的 几何 内 容 虽 然 是 完全 清楚 的 ， 但 用 起 来 却 非常 不 
便 . 例如 , 我们 不 会 反对 说 ge 是 民 的 子 流 形 . 但 是 要 形式 地 套 定 
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全 pl) 


RNFO) 


图 1 一 6 

义 ， 那 就 得 去 找 把 弯曲 的 面 “ 展 平 ” 成 “平坦 ”的 面 的 局 郎 坐标 ， 
这 并 不 轻而易举 ， 对 付 这 一 点 的 技术 是 古典 的 隐 哎 数 定理 ,介绍 
如 下 : 

令 UCR' 为 开 , 了: [{ 一 >R" 为 一 光滑 函数 ，PoED 为 一 点 ,已 
给 矢量 xER， 了 在 Ps 点 处 4 方向 的 方向 导数 定义 为 
了 (Po tiau) 一 flPo) 

， 


df (Posu) = lim 
这 里 设 极限 存在 ， 于 是 df(Po,u)€R" 是 R" 中 的 一 个 天 量 , 即 
df (Po) 1: RI——>R", urdf (Po,u) 
是 一 个 映射 ， 事实 上 它 是 一 个 线性 映射 ， 若 取 RR 和 R" 的 “标准 ” 
基 次 {e)， 1 一 1 2， “rr Ns {d;} J 一 ji， 2， "mm, 这 里 


过 Pm Ce 
e = (0,.…,),",0), d= (0D, ,1 ,0). 
、 -一 一 一 一 一 一 一 一 


df(Po) 对 于 这 些 基 底 的 矩阵 由 伪 导 数 3f;/3x(Po) 组 成 . 若 记 由 R 
到 R" 之 一 切线 性 映射 的 集 为 LCR',R") , 则 有 了 映射 
df s U—rL(R',R") 2R™, 
Poi——raf (Po) 
即 一 阶 导数 ,因为 LCR',R") 是 一 个 (mn 维 ) 线 性 空间 ,就 可 以 谈 得 
上 它 的 导 沙 数 ,并 且 重 复 作 下 去 (每 一 次 都 得 到 一 个 新 的 空间 ). 这 
就 是 多 变量 矢量 值 茧 数 的 微分 学 的 与 坐标 无 关 (coordinate free) 的 
处 理 方 法 〈 参 看 J. Dieudonné [3])， 
现在 我 们 可 以 陈述 
10 


反 函 数 定理 令 LCR* 为 开 ，1 :0 一 Re 为 光滑 上 映射， 点 P。 
EL， 车 df(p) 非 异 , 则 了 必 是 Ps 之 某 个 邻 域 到 fCP) 之 某 个 邻 域 
上 的 微分 同 胀 ， 反 之 亦 然 . 

这 个 定理 有 许多 证 明 , 在 本 章 之 末 我 们 将 给 出 Mitnor [5] 的 
一 个 极 好 的 证 明 ， 现 在 先 给 出 一 些 推论 . 

单 射 (injection) 引 理 ” 令 VCR 是 原点 的 邻 域 ,了 :4 一 =R 是 
光滑 映射 且 1(0)==0, 若 zp, 且 4fC(0) 是 单 射 , 则 必 有 由 0ER 的 
某 邻 域 到 其 另 一 邻 域 上 的 微分 同 胚 9,9(0) 一 0, 使 

9“ 了 (Ze) 一 《ziyyzoy0yy0) 
成 为 标准 嵌入 RCR"， 即 有 局 部 微分 司 胚 y 能 把 象 fc)* 展 平 " 

证 不 妨 设 息 阵 (水 18 全 非 异 ,定义 :0XR 一 R 为 


[i 
F(xi," ,x,) 0 十 50) ,OT ). 
容易 看 到 dF(0) 非 异 ,从 而 有 局 部 逆 9, 但 
g" flrissr) = go Fr ,Ts 0 ,0) 
一 〔zi ,Ks0, ,0). 
投影 定理 令 ZCR' 为 原点 的 邻 域 ,f : 5 一 >R? 是 一 光滑 映 
射 且 了 (0)==0, 若 mp,4f(0) 是 全 射 (surjective) , 则 必 有 由 0ER 的 
某 邻 域 到 另 一 邻 域 上 的 微分 同 胚 ,AhC(0) 二 0, 使 得 
f° hrs te) 一 《zt 
证 在 0 点 ,矩阵 (3f,/9z;) 之 秩 为 pz， 因此 可 以 假设 子 矩阵 
Coff9r) ,i 二 | py jj 二 4 一 Pp 十] ，*…' ,Rn 为 非 异 ,定义 了 :UU 一 
RR 如 下 
Fgiyr sg) = (Bye Eap fF) fz)). 
容易 看 到 dF(0) 非 异 , 于 是 下 有 局 部 逆 , 令 g; R* 一 >R? 汶 抽 及 下 
后 ?个 坐标 、 则 f=9。P， 从 而 
了 Ri rs) = go Fo h(xris, ts) 
= g(x st) 一 《zy 
令 了 :MM 一 六 为 一 光滑 映射 ， PoE 4 为 一 点 ; Co (Uz， 
il 


oz) 为 户 处 的 局 部 坐标 ，( 六 )、(G、 区) 为 了 (CPo} 处 的 局 部 
坐标 , 了 有 两 个 局 部 表示 所 = 二。 了 。pr' 和 :二 各。f。gz' 而 且 
二 :piz， 由 链 法 则 ， 有 
df (Po)) = dpa (Oo) » df Cp Po)) o dp (gC Po0)), 

二 f°。 pi(Pn). 因 为 pw, 和 都 是 微分 同 旺 ,和 而 df1(py(Po)) 又 是 有 
意义 的 ,我 们 可 以 用 它 的 秩 作 为 af(Po) 之 秩 . 

投影 定理 明显 地 蕴涵 闭 

子 流 形 判 据 令 M 为 一 维 流 形 ,XCM 是 它 的 一 个 子 集 .于 
是 * 是 上 维 子 流 彤 if 和 任 一 点 PEN, 都 有 在 M 中 的 一 个 邻 域 E 以 
及 一 光 背 映射 了 ;5 一 一 Rr-! 使 rank df (P) 二 4 一 而 生计 门 6 = 
六 (0), 印 愉 局 部 地 是 由 一 映射 了 构成 的 轨迹 f 一 0, 了 要 适合 适当 
的 秩 条 件 . 符 别 是 . 若 z 一 上 4 一 1,3 就 是 一 个 超 曲 面 (hypersurface). 

例如 ，S CR+ :是 由 方程 寻 十 … 十 rr 一 1 一 0 所 定义 的 超 曲 
面 ， 此 后 我 们 再 不 必 操 心 去 展 平 球面 了 . 

反 顶 数 的 另 一 个 推论 是 

微分 同 有 旺 判 据 若 了 ; 1 一 > 是 同 维 微分 流 形 之 间 的 光滑 
映射 . 入 且 是 i-1 的 “ 映 上 ”. 又 处 处 有 最 大 秩 . 则 了 是 微分 同 胚 . 

关于 于 流 形 我 们 再 作 一 个 说 明 . 令 NIC1 是 一 个 维 流 形 的 
£ 维 子 流 形 , 注意 ,二 # 的 情况 就 是 开 子 流 形 的 概念 , 这 里 入 真正 
是 型 的 开 子 集 . 在 一 般 情况 下 , 定义 中 没有 说 明 x 是 开 是 闭 . 但 
是 由 定义 确实 可 知 六 为 局 部 闭 , 即 对 已 给 的 PEN 有 PP 在 MM 中 的 
邻 域 5V 使 NNMU 在 U 中 为 闭 . 一 个 局 部 闭 集 不 一 定 为 开 或 闭 . 例如 
Rz 中 的 开 区 间 是 局 部 闭 的 但 非 开 、 非 闭 子 流 形 ， 然 而 在 大 多 数 例 
子 中 闭 子 流 形 是 最 有 用 的 . 

例 设 GL() 是 axn 非 异 和 矩阵 的 Lie 群 . GL(r) 中 有 正 交 矩阵 
群 
- O(n) = {4 E€ CL 1A4' = 1}, 
4 表 4 之 转 置 .0Co) 是 GL(n) 的 闭 于 群 , 试 证 :0(n)Co6Ln) 是 n(n 
一 1)/2 维 子 流 形 . 
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证 在 所 有 "Xz 定 阵 的 矢量 空间 Ma) 中 引入 范 数 


141 一 (> lw (一 1)2)、 


pl 


于 是 (mn) 成 为 一 个 Banach 代数 ， 
对 已 给 的 4E MCn), 定 义 
ee 4 
‘Eo *! 


是 有 意义 的 . 因为 右 方 的 级 数 收 伍 . 若 4， 下 可 换 ， 则 
(4 十 B)' 一 > (ee 
而 且 经 过 标准 的 计算 有 
exp(d 十 8B) = expd * expB. 
特别 是 可 取 B= 一 4， 而 得 
{= expd 。exp( 一 A), 
即 exp4E G45(n)， 这 意味 着 得 到 一 个 映射 
exp : Ma) — GL(n), 
计算 dlexp)(0), 由 定义 
dexp(0,4) = limfexp(t4) 一 exp(0) J/t 


exp4d 一 


Th 


即 dCexp) (0) 二 J。 所 以 exp 是 一 个 局 部 微分 辣 肛 而 将 0E MM (a) 映 
到 {EGLCn), 所 以 可 以 用 它 ( 或 宁可 说 用 其 逆 ) 为 IE GL(w) 点 附近 
的 局 部 坐标 . . 
显然 (exp4)' 二 exp4:， 令 
SKE(n) = {AE Mn)' A+ A = 0}. 
显然 SE (Rn)CM(n) 是 (1/2)rn(n 一 1) 维 子 空间 . 若 4€E SK(n), 则 4 
与 4 可 换 ,于 是 
{expA) (expA)' 一 expA . expl4:) 
= expfk4d4 十 .4) 一 疙 
13 


组 exp(SK GR):CG(n), 我 们 要 证 明 在 0€E MO 附近 有 映射 exp 是 “ 映 
上 7". 这 表明 G0) 是 平坦 的 子 空间 SK (Ca)CM(n) 在 局 部 坐标 exp 
下 的 象 , 可 异 的 是 .因为 4 与 年 一 般 不 可 搞 , 上 上 式 不 能 肥 转 ,所 以 
要 稍为 改变 其 形式 来 计 论 ( 见 Chevalley[2],Chap. 1. Prop. 2). 
因为 exp :如 (2) 一 >0L(n) 使 dexp(0) 为 非 异 、 故 它 将 06E 
村 (2) 的 一 个 邻 域 如 同 眶 地 映 到 7E€E GLC2) 的 一 个 邻 域 近 上 ， 
在 邓 (a) 中 , 杖 数 
4 4 与 4 一 一 4 
在 0 处 部 是 连续 的 .所 以 我 们 可 以 取 0 的 一 -个 较 小 的 邻 域 YC 使 
得 
AEVA4,— AEL. 
令 六 一 expf , 若 8E 序 站 0(a), 则 必 有 4EV 使 8 二 exp4, 方 程 
PF 二 B87"! 意 味 着 
expCA') 一 exp(— 4). 
因为 了, 一 4EL4 而 且 exp 又 是 1-1 的 ,所 以 
4 十 本 一 0. 


3 4. 技术 性 的 问题 


I. 到 辆 数 定理 的 证 明 通过 平移 和 一 个 非 异 线性 变换 ,可 
以 设 Po 二 了 (Po) 一 0,4f(Po) 一 id. 由 中 值 定理 (f (2) 一 1(y) 二 df (2) (zr 
一 办, 其 中 <= 十 吕 一 Dy,0<t 志 1 着 1df| 所 MM ,有 

17(z) ~ fo | Mz oy. 
令 g(7z)= 二 f(x) 一 + 于 是 和 y(0) 二 0, 因 此 可 以 找到 一 个 " 汪 0. 使 得 当 
rE€EB(r)= {rz||z|<<7?} 时 |dg(x) | 过 1/2. 我 们 指出 
fs BMFTIBG/2))— -Br/2) 

是 一 个 全 单 射 Cbijection). 设 已 给 yE BCr/2), 依 次 令 

ze 一 0，zl 一 多 TH 一 3 一 gz)， 
很 容易 看 到 |z.|<<7 对 一 切 z 成 立 ， 即 

| 


Tu 一 4 一 gm) 一 gz-1)。 
所 以 
|r, 一 ri| 一 yz ) 一 89Cz)| 所 也 | 1 一心 | . 
换言之 ，{z,} 是 Cauchy 序列 , 令 z= lim +， 显然 rzEB3(Cr)， 而 且 
rz 二 yy 一 g(x) 或 y= 二 f(x). 
这 个 解 是 唯一 的 , 因为 若 f(x) 二 fx,)=y 而 且 x,z1EB(7), 则 gCz) 
一 gz 一 z 一 2 这 是 不 可 能 的 .因为 1g(z) 一 9(z| 委 5C12)1z 一 六 | 
in BOr). 
今 记 :Br/2) 一 wzB(7) 是 了 之 逆 , 有 
fx) = fr) TT dflriD (zt Om 7) hr ,7 ), 
其 中 当 z 一 rz 时 (zx)/ zx 一 z1 | 一 一 0. 令 4 二 (x1)-', 于 是 
4(Fr) 一 了 zi)) 一 zz 一 2 十 4hz I). 
记 y==f (x) 二 Jn) 5 向 (9) 包 ) 二 一 hCGkCy),L(1)), 上 上 述 方 程 可 以 
写 为 
A(y — 1) Ahiy 1) = OY) 一 全 的) 
但 
hiCy ry ) h(xyrm) lrczl 


|y— | lz 一 于 | 必 一 纺 | 
且 |z 一 zy 一 外 | 和 2， 所 以 当 | 一 而 | 一 一 0 时 
hy ) /ly Oo— yi— 0, 
由 定义 4 一 此 (加 ), 这 说 明 当 了 为 0 时 £ 也 为 0'. 重复 这 个 论证 知 
是 光滑 的 . 
2. 微分 构造 ” 当 我 们 用 一 族 相 容 的 局 部 坐标 { (5, 9p)) 一 
2 描述 光滑 流 形 M 时 ,并 没有 什么 特殊 典 则 的 入 ， 很 可 能 用 另 
一 族 坐 标 二 { (VY。， 癌 )} 来 覆盖 允 ， 这 就 产生 了 伯 与 是 否 
定义 “ 同 ~- 个 ” 流 形 的 问题 . 在 信和 之 和 内， 这 个 问题 是 简单 
的 ， 因 为 由 一 个 坐标 转换 到 另 一 个 坐标 是 光滑 的 ， 如 果 在 合并 后 
得 到 的 坐标 系 UY 中 仍 是 这 样 , 即 若 儿 中 每 个 (0,9) 和 学 
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让 等 个 (To 因 ) 都 相 容 的 话 .我们 说 如 各》 是 定 父 同样 的 东西 . 
从 形式 上 看 .3 和 之 间 的 这 种 相 容 性 是 一 个 等 价 关 系 ( 极 易 验 
证 ). 而 我 们 定义 一 个 光滑 构造 (smooth structure) 即 一 个 局 部 坐标 
系 的 等 价 类 [J. 和 X 等 价 的 另 一 个 说 法 其: 恒 等 映射 i : 
(M，2UY) 一 一 (7 ) 为 微分 同 胀 ， 我 们 已 在 几 个 例子 中 隐 含 
地 看 到 了 这 一 点 ， 例如， 我 们 用 了 三 种 方法 描述 二 维 球面 8:: 用 
球 极 射影 直接 给 出 局 部 坐标 ， 使 方程 1x|?==1 成 为 R 的 子 流 形 以 
及 给 它 -个 复 构造 (Riemann 球 ). 这 些 都 是 等 价 的 光滑 构造 . 

不 等 价 的 坐标 系 也 很 容易 做 出 -- 些 来 ， 例 如 在 直线 R 上 ,5 
一 (CR，id) 和 > 一 (R，9)，9(z) 一 za 就 不 等 价 ， 但 是 〈R， 
[2 ) 和 “(R， [> ]) 却 是 微分 后 胚 的 ， 下 面 的 映射 

(R,[2A]) -上 CR,[o])， za 

就 是 微分 同 胚 〈2r 和 是 不 等 价 的 、 因 为 id 不 是 微分 同 胜 ， 但 
CR,， [人 23) 和 《〈R,，[y 门 ) 是 微分 局 有 蚊 的 ,因为 多 是 微分 同 是 3， 所 
以 真正 的 问题 是 找 出 不 微分 同 腑 的 《M, [SA[]) 和 (MM, [ 字 "]), 即 
是 说 ， 不 仅 恒 等 映射 不 是 微分 同 有 是 ， 面 且 任 何 光 滑 映射 也 不 能 是 
微分 同 且 .没有 什么 预先 就 育 的 理由 说 找 不 到 不 司 的 构造 ， 但 是 
真正 做 出 一 个 来 却 极为 困难 . 拓扑 学 近年 来 的 一 大 成 就 是 Kervair- 
Milnor-Smale 的 工作 [6]，[7]， 它 指出 在 高 维 球面 上 确 有 不 同 的 
光滑 构造 ， 又 有 一 些 限制 很 严 的 例子 . 例如，Lie 群 上 只 能 有 一 个 
光滑 构造 ( 见 Chevalley [2] ,第 4 章 定 理 3). 更 进一步 还 订 在 其 
它 范 畴 里 提 同 样 的 问题 . 例如 ， 是 否 所 有 复 结构 都 是 光滑 地 相同 
的 ? 答案 是 肯定 的 ， 事 实 上 ， 这 是 一 个 古典 的 著名 的 结果 ， 而 且 
在 深度 上 各 光滑 的 情况 不 能 比拟 .适当 的 看 法 是 ， 复 结构 是 很 坚 
固 而 且 限 制 极 严 的 ， 所 以 很 容易 把 它们 区 别 开 来 ， 另 一 方面 ， 光 
滑 结构 要 活动 得 多 ， 很 不 容易 器 定 下 来 . 

3. 复 环 面 (compiex tori) ”我 们 现在 在 环 画 S!:x 5 上 给 出 不 
同 的 复 结构 . 令 5 为 复 平面 ， Gm, ws) 是 它 对 于 实数 域 R 的 基底 ， 
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1 一 >- 
F100-) 


I= 这 
由 (wy，wz) 作出 的 格 点 成 一 个 吉 群 
厂 二 {at 十 matloz|aynaz 为 整数 }. 
关系 习 一 2 iff 2 一 2 十 rz 所 三 显然 是 一 等 价 关 系 , 令 了 ( 门 一 CA 
为 商 空间 ,r : C 一 >T( 站 为 自然 投影 .给 出 一 点 [zjET0) ,显然 
可 以 找到 及 之 小 邻 域 如 使 1 中 任 一 对 点 不 等 价 . 于 是 0 二 x(4) 是 
T(1) 之 开 集 , 且 mt ;UV 一 "0 为 同 旺 .所 以 可 以 用 0,x5') 作 为 局 
部 坐标 , 若 信 ,a7') 是 另 一 个 局 部 坐标 ,存在 一 个 rE 信使 
Nr Nz) = z+ 7. 
这 是 平移 显然 也 是 全 纯 的 ， 于 是 TCT) 有 一 个 复 结构 . 定义 
g:C—”S X SI 
Nt 十 A (em ,em )。 
9 与 等 价 关系 是 相 容 的 ,而 诱导 出 一 个 单 全 射 9: 
C 一 -SIXSI 
a A 
TL 
9 显然 是 一 个 微分 同 胚 ,于 是 作为 一 个 实 光滑 流 形 ， 
ZTC 一 SI X SSL 
令 放 = (or www ) 是 男 一 个 格子 并 设 了 :7(19 一 “PC ) 是 一 
个 复 同 是 ( 即 了 是 全 纯 的 肌 有 全 纯 闭 ), 不 难 证 明了 可 以 提升 (tift? 
17 


为 映射 了 :CC 一 一 人 ,使 


rz(19 7 ) 

为 可 换 的 . : 

现在 讨论 如 下 的 问题 : 格 = Ge,wz) 和 格 疡 一 (or ,wz' ) 何 
时 定义 同一 个 复 环 闸 . 亦 即 .什么 情况 7 了 C7) 和 TC ) 作 为 复 流 形 
是 同 构 的 . 首先 作 某 些 一 般 的 考察 . 

若 J:C 一 >”C 是 一 个 同 关系 了 与 六 相 容 的 图 数 , 即 2 一 z1 EE 站 
全 12 一 fsDEP， 则 了 诱导 一 个 映射 了 : ?CO 站 一 >7(P ). 事 实 
上 , 它 的 逆 也 是 正确 的 ,但 我 们 现在 不 证 明 它 . 这 样 我 们 就 能 够 在 
c 和 了 (1) 之 间 进 行 变换 . 显然 了 是 连续 的 .光滑 的 或 全 纯 的 充 要 
条 件 为 了 也 具有 相应 的 性 质 . 

根据 上 述 考 察 作 一 些 简化 . 设 Fr 一 (xuws) 为 一 个 恪 , 因 为 w， 
wz 是 非 零 的 ,用 ww 去 除 它 得 到 一 个 新 的 格 二 (0,w/w1). 显然 
f(z) 二 2/wi 为 - 同 卫 与 好 相 容 的 全 纯 函 数 , 因 此 不 妨害 一 般 性 ， 
可 设 卫 有 如 下 形式 : (1,7). 由 于 w/ws 和 ?yt 互 为 倒数 ,它们 之 
一 必定 落 在 上 半 平 面 , 因 此 , 设 f= 人 .7), 且 7+ 在 上 半 平 面 , 即 Imr 
之 0(mr 不 能 等 于 零 ). 因此 ,所 有 的 格 均 可 由 开 的 上 半 平 面 的 点 
来 表示 . 但 并 不 是 它们 全 都 定义 了 不 同 的 环 面 .- 设 二 (1,t) 和 7" 
二 《1,7' ) 决 定 了 同一 个 环 面 , 按 前 述 考 察 ,存在 一 个 朵 了 与 产 相 
容 的 全 纯 画 数 J: c 一 一 C, 定义 在 全 平面 上 的 全 纯 函 数 称 为 整 函 
数 并 且 它 们 为 数 其 多 ,例如 f(z)==e. 然而 了 还 必须 同 也 与 严 相 
容 , 这 就 在 1 上 加 了 下 述 极为 严格 的 限制 . 设 * 一 2 E 1, 则 存在 整 
数 m,m 使 

f(2) CO— fa) = 二 mr, 
由 于 了 连续 面 产 离散 , 故 当 稍 许 改变 < 和 z 时 ,整数 4,m 必定 保 
持 不 变 , 亦 即 
ftz 二 有 一 J{a 十 2) 二 RR 十 mr!. 
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对 小 的 # 成 立 . 这 显然 草 闻 了 它们 的 导数 相同 六 (z) 二 放 《z1). 换 
言 之 , 导 函 数 疡 (2) 是 周期 的 ,因而 是 有 界 函 数 ， 
截至 目前 为 止 , 芳 数 了 不 论 是 光 清 的 或 是 全 纯 的 ,相同 的 论证 
均 为 正确 . 然而 ,在 下 面 有 一 个 决定 性 的 差别 . 若 上 为 全 纯 , 则 了 
亦 为 全 纯 ,但 全 平面 上 的 有 界 全 纯 函 数 按 Louivilie 定理 必 为 常数 . 
向 此 推 知 /为 一 线性 辆 数 f(2)==az 十 b. 由 于 具有 某 些 任意 性 我 
们 还 可 以 作 - 一 点 选择 . 例如 说 7(6)=0 即 5 一 0, 则 相 容 性 条 件 给 出 
Ga 一 了 1) 一 机 十 mr 
ar = f(T)—=n + nT， 
其 中 力 ,oo 各 均 为 整数 .车 了 了: TC(1) 一 wT(T') 为 一 同 构 映 
射 , 元 a 沽 0, 由 此 即 得 
十 nT! 01) 


mi 十 maT 


反之 ,车 (1) 式 成 立 , 则 
fz2) = {mi mat! )# 
为 一 同 了 与 PY 相 容 的 整 浮 数 . 因此 (i) 就 是 等 价 性 的 判 据 ,车 利用 
和 矩阵 
1n2 "| 

来 重 述 它 , 则 易于 看 出 (1) 式 为 一 个 等 价 关系 的 必要 充分 条 件 为 矩 
阵 是 非 奇 异 的 ,由 于 仅 考 虑 整数 矩阵 ,这 就 相当 于 要 求 set4 二 土 1， 
若 要 求 Inr>0, 则 圳 detd>>0. 因 此 4€ 8SL(2,7Z) 为 一 整数 么 模 矩 
阵 . 由 此 看 出 一 切 不 同 的 复 环 面 之 集 与 © 的 上 半 平 面 忌 的 点 按 关 
系 式 (1) 取 模 后 的 点 集成 1-1 对 应 , 后 一 个 空间 记 为 U/SL(C2,2Z). 
由 于 SL(2,Z) 至 多 可 数 ,因此 知 存在 不 可 数 多 个 不 同 的 复 环 面 . 事 
实 上 ,因为 SL(2,Z) 如 同 TCC 一 样 是 离散 的 ,L/SL(2,Z) 本 身 志 
是 一 个 复 流 形 , 称 为 Abel 能 (Abelian Varieties) (二 复 环 面 一 一 在 复 
维 数 1 的 情形 ) 的 模 空 间 (moduli space)， 对 于 熟悉 Riemann 面 理 


论 的 读者 这 些 都 是 众所周知 的 事实 ,我 们 仅仅 希望 说 明 当 一 个 范 
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畴 〈category) 或 非常 松散 或 非常 严格 时 ,在 它 上 面 区 别 不 同 构 的 
对 象 相 对 来 说 较为 容易 . 
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第 二 章 声 从 


$ 1， 流 形 的 切 从 


在 第 一 章 我 们 已 经 看 到 ， 光 清流 形 的 定义 使 得 在 其 上 可 以 讨 
论 函 数 的 可 微 性 ， 但 是 还 没有 讨论 如 何 实 际 求 导 的 问题 ， 现 在 我 
们 就 来 讨论 这 个 问题 ， 取 函数 的 导数 是 一 局 部 问题 ， 因 为 流 形 局 
部 地 看 来 正 象 欧 氏 空间 的 一 块 ,在 求 导 上 肯定 没有 内 在 的 困难 . 问 
题 在 于 怎样 适当 地 表述 ,虽然 有 局 部 的 图 象 可 用 ， 却 没有 了 唯一 的 
图 象 ， 所 以 , 不论 如 何 表 述 ， 都 要 能 肯定 所 说 的 不 依赖 于 所 选用 
的 特定 的 图 象 ， 当 谈 到 流 形 上 的 任 一 局 部 不 变量 时 ， 这 总 是 一 个 
基本 的 反复 出 现 的 论题 ， 我 们 再 简要 地 回顾 一 下 欧 氏 空间 的 情况 
以 便 状 清和 疝 题 所 在 . 令 UCR 为 一 开 集 , f :LU 一 >R( 取 值 于 RR 仅 
是 为 了 简单 ) 是 一 实 值 函 数 . 在 求 导数 时 要 有 两 个 参数 :df 是 在 
一 点 PEU 处 沿 一 个 方向 uw€ER 取 的 ， 它 是 一 个 映射 

lf :XR 一 >”RXR， (P, 1) tt (fCP) df PF, )， 
虽然 了 和 w 都 是 同一 个 “ 集 ”R" 之 元 . 它们 却 被 区 别 对 待 , 我 们 把 
P 看 成 一 点 ,4 则 看 成 一 个 方向 这 意味 着 , 在 WXR" 中 第 二 个 因 
子 RR 不 同 于 第 一 个 因 于 只 是 一 个 集 而 是 ~ 个 矢 盘 空间 . 在 定义 中 
就 明显 地 需要 这 一 点 : 


df Pi) = lim EFT JP) ， 


[a t 
因为 对 xz 作 了 矢量 运算 和 由 下 面 的 性 质 还 可 以 进一步 看 清楚 这 
一 点 : 对 于 … 定 点 PEL， 有 映射 
df CP) :RP——rR, ui— >df(P,u) 
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是 线性 映射 .事实 上 导数 之 有 用 ,实质 即 在 于 其 线性 (例如 , 正 因 如 
此 .知道 偏 微 商 9f/3z 就 够 了 ). 所 以 在 流 形 4 的 一 般 情况 下 ,点 
所 M4 处 的 导数 df(P) 仍 应 是 一 线性 映射 .但 是 这 里 出 现 了 问题 之 
…, 在 六 =UiCR' 时 , 它 确 是 线性 映射 , 因为 R' 已 经 是 矢量 空间 ， 
但 在 一 般 情 况 下 ,首先 要 在 P 点 安 一 个 矢量 空间 V; 然后 才能 谈 得 
上 线性 映射 . 

对 -- 点 了 给 一 矢量 空间 没有 任何 困难 ,这 不 过 是 给 了 一 族 矢 
县 空间 ， 对 参数 空间 懂 ( 就 是 那个 流 形 ) 之 每 一 点 P 给 了 一 族 参 
数 化 的 (Parametrized) 矢量 空间 . 例如 , MXR 是 这 种 矢量 空间 族 
中 最 简单 的 .事实 上 ， 对 于 开 集 4CR*， 我们 就 用 了 这 一 族 #XR 
来 定义 4f. 一 般 情况 下 ， 还 想 如 以 前 一 样 把 4f 定义 为 线性 映射 
df : 村 XR 一 -+R 就 出 了 麻 燃 .很 容易 看 清 其 问题 所 在 . 

令 PE MH 为 一 点 , 取 局 部 坐标 《VU，p)， 于 是 得 到 函数 的 局 部 
表示 /一 f。 9 它 是 定义 在 开 集 ypL)CR* 上 的 函数 ,所 以 可 以 定 
六 :MXR 一 -rRXR 为 

(Pr—r(f(P) ,a (gCP) ,4)). 
但 是 这 是 不 行 的 ,车 (VY,y) 是 另 一 个 局 部 坐标 ,就 会 有 不 局 的 局 部 
表示 了 =f。 六 ',4J(9《P),) 和 杂 (yCP) ,4) 当 然 不 会 相同 . 令 h= 
”一 一 $(VNnTV) 为 这 两 个 局 部 坐标 的 “迁移 薄 数 ”， 
有 了 一 了 于。 故 由 链 法 则 
aflgp(P) ae)》 = df(¥$CP) ,dh (Pp(P) yu)). (1) 
所 以 问题 在 方向 矢量 上 :第 一 个 坐标 系 的 UXR 中 的 矢量 x 变 成 
了 第 二 个 坐标 系 了 X 民 下 的 > 一 想 (2(P) ,4), 它 一 般 与 不同, 改 
变 我 们 放置 所 有 5 XR 的 参数 族 ,而 且 按 公式 (]) 把 矢量 适当 地 等 
同 起 来 ,就 能 避免 这 种 麻烦 , 其 形式 的 程序 如 下 : 
令 开 为 一 a 维 光滑 流 形 ,2 一 (ww)jher 是 型 的 光滑 构造 
中 的 局 部 坐标 〈 见 第 一 章 $ 4)， 今 
Ey 一 [ju X R") 
为 乘积 局 XP 之 分 离 并 集 《disjoint union). @ 中 之 点 用 三 元 组 《i， 
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图 2 一 ] 
P，a) 来 表示 ， 其 中 i€1，PEL,w€R. 定义 等 价 关 系 〈i，P， 
2 ~ (了 ， QQ +) 如 下 : 
(]) P= 2, 


(2) ”一 dp (9,(P),u), 
其 中 99 二。 pT pC0 首 0,) 一 gp,(V 人 VU,) 是 迁移 孟 数 ， 所 得 的 
商 空 间 T(W) 一 @/~ 称 为 W 之 " 切 从 ” 这 个 名 词 我 们 以 后 再 解释 
( 切 于 什么 ?). 我 们 先 更 仔细 地 来 研究 TC 和): 

1. 7T(M) 是 一 拓扑 空间 , 集 2 上 赋 有 “不 相交 拓扑 "(于 集 4 性 
多 为 开 iff 对 每 一 个 兴 1,4 门 (VU,XR") 均 在 山 XR 中 为 开 ). TC(M) 
则 赋 有 商 拓扑 . 

2. TCM 实际 上 是 参数 化 的 矢量 空间 族 ,定义 : ?TCM) 一 > 
为 #[r,P,4] 二 PC([i,P,4] 按 习惯 表示 (i,P,4) 之 等 价 类 ). 显然 是 
适当 定义 的 而 且 是 连续 的 , 对 一 个 固定 的 i 很 容易 验证 , 冉 射 

R*—— TM CP), ut [i,P,u] 

是 全 单 射 ,同时 , 若 P 关 84,7pCM) 门 ToCM)= 2. 于 是 对 于 每 一 点 P 
EM,Tp(M) 是 一 个 矢量 空间 称 为 P 点 处 的 切 空间 

3， TCM) 还 是 一 个 流 形 ， 对 于 国定 的 iE1 映射 

PU XR 一 TCM， 《PH [天 
是 全 单 射 . 令 训 = 二 BCUXRD)= 二 #1(U), 则 0,CTCM) 是 开 的 ;而 我 
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位 可 以 用 
pp: ib, xXR’ PL XR CCR” 
为 局 部 坐标 《请 读者 证 明 其 相 容 性 ). 但 实际 上 我 们 对 于 7 (M4) 作 
为 一 个 流 形 不 感 兴 
4 车 f: MM 一 >R 为 光滑 的 ， 应 有 一 映射 

df : T(M)——RXR, 
使 对 每 一 点 了 都 成 为 线性 映射 

df {P) : Tp (NM) ——rR. 
更 一 般 地 说 ， 若 了 : M 一 > 是 流 形 何 的 光滑 爱 射 ， 有 

df : TCM)— TON) 
定义 如 下 , 令 了 二 {VF,,8o) oes 是 定义 六 的 局 部 坐标 系 . 对 于 点 
fi,P,uiET(M), 令 二 f(P)EP, 对 某 个 4a 成立, 而 f4 一 各。f。 
4 是 局 部 表示 , 定义 

df[iP, = [ea, ,dfo (wm,(P),u)]. 
这 只 是 利用 户 部 表示 求 导数 的 老 办 法 . 现在 使 TCM) 和 TCN) 有 适 
当 的 定义 , 当然 可 以 看 到 ,对 固定 的 PE M,af CP): Tp(M)—> 
?7o(CY) 是 线性 的 . 
$. 上 述 站 的 定义 代表 了 一 种 利用 抽象 化 来 要 花样 的 典型 情 

况 . 一 个 老 老 实 实 的 简单 方法 可 谱 行 不 通 了 ,于 是 就 人 为 地 发 明 一 
种 更 抽象 的 对 象 使 它 行 得 通 { 还 记得 是 怎样 发 明 Riemann 面 来 使 
一 个 非 涌 数 变 成 一 个 函数 的 吗 ?). 问题 在 于 这 种 抽象 是 否 只 是 空 
润 的 抽象 . 在 我 们 的 情况 二 ,全 部 想法 就 在 于 TCM) 是 一 个 适当 的 
参数 化 而 对 XR 可 能 不 是 ,所 以 应 该 要 何 两 者 是 否 确实 不 僻 . 更 
确切 地 说 , 令 ? : MXR 一 一 M 是 投影 (P,w) 一 >P. 说 TCM) 航 
XR 一 样 意思 就 是 有 一 个 僻 且 了 ; MXR' 一 TCU) 使 得 下 面 的 图 
式 是 可 换 的 


[| 


mM XR 


EW 
对 


TOM) 
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然后 对 每 一 点 PE M， 了 诱导 出 一 个 映射 f;， 
fr RTM), uf (Pu). 
我 们 也 要 求 fr 对 一 切 PE M4 是 线性 同 构 . 如 果 是 这 样 , TCM) 就 称 
为 平凡 的 (triviaD) CM 则 称 为 可 平行 化 Cparallizable) 的 ). 注意 ,局 部 
地 总 是 如 此 . 在 3 中 定义 的 映射 
PiU, X RA) CC TOM) 
正 是 给 出 了 UV, 上 的 局 部 同 构 ,但 在 交 媚 门 (, 上 有 
GPU = 有。 多 Ca = (Pdp, (PP),u)), (2) 
这 是 TCM) 上 的 转移 关系 . 对 于 PEU ND,g,(P) : R 一 >R* 可 能 
不 是 恒 等 映 射 ,这 件 事 是 使 TCM) 整 体 上 可 能 不 是 平凡 的 理由 .但 
是 “可 能 不 "和 “不 可 能 ”并 不 是 一 回 事 ,以 后 我 们 会 看 到 ,在 许多 情 
况 下 了 (4 ) 确 不 是 平凡 的 . 例如 以 =5? 就 是 如 此 , 目前 我 们 只 强调 
对 于 7 了 CM) 说 来 ,本 质 的 构造 就 是 迁移 关系 (2). 后 面 我 们 还 要 讲 
这 一 点 。 
6. 有 一 类 重要 的 可 平行 化 流 形 , 即 是 Lie 群 . 令 6 为 Lie 群 ， 
对 任意 的 EGG, 平移 上 : 6 一 -~G,9r 一 >gog 按 定义 是 光滑 的 , 它 
还 是 微分 同上 胚 ,因为 Po :一 天 : ,所 以 于 :72) 一 7 (0)le 是 G6 
的 单位 元 ) 是 同 构 ,而 
GXT(G)——>T(0), (grat—rdL, (vu) 
就 给 出 一 个 整体 的 平凡 化 (global trivializationy, 所 以 象 环 面 ， 
GL(n) ,Un) 都 是 可 平行 化 的 . 


3 2， 内 在 的 描述 


上 一 节 给 出 的 切 从 的 作法 可 以 称 之 为 坐标 的 方法 ， 因 为 它 很 
明显 地 应 用 了 局 部 坐标 。 它 虽然 有 简单 直接 的 优点 ， 直 接 用 到 华 
标 有 时 却 繁 元 ， 例 如 ， 切 向 量 [i,，P, 4] 有 许多 表示 法 , 象 [j， 
Pdpa《p《P),w)] 和 一 切 定义 为 一 个 等 价 类 的 东西 一 样 , 时 常 需 要 
验证 ， 我 们 所 做 的 工作 是 有 适当 定义 的 ， 因 此 人 们 时常 要 寻求 与 
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坐标 无 关 的 即 内 在 的 方法 来 描述 同一 对 象 ， 有 时 这 只 是 纯粹 追求 
形式 ， 所 得 的 是 表面 的 优美 ， 所 失 却 的 是 模糊 了 一 切 直 观 概 念 的 
启发 ， 但 有 时 这 却 包 含 了 重要 的 概念 上 的 观点 . 切 从 的 情况 就 是 
一 例 - 

构造 TCM) 之 关键 在 于 看 到 取 导 数 的 “方向 ”, 这 个 概念 在 一 
已 给 的 局 部 坐标 系 中 没有 内 在 的 意义 . 所 以 要 把 许多 局 部 的 方向 
看 成 一 个 东西 才能 得 到 不 变 的 空间 7, CM). 如 果 我 们 可 以 讨论 导 
数 而 不 明显 地 查 和 到 方向 就 可 以 避免 这 一 点 .让 我 们 再 一 次 回 到 欧 
狼 空间 R' 的 开 集 PE LCR 的 倩 况 .对 于 固定 的 方向 ER ,运算 

fr—rdf(Po,u) 
将 离 数 了 变 成 实数 4f(Po,t). 称 这 运算 为 D. 换言之 , 记 定 义 于 忆 
上 的 光滑 消 数 了 ;UU 一 RR 之 集 为 .多 (VU), 有 映射 
D, : FU)——R, 

关于 D, 我 们 知道 些 什么 ? 

(1) 多 (0 是 R 上 之 矢量 空间 ,显然 D. 为 线性 的 . 这 只 不 过 是 
“各 之 导数 即 导 数 之 和 ”以 及 常数 可 以 取出 导数 记号 之 外 的 老话 . 
此 外 我 们 还 学 过 乘法 规划. 

(2) D.(fg) = (Df)g (Po) tf Po) Dg). 

定义 于 环 上 且 具 有 这 两 性 质 的 任意 算 子 都 称 为 导 算 子 . 注意 
到 《1),(2)? 两 个 性 质 都 用 不 着 方向 概念 . 所 以 它们 如 果 诗 画 了 方向 
导数 ,我 们 的 目的 就 达到 了 . 

引 理 。 令 0€EUVCR 为 围绕 RR 中 原点 的 开 的 辆 盘 . 于 是 对 
多 (7 任意 一 个 导 算 子 了 部 有 一 个 zxE 让 使 之 成 为 及， 

证 令 x :UV 一 一 R 为 第 ;个 坐标 元 数 , 于 是 可 得 一 组 数 a 二 


D(x,). 令 


3 
= ,es 


©, 和 通常 一 样 表示 (0,…， 1 ,0) 是 R’ 之 标准 基底 中 的 第 i 个 矢 
基 . 我 们 指出 P=D.. 
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要 证 明 这 一 点 ,对 每 个 函数 J 了 EC) 以 及 点 PEL 都 作 一 个 
定义 在 区 癌 :CR 上 的 函数 了 ,了 (D0==/(P). 于 是 
JP) — 00) = 70) 一 70) = [ea 
一 Sa 
一 | PP) 
一 ZixCP)9CP)， 


1 af 
Er 


glP) = 
换言之 ,作为 一 个 函数 ,有 
了 一 (0) 十 > yzgi 


注意 9(0) 一 区 (0) ,应 用 导 算 子 的 规则 (1) 和 (2) ,有 


3 
Df = >)[Cpz)g(0) + alO Dg)] = >)ag(0). 
应 用 通常 方向 微分 的 规则 , 则 有 有 


Df = Da, 2¥(0) = 2a.60). 


令 及 为 一 流 形 ，PE M4 为 定点 ， 从 上 面 所 作 可 知 ， 声 向 量 可 
以 定义 为 求 导 的 算 子 .但 是 我 们 还 是 先 介绍 一 种 有 用 的 语言 ， 我 
们 将 要 与 定义 在 P 之 邻 域 (上 的 函数 打交道 , 而 与 的 大 小 并 不 
相干 , 所 以 如 果 有 PP 的 邻 域 PEWCUNY 使 gIW=f|W, 就 说 (U， 
1) 和 《7，9) 等 价 ， 等 价 类 [5 了] 称 为 了 在 己 点 的 “ 芽 ” 类 
(germ class)， 这 些 芽 类 之 集 记 作 多 rp. 显然 多 ;是 一 个 环 . 为 简单 
起 见 , 我 们 用 了 记 [UV, 门 . 令 Dr 为 多 pr 上 一 切 导 算 子 之 集 . 在 Dp 
上 可 以 显然 地 定义 线性 运算 

{Di D2)f = Df Df, 
aD)T = ACDT), 
这 样 产 成 了 矢量 空间 . 它 就 是 内 在 的 切 空间 . 其 合理 性 很 容易 看 
到 . 定义 a :1 TeCM) 一 Dr 如 下 : 取 一 个 元 t= [Li P, wj] ETM)， 
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取 一 函数 JE 多 ,注意 上 中 的 :表示 一 个 局 部 坐标 ( 忧 ,mw) ,于 是 有 
了 了 的 表示 /= 了 。gr .定义 a( 引 ) 二 DD. 为 
DD) = Df) P)). 
要 证 明 Dp, 适当 定义 只 刻 再 用 一 次 链 法 则 ,要 证 明 Db 是 一 个 导 算 子 
而 = 是 线性 的 , 则 是 显然 的 , 证 明 e 扰 映 上 就 是 上 述 引 理 ,a 是 1- 
1 则 是 一 个 简单 的 练习 ， 证 毕 . 
如 果 t= [i, 了 2,]， e, 是 第 ;个 标准 基底 矢量 ， 我 们 看 到 


= 了 3 
D,(D) = 六 (0)， 


这 里 ， f=f° =， 而 且 棚 设 PP 一 人 由 于 这 个 原因 , 切 矢 量 
, 常 记 作 3/3x,; 而 我 们 说 一 个 局 部 坐标 9 二 《zs，…*,z.) 就 给 出 了 切 


空间 mrCM) 的 一 个 基底 | 到 ,站 

车: 4M 一 > 入 是 一 光滑 映射 ,我 们 已 看 到 P 点 处 的 导数 dF 
是 一 个 线性 映射 :TCM) 一 rToC(N),8 二 FCP),lF 可 以 用 导 算 
于 表述 , 令 DE Tp(M) 蚌 一 导 算 子 ,已 给 一 个 葵 f€E 多 o,f。 下 是 
多 9 中 的 一 个 芽 , 这 时 

Lar tp) = DOF oF). 
由 此 易 得 链 法 则 ， 车 : N 一 -> 上 是 一 个 光滑 映射 于 是 有 
d(0 oP) = dG odF. 


§ 3， 切 空间 的 几何 意义 


另 一 种 描述 切 矢 量 的 方法 是 : 令 MM 为 一 流 形 , PE MM 为 一 点 . 
M 上 的 一 条 晶 线 就 是 一 个 光滑 映射 a : 1 一 一 时 ，!CR 是 一 区 间 ， 
我 们 假 没 0€1 是 一 内 点 ， 且 a(0} 一 Pf, 于 是 有 导数 

da rt To(f) — Tp(M), 
因为 70)=1XR,T6(l7) = {0} XR 具有 基底 矢量 (0,1)€E7T6(1). 我 
们 记 切 矢量 da(0,1) 为 a (0),a'(0) 可 用 导 算 子 表述 如 下 :车 f€ 
Fs, 则 
28 


a (0 = a 0 0) = dr0.1). 

人 得了: {一 >R 是 一 个 一 元 实 值 范 数 ,而 且 我 们 知道 在 老 的 微 积 分 
记号 中 好 (0,1) 二 六 (0), 这 就 是 选用 (0)? 这 个 记号 的 理由 .很 明 
显 ,Tp《 宁 ) 中 任 一 个 切 和 拓 量 都 可 以 这 样 得 出 ， 

这 里 提 一 个 时 法 的 问题 : 
zerCi) 为 付 么 叫 *“ 切 ”空间 . 场 
矢量 的 思想 在 几何 的 局 面 中 自 a 
然 是 大 家 熟 习 的 . 例如 ,下 图 画 < 
出 了 在 局 中 的 矢量 4 在 zx 点 切 
于 二 维 球 而 5S?, 这 个 图 象 之 所 
以 “清楚 ”, 是 因为 我 们 把 5? 放 
在 R 中 来 看 的 .但 是 一 般 情况 
下 ,我 们 得 到 的 流 形 并 没有 放 图 2_2 
在 什么 东西 里 ,所 以 上 面 的 图 
不 能 用 . 当然 .我 们 希望 在 把 以 CR 幅 入 在 RR 中 轩 ,Tp CM) 的 切 矢 
景 就 是 在 上 图 里 看 到 的 东西 . 一 般 地 . 令 六 CN 是 一 个 n 维 流 形 的 
维 子 流 形 , 包 含 映 射 i; M 一 一 履 诱 导出 :Tp(M) 一 wTp(N)， 
它 是 很 容易 描述 的 . 回想 一 下 ,P 在 M 中 有 一 个 局 部 坐标 心 ,o) 使 
pM 人 N= 二 RICR". 在 这 种 表示 之 下 ,元 素 [L 站 ,Pyu]€ETiCM) (a 
扎 R) 被 页 送 到 [1 ,Pu]ETi(N), 而 这 里 的 wERCR, 所 以 名 把 
Tr《MM) 和 Tp《 入 ) 的 一 个 子 室 闻 等 同 起 来 . 以 后 我 们 总 是 把 它们 这 
样 等 间 起 来 的 . 

把 这 应 用 到 嵌入 SCR'. 令 P=(pi ,pp)ES? 而 uETp(S7) 是 
其 一 个 切 矢 量 . 作为 Tp (Ri) 一 Rs 约 一 个 元 ,4 二 (wy,Ws) 就 是 一 个 
普通 的 矢量 . 按照 我 们 前 面 的 讨论 ,有 一 条 曲线 e : /1 一»S: 使 
a(0) =P= (pp pp) 而 a (0) = (wu). OM 果 alt) = (a (01), 
Qaz(t) ,aa(t)), 有 

oflt) + 6) + oftD) = 1, 
取 导 数 , 且 在 :=0 时 计算 其 值 ,我 们 得 到 
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piu 十 ‘Potz 十 paus 一 0. 
因此 % (0) 垂 直 于 P, 从 而 切 于 球面 . 


$ 4， 球面 的 切 从 


我 们 看 一 些 特定 的 例子 , 例如 4 维 球 面 5" 的 切 从 ， 第 一 种 情 
况 4 二 1 很 简单 .7 C8') 是 平凡 的 , 因为 81'= {z|lz| 二 1} Cc= 
R: 是 一 个 (复数 乘法 下 的 ) Lie 群 ， 所以， 从 一 般 的 考虑 可 得 这 个 
结论 ， 我 们 也 能 通过 具体 的 手段 再 次 肯定 这 一 点 . 根据 $ 3， 
TOSD)= {G0 us EER, lu|=1, ab) 一 个 }， 
定义 平凡 化 a: SXR 一 TCS1) 如 下 : 令 (4, 和 ES'IXR, 若 4=(u， 
如 ), 令 立 二 (u3, 一 上 1) 于 是 及 ,让 二 一 机 员 8 十 w 二 0, 然 后 令 alw,4) 
= (uA). 
下 一 个 情况 就 比较 复杂 了 ,嵌入 52CR? 又 给 出 切 从 如 下 
TOSY = {uv) luv ER ,| = 1,u,v) = 0}. 
如 朵 有 一 个 平凡 化 
a;S? X R2 一 一 全 (32) 
存在 ,就 会 得 到 一 个 所 谓 的 非 零 截 口 (section); 只 需 取 一 个 非 零 矢 
量 weER', 并 令 也 : 太一 rT 了 (5?) 为 
Plu) = (um °° (4,v00)), 
其 中 zr。 (u,v) 二 5v. 车 (v2) ETO8) 因 为 ww 关 0, 放 对 一 切 wE€ 85?， 
za 。 akfzyoo) 天 0. 于 是 可 以 将 它 规范 化 Cnormalize) 而 得 一 个 映射 


pt wT 
因为 ply)yET(CS), 有 
‘up lu)) = 0. 《1) 
《1) 式 是 一 个 梳头 发 的 间 题 . 在 头 上 每 一 点 zx 头发 给 出 了 一 
个 切 于 :的 确定 的 方向 PCx), 面 且 这 些 方向 应 该 是 连续 的 《要 不 然 
就 不 太 雅 观 了 ). 我 们 的 直观 告诉 我 们 这 是 做 不 到 的 ,我 们 将 给 出 
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一 个 不 完全 的 说 明 . 但 是 ,从 下 图 就 可 以 看 到 梳 一 个 一 维 的 头 再 容 
易 不 过 了 . 这 种 梳 法 就 是 证 明 T(68) 的 平凡 性 所 用 的 a. 所 以 维 数 
是 断然 地 重要 的 . 

拓扑 学 中 一 个 很 基本 的 概 
念 是 同 伦 , 拓 扑 空间 之 间 的 两 
个 映射 "了 : XX 一 >Y 称 为 同 
论 的 ,如 果 有 一 个 映射 
H:XX1I—*Y,l= {0,1] 
使 得 吕 (z,0) 一 f(z) 五 (z,1) 一 
yz), 即 同 伦 是 一 族 上 映射, 以: 
为 参数 集 ,而 Hi: X 一 >Y， ee 
H(z) 二 H(z,) 把 /二 Ho 和 连续 
变形 (deform) 为 "一刀 ,映射 的 许多 性 质 可 能 是 同 伦 不 变 的 . 例如 ， 
车 下: (一 >C 是 一 个 全 纯 活 数 , 定 义 于 区 域 UCC 上 ,mo 各 a 是 
中 的 两 个 同 伦 的 端点 的 路 径 . 于 是 有 


| F(z)dz 一 FOZ) dz, 


我 们 对 p 进行 变形 ,可 以 通过 连接 p(w) 和 4 的 大 图 劣 弧 将 p(w) 移 
到 “只 有 当 pfx) 一 一 & 时 大 贺 的 两 颤 才 谈 不 上 优 劣 , 因为 《zw， 
,Pp(4)) 二 0,pl4) 王 一 % 是 不 会 发 生 的 ,这 个 同 伦 可 以 明显 地 写 为 


ta 二 (] 一 有 pt 
[名 二 (1 二 全 po] 


且 kaypga > 一 0 保证 了 分 母 不 为 0, 于 是 我 们 有 一 同 伦 变 p 为 恒 等 
映射 :p~ja. 用 同样 的 证 法 也 可 将 p(9 变 形 为 一 *, 这 意味 着 p 一 4， 
即 同 伦 于 “对 径 ”(antipodal) 反 射 映 射 402) 二 一 u. 所 以 Aid. 这 是 
不 可 能 的 ,因为 用 矩阵 式 来 写 


= 
= 
一 1 


Hi(u) = 


人 
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1 
id 一 1 
1 


所 以 det4= 一 1,detGid) 一 1 但 
在 连续 形变 中 det 是 连续 变化 
2 一 4 方面 ,映射 p :时 -一 ”8 又 必 
然 是 非 异 的 ,于 是 det(9) 关 D0， 
这 就 是 矛盾 .上面 的 证 明 是 有 漏洞 的 ,但 是 我 们 有 意 地 让 它 这 样 . 
对 于 7 了 (CS ,nz23 做 下 去 又 会 怎样 ? 
TCS*) 是 平凡 的 ,因为 5; 可 以 看 成 单位 四 元 数 ,而 四 元 数 乘 法 
使 3? 成 为 一 个 Lie 群 . 
类 似 地 ,7(57) 是 平凡 的 . 8S7 是 所 有 单位 Cayley 数 的 集合 ,这 
差 一 点 使 57 成 一 个 Lie 群 . Cayley 数 乘法 是 非 结合 的 ,所 以 不 能 成 
群 . 但 是 我 们 仍 有 左右 平移 ,而 它 这 时 起 了 作用 . 
所 以 ,在 球面 之 中 ,T(5") 在 +*=1,3,7 时 是 平凡 的 ,此 外 还 有 
吗 ? 这 就 是 所 谓 矢 晤 场 问 题 ,在 很 长 时 期 都 若 而 未 决 ,而 后 由 
Adams[1]( 又 见 [2 了 ) 完 全 解决 了 ,答案 是 :TC5")} 栓 好 只 在 一 1,3 
和 7 时 是 平凡 . 但 这 里 要 用 到 许 许多 多 工具 ,如 上 同调 运算 ,天 - 理 ， 
论 等 等 ,所 以 肯定 地 非 我 们 这 里 之 所 能 及 . 
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$ 1， 定义 和 例 


在 上 一 章 里 ,我 们 已 经 看 到 ,对 于 一 般 的 流 形 对 ,并 不 弃 在 单 
一 的 线性 空间 来 在 其 中 求 导 . 我 们 需要 的 是 一 族 用 届 来 参数 化 的 
矢量 空间 才能 有 意义 地 讨论 导数 概念 . 这 就 是 用 的 切 从 TCM) ,在 
许多 情况 下 这 种 参数 化 的 矢量 空间 是 自然 地 出 现 的 . 因 地 , 对 这 种 
现象 制定 出 一 般 的 术语 是 有 用 的 . 

定义 ”空间 8 上 的 矢量 从 即 一 空间 8( 全 空间 total spase) 和 一 
个 映射 9 :上 一 8, 使 得 

(V1) 对 于 每 一 点 5E3， 纤 维 (fibre) "及 一 r (0 是 一 个 有 
限 维 矢量 空间 , 维 数 为 

这 里 , 基 域 可 以 是 实 的 ,这 时 有 实 矢 量 从 ,也 可 以 是 复 的 ,这 时 
是 复 矢量 丛 . 在 一 般 的 讨论 中 基 域 是 无 关 紧 要 时 ,我 们 就 不 指定 是 
哪 一 个 了 , 纤维 的 维 数 不当 点 上 变化 时 ,也 不 必 是 固定 前 . 但 是 在 
我 们 提出 第 二 个 条 件 后 ,就 可 以 证 明 在 8 的 每 一 个 连通 分 支 上 它 
是 常数 ,所 以 为 了 简单 起 抑 , 也 可 以 在 定义 中 规定 上 是 常数 ， 

条 件 (V,) 确 切 地 表达 了 参数 化 的 矢量 空间 族 的 思想 , 但 是 这 
是 太一 般 化 了 且 难 于 掌握 ,因此 ,还 要 提出 

(Ys〉 局 部 平凡 性 :每 一 点 hE€8B 都 椰 在 8 中 一 领域 5 以 及 
一 个 同 且 mp :UX 下 一 wr-1(U) (FF 表示 基 域 }, 使 得 下 面 的 图 式 是 
可 换 的 


避 X 严 一 二 


让 一人) 
Pl 办 


Li 
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71 是 投影 .p52)=b, 此 外 ,对 于 任 一 个 5Et, 映 射 
mB vi pb ,2) 
是 线性 同 构 映射 
因此 我 们 用 * 局 部 坐标 ”所 成 的 开 覆 盖 和 一 (wher 去 覆 
盖 底 空间 (base space)B. 对 于 交集 0. 门 U, 中 一 点 5, 我 们 有 “迁移 函 
数 ” 
Pb) = a! ° pps 
这 是 由 严 到 严 的 一 个 线性 映射 ,并 且 是 非 奇 量 的 ,天 上 的 一 切 非 
奇异 线性 映射 之 集 0LCF,#) 称 为 一 般 绕 性 群 ( 即 元 在 中 的 kX 
非 异 矩阵 之 群 ). 对 于 指定 值 p(B) 与 之 对 应 就 定义 了 一 个 函数 
py: UN) Uj CLOF,E) 
即 迁 攀 函 数 . 
很 清楚 ,迁移 函数 {gp,} 适 合 下 面 的 迁移 性 条 件 , 然 而 我 们 却 给 
它 一 个 怪 名 字 一 一 上 循环 条 位 (cocycle condition) 
Ps Pa 一 pus 于 UN NU E. 
局 部 坐标 和 迁移 函数 是 这 个 构造 的 关键 部 分 ,因为 它们 指出 
了 怎样 用 局 部 平凡 小 块 UX 下 拼 出 从 .形式 塌 讲 ,有 
命题 3.1 已 给 一 空间 8, 开 要 盖 和 = {Vi}.e: 以 及 仅 服 从 上 
循环 条 件 的 任意 函数 mw : 门 0; 一 >GL(F,%), 必 有 一 个 矢量 从 
< : 一 >B 其 迁移 函数 就 是 {9}， 
证 这 只 是 切 欠 的 作法 的 形式 的 重复 , 取 其 分 离 并 & 一 [| 
X 玉 ,引入 等 价 关 系 一 如 下 : 
(ypP) ~ Ci,b' ,wv ), 
如 果 
5 一 如 (1) 
v= pb) (2) 
上 循环 条 件 保 证 了 这 确 是 一 个 等 价 关系 , 令 =@/ 一 ,定义 z+ 妃 
—*B 如 ai,bv = Dp, :UXF——zB DUXF— re ro/~ 
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一 到 证 第 ， 

注 : 和 流 形 一 样 , 局 部 坐标 并 不 是 唯 一 的 . 如 果 对 同一 个 处 加 
又 有 {人 V6.%)) ,这 只 意 昧 着 ,把 {人 Vo.yo)} 和 {C6,9)} 合 并 成 较 大 
的 族 和 569))U {CV。, 名 )}, 它 仍 适 合 上 循环 条 件 . 反 过 来 如 果 两 
族 函 数 {w,} 和 {ys} 合 起 来 仍 适 合 上 循环 条 件 , 它们 所 定义 的 矢量 
处 在 下 述 意义 上 是 同一 个 从 . 

映射 了 : 一 ~" 称 为 从 如 和 尺 间 的 态 映 射 Cmorphism) ,如 果 
了 映 绎 维 为 纾 维 而 且 在 每 个 纤维 上 ,了 都 是 线性 上 映射. 即 有 可 换 图 


E . E! 
Lg | | bi 
5 4 好 


使 让: 可 一 ?如 ww 对 每 一 个 5EB 均 为 线性 的 . 如 果 有 另 一 态 映 射 
9 : B' 一 + 使 了 。g==idz,g。j 了 二 idz; 则 称 了 为 从 同 构 . 这 就 定义 了 
矢量 丛 的 范畴 . 注意 ,j; 有 可 能 对 每 一 个 5 都 是 线性 同 构 而 了 则 不 
是 从 辣 构 , 其 原 贫 例 如 可 以 是 ,诱导 映射 了 不 一 定 是 1-i 的 . 我们 
将 看 到 ,这 种 情况 是 时 常 出 现 的 ,所 以 我 们 给 ST 
做 “从 映射 "(bundle map). 
我 们 时 常 需要 讨论 同一 个 底 空间 B 上 的 各 个 从 . 它们 之 间 的 
态 映 射 就 成 了 可 换 图 
六 了 
mA | 
而 县 对 每 一 个 5 呈 , 六 : 吕 一 ~ 及: 是 线性 的 (所 以 它 就 是 态 上 映射 加 
上 B=B 和 和 f=id 的 限制 ). 这 就 是 在 一 个 给 定 的 底 空 间 B 上 的 矢 
量 从 之 范畴 8).8 上 的 “同一 个 从 , 指 的 是 这 一 范畴 中 的 同 构 的 
从 ， 
下 面 看 一 些 例子 . 
(1) 我 们 已 经 看 到 流 形 M 的 切 从 ,但 是 我 们 还 是 愿 从 基本 
的 构造 的 对 象 邑 迁移 函数 的 观点 再 来 研究 它 , 车 M 是 由 局 部 坐标 
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{05,9,)} 来 描述 的 , 4M 也 有 迁移 萎 数 op 一 多 。 的 1 : (人 门 攻 ) 
一 一 0 (如 站 六 .不 应 把 它们 与 切 处 的 迁移 函数 混为一谈 . 切 从 的 
迁移 疯 数 {C4 门 U,) ,gj} 却 是 mW 的 导数 ( 即 :Jacotbian 矩阵 
gu Uf 0,—> GLOR,n), pio—* dps, (P,P)). 
(2) ”回想 一 下 ,n 维 射影 空间 P" 即 R"+! 中 直线 之 集 (准确 些 

说 是 矢量 空间 R+' 中 的 一 维 子 空间 之 集 ) ,这 就 给 出 了 PF 上 的 一 个 
自然 的 参数 化 族 ; 对 每 个 “点 ”LEP" 都 联 电 一 个 矢量 空间 Bi= 工 . 
形式 地 讲 

B= {LWIL EP ER EL}, 
射影 是 * : 《La)t- 一 上 . 为 了 证 明 它 是 个 矢量 从 ,让 我 们 放 进 局 部 
坐标 ,有 P 的 开 闭 盖 {5.):-o 如 下 

={[7j= [70 ,7 EP |z,0}. 
定义 


g.: UXR—>E, | [J 加, ,至 ] 


何 题 仅 只 在 于 5 是否 是 适当 定义 的 . 车 [zj]=[yj, 这 意 昧 着 有 某 个 
# 关 0 使 y=uzx, 于 是 二 jz, 从 而 
和 多 


EA 
车 [x]€EUVNv;, 则 


oa = [[], 庆 至 ,至 ) 


、 


a (Ex (名 ). 


于 是 go([z])(XY) 一 字 ,或 
895 uN, ——6L( :R)， [sj]. 
从 吾 称 为 “ 典 则 ” 线 从 ycp") ,我 们 将 在 以 后 解释 这 个 名 词 , 当 
热 也 有 完全 相同 的 方法 作出 的 复 眶 则 线 丛 yCCP')， 


(3) 我 们 知道 ,关子 从 的 一 个 问题 是 了 解 它 是 否 为 平凡 的 ， 
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例如 ,我 们 或 多 或 少 已 经 断定 (8 是 不 平凡 的 ,现在 又 有 一 个 容 
易 得 多 的 典 则 线 从 二 YCP'). 
首先 作为 一 个 空间 P'=5' 就 是 - 维 球面 . 因为 令 1=[50,11 为 
单位 区 间 . 定义 
| f:I—P',， tiF 一 =[cos msin wl]. 
了 当然 不 是 同 是 ,但 它 是 连续 的 全 射 ,而且 它 不 是 1-! 之 处 只 有 t= 
0 或 上 一 1, 即 是 说 Pr 等 于 把 两 个 端点 视 为 同一 点 之 后 的 工 这 自然 
是 一 个 一 维 球 面 ,再 定义 
Fi:{ XR 一 ~ y(P!). 
Gr (cos msin rt] os Masin mM)), 
于 是 我 们 可 得 一 个 处 映射 
ZXR 


| 


了 0,2) 一 〈《[1,0], 02,0))， 

Fuy = (Co ,0),(— 4,0)). 
所 以 当 xz 一 一 和 时 它们 重合 ,换言之 ,可 以 这 样 来 看 yCP'), 取 1XR 
并 将 其 一 端的 (0, 罗 和 另 一 端的 (1, 一) 看 成 同一 点 . 这 就 是 熟知 
的 Mabius 带 的 作法 ， 


ytP!) 


在 端点 处 ,有 


图 3 一 1 
通过 上 面 的 图 ,知道 了 y(P') 不 是 平 几 的 . 把 M5bius 带 沿 带 的 中 线 
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前 开 , 它 仍然 只 是 一 片 , 而 平凡 从 就 会 分 成 两 块 . 因此 它 说 明 y(P') 
各 态 XR 其 全 作为 拓扑 空间 也 是 不 同 的 (通常 正 是 就 此 提出 Mabius 
带 的 ). 
在 空间 8S' 上 ,至 少 有 两 个 不 同 的 线 众 ,而且 Ss 上 只 有 这 两 个 
线 从 .这 一 点 讲 到 示 性 类 (characteristic class) 时 再 讲 . 
(4) 一 维 复 射影 空间 cP! 和 上 典 则 的 复线 从 的 情况 . 我 们 将 看 
到 ,这 也 是 极 重要 的 ,而 且 事实 上 自 Hopf 以 来 已 经 研究 过 很 久 了 
《所 以 它 叫 做 Hopf 从 ). 
首先 ,作为 一 个 流 形 ,cP!'= 二 5?, 可 以 用 两 个 坐标 邻 域 终 六 
Uo = {[z0,%21]|z0,2 E Cz0 A 0}, 
Ui = {Lzo0,21 ] |z0, 2 EC,z 天 0}， 
其 坐标 映射 为 
po:Uo——* C, [Lz0,2 |—r 21/20, 
PiiU— CC, [zz | 0/%. 
把 5 看 做 czU {oo}( 见 第 一 章 ), 定 义 a:CP' 一 *57 为 
zi/z0s zo 0, 
a 
由 定义 , 典 则 线 从 YXcP' 可 以 由 迁移 函数 
gao:Uo 门 到 一 CPPILC)，[zozi]r 一 > zo/z 
来 表示 ,上 循环 条 件 为 
go 一 9 一 1，g9o。900 一 1， 
因为 上 循环 条 件 这 样 简单 ,我 们 还 可 以 用 
gu = (90)" :Uo UI— GL ,C), (1) 
[za | (z0/21)" 
来 定义 新 的 线 从 ,这 里 4 是 正 \ 负 整数 . 很 清楚 ,上 循环 条 件 仍 有 
效 , 所 以 由 命题 3, 1 可 以 得 出 从 (CCP ) 称 为 y(cP!) 的 4 次 张 量 积 , 
例如 ==0 给 出 平凡 从 ,a 二 1 给 出 典 则 从 等 等 . - 
考虑 切 处 了 (CcP') ,按照 (1) 式 , 它 可 以 措 述 如 下 : 取 流 形 的 迁 
移 函 教 为 
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Por :Po to , 2 1/ 

取 其 导数 wo' (2)= 二 一 1/2?, 切 从 的 迁移 函数 是 

to 0L(1,C), 

[zo021 FE—9o (Pi Lz]) = — (zf/20)?. 
除了 相差 一 个 符号 外 (这 是 不 关 紧 要 的 ), 这 正 是 我 们 的 格式 中 
一 一 2 的 情况 , 即 

7(CPI》 = ?2(CPI) 

(我 们 得 到 4 二 一 2 而 不 是 4=2. 这 有 一 点 北 麻烦 ,所 以 要 进行 调整 
并 称 y-1(CP') 为 典 则 从 ). 

到 现在 .我 们 并 不 知道 是 否 yy(cP!) 这 些 突 都 是 不 间 的 从 .将 
会 看 到 ,确实 如 此 ,而 且 它 们 就 是 CP: 上 的 全 部 复线 从 . 还 会 看 到 ， 
整数 nn 有 很 县 体 的 几何 意义 ,它们 首先 是 由 Hopf 研究 的 ,所 以 称 
为 Hopf 不 变量 . 

我 们 再 作 一 般 的 考虑 , 令 x:8 一 8 和 x';8' 一 >8B 是 两 个 从 ， 
它们 在 同 -- 个 开 覆 盖 {2,} (这 总 是 可 以 作出 的 ) 下 的 局 部 坐标 分 别 
是 {( 虽 和 (foo)}. 如果 有 28B) 范 上 畴 中 的 则 构 :8 一 5'， 
则 对 每 个 * 均 有 映射 

UX FB x. 
它 对 每 个 bE 给 出 也 (二 /51 了。 pas€GLC(F,k) ,映射 族 
{GL(Fk), brf,(b) 
称 为 -个 上 链 (cochain), 若 (g,) 和 (gw) 是 5 和 色 的 迁移 沙 数 ,显然 
有 以 下 的 上 边缘 条 件 (coboundary condition 
A i 
成 立 .反之 , 若 (g,) 和 (Cg,') 由 某 个 上 链 (f,) 按 上 式 连接 成 上 边 绿 关 
系 , 则 由 
f(P E80)) = p(B, fb)v) 
所 给 出 的 f:5 一 *g' 是 一 适当 定义 的 向 构 . 于 是 有 
命题 3. 2 间 一 底 空间 8B 上 的 两 个 从 有 #18 一 ->B 和 :5' 一 一 
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8 为 同 构 , 当 且 仅 当 其 迁移 函数 由 同一 个 上 链 的 上 边缘 关系 所 连 
接 ， 

这 就 是 上 面 最 后 一 个 例子 中 负 号 无 关 紧 要 的 原因 . 因为 上 循 
环 go 一 (zzo)2 和 9o 二 一 (alzo)? 是 由 上 链 for 一 1 和 人) 一 一 
1 所 连接 的 . 

至 于 上 循环 .上 链 、 上 边缘 等 等 奇怪 的 名 词 都 是 同调 论 中 的 行 
话 . 事实 上 ,我们 正在 作 准 备 , 把 矢量 从 解释 为 某 个 上 同调 类 . 


8 2， 矢 量 从 上 的 运算 


既然 矢量 从 就 是 参数 化 的 矢量 空间 族 ,矢量 空间 中 的 许多 构 
造 都 可 以 推广 到 矢量 从 上 来 .这 种 推广 并 不 总 是 自然 而 然 的 , 因 
为 ,必须 要 能 肯定 其 结果 还 是 矢量 丛 , 即 是 在 每 个 情况 下 验证 由 上 
循环 所 表示 的 局 部 平凡 性 成 立 , 我 们 在 此 举 出 用 得 最 多 的 例 . 

1. 直 和 

两 个 矢量 空间 PV 各 的 直 和 VG@@Ww 就 是 笛 卡 尔 莱 积 VXW， 
其 运算 则 按 坐 标 进行 .了 和 和 到 则 视 为 FOW 的 子 空间 FF 旬 人 {0} 和 
{0}OW. 于 是 VW 之 一 点 G3,w) 可 以 写成 (v20) 二 Cv,0) 十 (0,w) 
二 v 二 ww 车 fiV 一 Vg!W 一 >*W' 是 线性 映射 ,fg:VDW 一 >" 
困 配 就 是 线性 映射 

FBGE+w) = FX v0) = (FV) 90)) 
= fv) + gu). 
fy 用 和 矩阵 表示 即 是 分 块 矩阵 
了 0 
f ， 
令 百 和 刀 是 5B 上 的 矢量 从 , 其 直 和 或 称 Whitney 和 BCDB' 是 BX 
的 一 个 子 集 
BOE = {wr EEX BIxV) = ri{y)}. 
于 是 其 映射 是 适当 定义 的 :plv;v) 二 zx(v) 一 mw (v), 而 显然 p11C6) 
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一 各 X 机 一 甩 四 局 ,很 容易 验证 8 虽 ' 确 实 是 一 个 从 ,其 迁移 函数 
为 {19g }， 

2. 张 量 积 

令 V,V' 和 WW 为 矢量 空间 ,映射 f:YXVW' 一 >W 车 对 每 个 因子 
都 是 线性 的 , 则 称 为 双 线 性 的 . 张 量 积 仍 是 一 个 矢量 空间 ,而 将 所 
有 的 双 线 性 映射 都 吸 收成 线 福 映 射 , 它 是 由 以 下 的 万 有 福 质 (uni- 
versal property ) 来 定义 的 , 张 量 积 是 一 个 矢量 空间 TO .六 ?区 及 一 
个 双 线 性 映射 VXV' 一 >T(Y,Y') 使 得 任意 其 它 双 线 性 映射 都 可 
通过 和 (7 ,YI 7 瞧 一 地 分 解 为 一 个 线性 映射 于 和 六 了 = 于。 或 用 图 
表示 和 如 下 

VXV T(r,V’ ) 
I 
Ww 


用 这 种 万 有 性 质 定义 出 来 的 张 量 积 是 唯一 的 ,至 多 相差 一 个 同 构 ， 
至 于 其 存在 广 , 令 F(Y xY') 是 由 集 VYxV' 生 成 的 和 失 量 空间 . 考虑 
FVXW) 中 由 下 面 形式 的 元 生成 的 子 空间 如 ;这 些 元 是 《%w1 十 
和 2 EDT at DO— A U0 Oo Ma ve) A Cha ty’ ) — Motz 
(py2z yywEV, tw! EW, 于 是 VOW 二 FC(V,V')/H 就 是 一 个 
张 量 积 , 而 iCv,v) 二 Ov 是 Go,v}EFCV,V) 在 YOOVW 中 的 剩余 类 ， 
车 fY 一 WF,g:V 一 >W' 都 是 线性 映射 , 则 映射 
VXV— WW , (yr) f(y) yg ) 

是 发 线性 的 . 因此 , 它 诱 导出 一 个 线性 映射 

fg OF WOW, 
并 且 适 人 台 

(FODwVO) = 0 Oy), 
这 就 是 线性 映射 的 张 量 积 . 用 更 具体 的 话 来 说 :车 (wy,…,v) 是 V 
的 基底 ,Cw',…,w') 是 V' 的 基 席 , 则 (vv) ,Sih,1&j 才 ! 是 V 
SF 的 基底 (所 以 dm (7) 一 dimY .dimV'). 于 是 车 f 由 和 矩阵 
《fxm) 表 示 ,9 由 矩阵 (9 表示 ,fr8 的 矩阵 则 由 所 有 的 乘积 (fw 。 
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g%,) 组 成 的 大 惩 阵 表 示 . 这 些 元 怎样 排列 要 看 基底 中 的 元 素 的 排 
列 . 但 是 至 少 有 一 个 简单 的 情况 : 若 了 是 1X1 征 阵 C1,8 是 1X1 矩 
阵 (9) .fC9 也 就 是 } x 1 矩阵 (Jo )， 

这 当然 可 以 推广 到 两 个 以 上 因子 的 张 基 积 特别 是 上 重 张 量 积 


一 一 人 一 一 一 
TY = VO WF. 
直 和 
TGF) = 2 TV), 
+ 0 


其 中 7?(0) 二 Ff== 基 域 , 称 为 Y 的 张 量 代数 ,以 反 为 其 乘法 ， 

令 记 ,8B' 为 了 B 上 的 矢量 从 ,各 有 证 移 函数 (9,), (C9,'). 张 量 积 记 
CB' 定 义 为 具有 迁移 六 数 (gC9g4) 的 从 ,注意 ,和 直 和 不 同 , 我 们 
没有 描述 BO 有 的 全 空间 . 这 是 因为 没有 特别 好 的 办 法 来 做 这 件 
事 , 如 果真 想 要 做 的 话 , 可 以 用 如 下 方法 描述 :作为 一 个 集 , B69 
二 (分 离 并 上 BOB" 而且 有 显然 的 投影 8 一 ~B. 至 此 还 没有 
赋 以 拓扑 ,对 于 每 个 i, 有 映射 

BU X FOOF)—— EO 
Cb CO gb vg C0, ). 
对 于 E69B' 我 们 赋 以 使 所 有 都 连续 的 最 大 拓扑 ( 称 为 族 ( 妆 ) 之 归 
纳 拓 扑 Cinductive topology)). 于 是 BC9' 就 真正 成 为 以 (Ui, 执 ) 为 局 
部 坐标 的 从 . 很 明显 ,迁移 函数 还 是 (g,699), 所 以 得 到 的 还 是 同 
一 个 张 量 积 . 
3. 外 积 


2 

令 了 和 到 是 矢量 空间 ,一 个 上 重 线性 映射 f:VYXVX:… Xr 

一 一 下, 如 果 当 任意 两 个 因子 互 换 时 就 会 变 号 ,了 称 为 是 交代 的 (al- 

ternative). 外 积 就 是 具有 如 下 性 质 的 万 有 的 空间 :这 是 一 个 矢量 空 
辣 4*(Y), 并 连带 一 个 交代 映射 

i Xo Xo A), 
使 得 任 一 个 别 的 上 重 线性 交代 映射 了 都 能 通过 心 (F) 而 唯一 地 分 
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解 出 一 个 线性 映射 让 (P) 一 一 由 使 [一 了 -全 于 其 存在 性 , 取 具 
重 张 量 积 17+), 在 共 中 取 所 有 形式 为 0.@…@@5.@@… 4 的 … 人 un 
十 + 的 … 的 5 的 的 5 的 …w( 即 ,对 换 } 元 素 所 生成 的 子 空间 
K. 于 是 44( 门 一 下 (FA 车 FF 一 一 7 是 线性 映射 
VX XE A) 
Ca) Ae MS) 
的 一 个 交代 映射 .于 是 它 诱导 出 一 个 线性 映射 
MFA) MP'), 


Mf A A) ef A A fl), 

这 里 A Au 是 (0) 中 的 5 的 … 的 vw 在 小 (7) 中 的 等 价 类 . 百 
和 

40) = TUAW) 
也 是 一 个 代数 而 以 A 为 乘法 . 这 就 是 Y 所 生成 的 外 代数 . 着 (i， 
2 是 了 的 一 个 基底 , 则 

A AW lu <il 
这 种 形状 的 元 构成 (07) 的 一 个 基底 ,所 以 
A = {0}, £> 4 

而 且 


dimA'(F) 一 人 FAL 
大， 
和 TV) 不 同 ,40V) 是 有 限 维 代数 ,其 维 数 
dimAC(V) 一 >(,)= 2 


k=0 


外 代数 4(F) 是 用 来 讨论 定向 和 行列 式 问题 的 ,两 个 有 序 基 
Co) 和 (sa ) 是 等 价 的 ,如 果 下 面 的 展开 式 


w= DA (1) 
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有 正 行列 式 ( 于 此 基 域 是 实数 域 ), 这 是 一 个 等 价 关 系 ,而 等 价 类 
[as 是 一 个 定向 . 因为 det(4) 或 正 或 负 , 所 以 一 个 矢量 空间 
恰好 有 两 个 定向 , 例如 民 中 就 
8 3 有 左手 系 和 右手 系 . 
最 高 阶 数 的 外 积 4:(1) 之 
1 维 数 =1l,oA…Aum 为 基底 ， 
所 以 必定 有 一 个 纯 量 4 使 得 
3 2 AMAw=AWA A 
图 3 一 2 将 式 ( 引 代入 ,并 且 赋 以 飞 法 A 
的 符号 规律 , 即 得 4 一 det(4o). 
若 刀 是 有 上 的 矢量 从 而 且 有 迁移 函数 (gj) ,我 们 定义 41(8) 为 
县 有 迁移 函数 ( 导 (g7) 的 处 . 当然 也 可 以 措 述 全 空间 ,但 这 几乎 没 
有 什么 好 处 ,倒是 应 该 对 (8) 和 4:(8) 检 验 一 下 定义 的 合理 性 ， 
即 迁 移 函 数 确 实 满足 上 循环 条 件 而 且 与 上 边缘 相 容 (compatibie). 
4. 对 偶 从 
令 了 为 基 域 下 的 矢量 空间 ,线性 映射 f:7 一 >F 称 为 线性 泛 
范 , 全 体 线性 泛 函 之 集 V' 本 身 也 是 一 个 矢量 空间 ,与 7 维 数 相同 ， 
这 就 是 上 的 对 偶 空间 . 对 于 v* EV' 和 wvETF, 记 
ua 一 (0 8) 一 《tb 
如 果 (… 的 是 站 的 一 个 基底 ,其 对 偶 基 (只 ,…,w ) 就 是 六 的 
适合 以 下 条 件 的 基底 
《5 2》 一 本) 
若 f:V 一 >W 是 线性 映射 ,; 则 它 诱导 出 一 个 线性 映射 f° :WW* 
一 MM* 如下， 
Fi 一 
令 人 yu) 和 (oao) 各 为 上 积存 的 基底 (or ,vw )， 
(ra ) 是 了 和 多 "中 的 对 偶 基 , 设 在 这 些 基 席 下 了 之 矩阵 为 
《Ff,,) 即 
EE 


Fm) 


〈 帮 (0) 是 人 xm 矩阵 ). 很 容易 算出 , 广 在 对 偶 基 下 的 矩阵 是 (Ju) 
的 转 置 , 记 为 
(f*) = (1)', 

或 简 记 为 广 一 厂 

令 呈 是 号 上 的 从 ,其 迁移 因数 是 (gu) ,其 对 侦 丛 定义 为 以 

(hy) = (9) 

为 迁移 沙 数 的 从 , 加 进 逆 的 理由 是 为 了 保证 (为 ) 满 足 上 循环 条 件 . 
否则 次 序 不 对 ,注意 , 张 量 积 和 对 侦 从 运算 正 是 例 1( 列 举 CP* 之 一 
切线 从 ) 时 用 到 的 . 

除了 对 一 定 国定 底 空 间 8B 上 的 从 的 运算 之 外 ,还 有 一 个 很 有 
用 的 更 换 参 数 空间 的 运算 一 一 “ 拉 回 ”Cpull-back). 情况 是 这 样 的 : 
设 有 空间 B 上 的 一 个 从 x:8 一 8, 空间 4 和 映射 :4 一 8. 我 们 
要 把 #8 上 的 从 移植 成 4 上 的 从 f* (8), 它 和 之 阅 由 一 个 了 上 的 
从 上 映射 了 ;J* (C8) 一 > 上 相 联 系 ( 按 定义 ,了 在 每 个 纤维 上 部 是 同 
构 ), 即 图 


六 (8)-- 一 


六 一 一 
是 可 换 的 . 很 容易 直接 作 这 个 处 : 广 eC 是 由 下 式 定 义 的 
子 集 
f°B) = {au) la EE Ayu E Bfla) = nly)}, 
了 (Kaya) = u, Ng) = 0. 

用 局部 坐标 表示 ,车 {CL,,9)} 是 的 局 部 人 举 标 ,其 迁移 负数 是 
C9), 则 /* 《8B) 有 一 个 坐标 系 (BV.,), 其 中 台 二 f(y,)， 

PLX Ff (8), 

(Cat) ap (fa) ,1)), 
迁移 函数 则 是 9 二 gj;。 了 
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在 下 面 的 形式 化 陈述 中 拉 回 运算 代替 了 带 有 同 构 的 从 映 射 

命题 3.3” 设 已 知 空 间 4 和 8 上 的 从 一-*4 和 一 +8, 则 
存在 一 个 从 映射 了 :8' 一 > jff 中 (在 >( 4) 范畴 中 ) 同 构 于 对 应 某 
个 映射 f :4 一 >B 的 f°* (8). 

两 个 简单 的 但 是 重要 的 说 明 , 首先 , 拉 回 一 个 从 将 趋向 于 使 从 
“弱化 ”, 意 思 是 1* (8) 不 如 旦 本 身 那么 复杂 , 例如 ,不 论 是 什么 
从 ,用 一 个 常 值 映 射 拉 回 它 , 总 是 得 到 一 个 平凡 从 . 其 次 ,一 般 地 并 
没有 一 -种 自然 的 办 法 来 推 前 (push-forward) 一 个 从 ,但 是 我 们 将 看 
到 ,在 一 些 特殊 的 情况 下 却 可 以 做 到 这 一 点 . 


$ 3， 从 的 正 合 序列 ,分 裂 和 一 的 分 割 


我 们 讨论 有 关 矢 量 空间 的 初等 情况 : 令 了 为 矢量 空间 , 子 空 
间 Y,Cr ,我们 可 以 作 商 空间 :在 V 中 引进 等 价 关系 ~,w~w iff 
一 wmEP ,在 商 集 1 二 Vf/~~ 中 令 [y] 十 [wj==[v 十 w],A[v]==[ 了 4v]， 
使 它 成 为 一 个 矢量 空间 . 这 就 是 商 空 间 F;, 记 作 V/V. 

矢量 空间 和 线性 映射 的 序列 


了 -1 


一 一 广 一 区 人 

称 为 在 VY, 处 的 正 合 序列 (exact sequence) 如 果 Imf 一 kerf， 

0 一 -Pi 全 -rr 了 -ps 0 
这 种 形状 的 正 合 序列 称 为 短 正 合 序列 . 例如 ,车 YiCrY 是 上 面 讲 的 
子 空间 , 则 包含 映射 i 一 >V 和 投影 映射 x:V 一 VAV 合 起 来 成 
为 一 个 短 正 合 序列 

0 一 -一 PP 一 >0. 

反 过 来 ， 任 何 正 合 序列 

0O—V Ly Fo 0 
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也 都 可 以 看 成 上 面 的 那个 于 空间 : 所 是 1-1 的 , 故 卢 可 以 与 AP) 
Ct 看 成 一 样 ,，f: 是 满 射 并 十 诱导 出 同 构 */kerfs 二 V2/Im 所 一 Fa/ 
WV 二 [3， 所 似 正 合 序列 和 子 空间 一 南 空 间 对 是 相间 的 . 

这 些 概念 可 以 直接 推广 到 矢量 从 上 . 车 吾 是 B 上 的 矢量 从 ， 
子 集 BCE 如 果 其 本 身 也 是 8 上 的 一 个 矢量 从 而 且 对 每 一 个 bE 
8，Bws 必 是 一 个 子 空间 ， 则 名 是 如 的 子 从 ， 这 时 又 可 以 在 上 .上 
定义 等 价 关 系 ~~wiff (1) zw) 二 x(w)(rn: 如 一 >B 是 投影 ); 
(2) gy 一 w 亿 所 . 子 是 上 /8 一 8/~ 可 以 显然 的 方式 作成 一 个 矢量 从 


邢 商 从 ， 定义 4:8/8, 一 xB 为 x [v] 二 x(v)， 于 是 有 #1(6) 二 Ef/ 
Bw 是 一 个 矢量 空间 . 设 LCB 是 开 集 并 使 和 5, 在 其 上 为 平凡 的 . 


今 
{Xm 
|! | 
LXm— rE 


各 为 和 的 局 部 坐标 . 令 人 e，…，e) 是 后 的 基底 而 其 前 个 
矢量 (e，…，e) 是 下 的 基底 , 于 是 ,上 映射 pg '。i。$ 之 形式 是 


pr! ove pse) = 6b, Dy hd)e), b= 1 小 


kh 


因为 刀 C 肪 是 上 维 于 空间 、 所 以 上 xn 矩阵 (和 (8)) 对 每 一 点 bE€ 
v 秩 都 是 x 车 我 们 设 5 充分 小 ,可 设 kXk 和 矩阵 (440))，1 扩 所 
k，]<j<k 非 异 ,定义 LX- 8/ 妈 为 

be = [plbye)], t= 1 sn, 
就 给 出 了 /BE, 的 局 部 坐标 。 要 点 在 于 矢量 (9 (5, @,)), i=k 十 1， 


…， 对 每 一 点 bEV 都 构成 (8/81), 的 基底 ， 即 是 说 nxXs 和 矩阵 
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ZC8) RR Mb) : Ai,rtilby) 了 A Cb) 


HB) MB) ib) hb) 


是 非 异 的 ， 假 设 左 上 向 的 Xt 方块 为 非 异 后 ， 这 是 显然 的 . 
在 癌 一 底 空间 了 上 的 一 串 矢 量 丛 及 其 同 态 
-i 


一 一 bl 一 一 这 一 Br 一 -一 和 ot 
称 为 正 合 的 ， 如 果 对 每 点 5€E 8， 序 列 


— (Bn) (CB) (Bi 

各 前 面 一 样 ， 从 的 短 正 合 序 列 
0—* Bb — i By bo 0 
相当 于 古林 以 看 作 5 的 子 兴 ， 而 刀 可 看 成 商 从 Bo/ 
我 们 再 来 讨论 有 关 矢 量 空 间 的 另 两 个 简单 的 情况 . 令 V Cr 

是 一 个 子 空间 而 (ee，…，e) 是 所 的 基底 ,大 家 知道 可 以 加 上 一 
些 矢 量 e+，…，e, 使 大 的 矢量 组 〈《e，…，e，ert …，e) 是 
全 空间 7 的 基底 剩余 类 〈 [e+ ]，…， Le,J) 构成 YAV 的 基底 ， 
令 PC 是 (erp,，…，e@) 所 张 的 子 空间 ， 则 映射 

A:V/P Oo, [e] te, t= 1 
将 商 空间 YAK 与 子 空间 VY 等 同 起 来 . 从 我 们 的 作法 有 r= 二 Y, 岂 13， 
所 以 我 们 可 以 说 了 全 广电 见方 子 空 间 天 称 为 记 的 衬 
《compliment)， 它 不 是 唯一 的 ,Yz 的 不 同 取 法 反映 为 和 的 不 同 取 法 . 
用 正 合 序 列 的 语言 来 说 ， 有 映射 


0—» Vy — Vb yy 0, 
上 窒 


4 二 1， 我 们 称 和 为 分 裂 〈splitting) 映射 或 称 为 的 提升 . 更 一 般 
地 说 ， 短 正 合 序列 中 的 分 裂 映射 
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0 -一 -| 呈 7 ~ a > (0, 
即 适 合 户 2= 1 的 映射 ， 这 时 它 给 出 一 个 同 构 
Po Es, oe 《一 212Co fu)), * 
从 上 面 所 说 ,分 裂 4 总 是 存在 的 . 
用 类 似 的 说 法 ， 矢 量 从 的 短 正 合 序列 


D 一 EI ,hs -0 
人 n fz 


的 分 裂 映射 和 是 处 的 同 态 , 而 且 适 合 fa 一 1， 如 果 分 裂 映射 存 在 ， 
和 上面 完全 一 样 ， 我 们 有 从 同 构 
Bo——EF,DE, eo Cv— hl) ,df C0)). 

每 一 个 矢量 从 的 短 正 合 序 列 都 能 分 橡 吗 ? 答 是 可 能 行 也 可 能 
不 行 ， 要 看 处 理 的 是 什么 范畴 ， 这 是 一 个 我 们 至 今 还 没有 讨论 过 
的 新 的 问题 ， 但 是 我 们 会 看 到 ， 它 将 成 为 一 个 决定 的 因素 ， 

不 失 一 般 性 ,考虑 一 个 子 处 一 商 丛 情况 下 的 短 正 合 序列 


0—~ Bb Bais B/E — 0, 


并 且 讨 论 分 裂 映 射 和 的 存在 何 题 . 

第 一 个 事实 是 ， 这 种 分 裂 是 局 部 地 ， 即 如 果 把 处 限制 在 一 个 
小 开 集 CB 上 , 它 总 是 存在 的 ,在 我 们 关于 8B/ 妃 的 局 部 平凡 性 的 
讨论 中 已 经 隐 含 了 这 一 点 . 保持 前 面 我 们 所 用 的 记号 ， 取 一 个 小 
开 集 0CB, 使 吾 和 吾 在 5 上 是 平凡 的 ,而 县 #Xa 矩 阵 (1，(b)) 之 
前 列 组 成 非 异 的 +X* 和 矩阵 ， 我 们 已 经 看 到 ,对 于 每 个 EU 下 
面 一 个 矢量 

Pbse) = [olee) ,i =k 二 1, sn 


% vAfotn)EL TA AEN SY Cf, A, Dold, Lectures on Algebraic Topology. 
pp 3 一 10. 
49 


成 为 空间 (8/), 之 一 个 基底 ， 所 以 ,每 个 失 量 v€ (8/81) 1e 都 
可 以 唯一 地 表示 为 
v= DDB,e). 


I=t+] 


击 我 们 就 定义 守 为 
Xv) = Dp, 


因为 和 "连续 地 依赖 于 w， 4 是 连续 线性 映射 而 县 适合 x% 二 1. 

于 是 , 我 们 可 以 用 开 覆 盖 {4,} 来 得 满 底 空间 8, 并 且 对 每 个 
入 定义 局 部 分 裂 和 : 《B/E 一 一 Bl 但是, 入 之 定义 依赖 于 可 
各 的 局 部 坐标 ， 所以、 没有 理由 相信 , 在 UNMV; 上 和 会 和 罗 重 
合 ， 这 就 引导 到 一 个 今后 会 一 再 出 现 的 情况 : 我 们 已 经 有 了 一 族 
局 部 的 数据 , 能 不 能 造 出 一 个 整体 的 解答 , 答案 要 视 问 题 而 定 . 但 
是 ， 有 时 只 对 底 空间 了 加 上 很 温和 的 拓扑 条 件 一 一 一 的 分 割 就 够 
了 ， 介 绍 如 下 . 

对 于 实 值 函数 4:8 一 >-R，4 的 支 集 定义 为 集 

supp(4) = 他 [2 天 0)， 

一 横 表 示 闭 包 ， 于 是 b&supp(2)( 攻 一 一 不 属于 )iff 6 有 一 邻 域 
使 在 其 上 恒 为 零 . 

如 果 每 点 8E 8 均 有 一 邻 城 UV 只 与 有 限 多 个 VU, 相交 ， 则 8 的 
开 覆 盖 {,})e 称 为 局 部 有 殷 的 . 给 出 这 样 一 个 局 部 有 限 的 开 覆 盖 ， 
从 属于 它 的 一 的 分 割 就 是 一 族 实 值 的 非 负 函 数 (2》)er《 指 标 集 与 
前 相同 )， 定 义 在 8 上 而 且 

(1) 对 每 个 iE€ ,supp(%) Ci 

(2) 对 每 一 点 b € 8， 2 *02) =1. 


因为 对 每 个 8€ 8， 只 有 有 限 多 个 入 (5) 不 为 0， 所 以 第 二 个 条 件 
是 有 意义 的 . 
我 们 需要 的 情况 是 
(1) ”每 个 开 覆 盖 都 有 一 个 局 部 有 限 的 加 细 《refinement). 
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(2) 每 个 局 部 有 限 的 开 缆 盖 都 有 从 属于 它 的 一 的 分 割 . 

因为 这 个 情况 出 现 得 如 此 频繁 ， 所 以 适合 于 它 的 空间 有 了 一 
个 名 称 “ 仿 紧 ”(《paracompact) [事实 上 ，(T) 蕴涵 《2)].。 我 们 现 
在 不 讨论 仿 紧 性 的 细节 .我 们 首先 关心 的 是 流 形 ， 对 于 流 形 、 稍 
加 一 点 条 件 ， 姐 第 二 可 数 性 ， 就 能 使 它们 成 为 仿 紧 的 、 这 一 点 
《还 有 一 些 其 它 的 ) 将 在 附录 中 讨论 . 以 后 都 假设 我 们 的 流 形 有 仿 

再 回 到 分 裂 问题 、 我 们 有 一 个 开 覆 盖 《} ， 假 设 它 已 是 局 部 
有 限 的 ,在 每 一 个 纺 上 都 有 一 个 局 部 分 发 和 : (8/81) 1 一 8js. 现 
在 只 需 取 从 属于 {如} 的 一 的 分 割 {4.}， 即 可 定义 一 个 整体 分 裂 
:B/E— rE 如 DF 下 

40) = PY oo)2Co)、 


虽然 六 只 定义 在 以 上 ,上 式 仍 是 有 意义 的 , 因为 如 果 六 Co) 入 以， 
则 一 定 有 pCi(5)) 二 0, 和 通常 一 样 , 由 于 局 部 有 限 性 , 无限 和 也 
是 有 意义 的 最 后 ,对 于 固定 的 5 二 XCv), 和 最 然 是 线性 的 ， 由 于 
4 是 适当 定义 的 同 态 ， 当 我 们 作用 以 x 时 ， 一 的 分 割 就 起 作用 : 
AM) = PNPFCOD NAD) = Spi RN) 
= Dp v= CO pV N= vo, 
其 中 
B— ~ ~h/B, 
A pe 
B 
出 此 说 明 4 确 是 4 的 分 型. 因此 , 整体 的 分 裂 问题 解决 了 . 不 要 得 
出 一 个 错误 的 印象 ， 以 为 凡 局 部 的 东西 必 可 用 一 的 分 割 粘 成 整体 
的 解答 ,我 们 之 所 以 能 成 功 是 因为 我 们 所 奢求 的 并 不 是 本 苛刻 ,只 
要 任何 一 个 整体 分 裂 即 可 ， 而 一 的 分 割 在 这 种 情况 下 是 很 好 的 . 
现在 必须 讨论 从 的 范畴 . 我 们 将 要 处 理 的 对 象 大 部 分 属于 三 
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个 范畴 : 连续 的 (C0"), 光滑 的 (C0™) 和 解析 的 《〈C“)， 我 们 对 从 所 
给 的 定义 是 C? 范 畴 的 , 即 全 空间 、 底 空间 只 是 拓扑 空间 , 投影 、 局 
部 坐标 映射 、 同 态 等 等 只 是 连续 映射 。 显 然 地 可 以 修改 定义 ， 要 
求 有 所 有 的 空间 都 是 0~ 流 形 , 所 有 的 映射 都 是 0 映射 ,这 样 我 们 
就 得 到 0“~- 从 的 范畴 ， 例 如 一 个 6“ 流 形 的 切 欠 是 一 个 C~- 从 ， 同 
样 ， 有 Cc*- 从 的 范畴 ， 这 很 容易 看 到 ，§ 2 中 定义 的 一 切 运算 都 将 
把 从 保留 在 同一 范畴 中 ,我 们 刚才 所 作 的 正 是 确定 了 C"- 范 畴 中 的 
分 裂 的 存在 . 很 清楚 只 要 我 们 有 Cc” 和 Cc* 的 一 的 分 割 , 即 若 分 割 中 
的 函数 是 C* 或 入 的 ， 则 对 0" 和 范畴, 刚才 所 做 的 也 可 适用 . 
正 是 在 这 里 C"- 范 畴 和 C”- 范 畴 间 存 在 本 质 的 不 同 , 我 们 将 在 附录 
中 证 明 在 光滑 流 形 上 恒 有 光滑 的 一 的 分 割 存 在 , 但 是 Ce" 流 形 上 的 
0 的 一 的 分 割 决 不 可 能 . 这 个 尖锐 的 区 别 的 理由 在 于 解析 拓展 原 
理 . 


4. 法 从 


令 入 CM 是 一 子 流 形 它 的 包含 映射 请 一 一 1 诱导 出 切 从 之 
间 的 一 个 同 态 映 射 


TON)— TM) 


| | 


”一 儿 
或 者 ,如 果 我 们 在 同一 个 底 空 间 上 ,就 诱导 出 同 态 T(N) 一 -> 
TCM). 现在 计 TCM) 二 {CP,w) |PEN,uE€ Tp(M)}. 只 不 过 是 
TCM) 限 制 在 入 上 , 记 作 TCM) jy, 同 态 TCN) 一 >T(M)|y 是 单 射 ， 
用 局 部 坐标 就 很 容易 看 到 这 一 点 .我们 可 以 在 PE 点 选取 型 的 
局 部 坐标 (Czx1，… ,2z,)) ,使 得 心 门 (zz 是 A 在 P 
点 的 局 部 坐标 ( 弄 第 一 章 定 义 ), 由 第 二 章 知 道 Ti CM) 有 基底 C3/ 
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Dr Dar ,而 To(s ) 则 有 基底 C9730 ,ayar ,所 以 Tr(N)C 
4p( 和 MM) 是 一 个 子 空间 , 商 从 CM)| wTCW) 称 久 在 放 中 的 法 众 , 记 
作 z(N ,MM). 由 分 裂 定 理 , 我 们 有 关系 式 
TOV} Br N,NM) = TOM) 1]y. 
事实 上 ,若是 入 任意 的 从 使 得 
T(N) BE = TM)!,, 
=r(N ,MM). 


TC 


M) |s 
TC 


则 忆 有 & 守 Cx 

例 

(1) 计算 典 入 CRT! 的 法 从 . 首先 切 从 TCR+1) 二 Rt+! XR'+! 
是 平凡 从 ,因此 TCR+1)|z 二 5S*XR'+! 也 是 平凡 从 .前面 已 经 看 到 ， 
7(5") 可 以 看 成 是 S'XR*+: 的 一 个 子 集 

TC(S") = {{r0)|r € SE Rt+!, (rv = 0}. 
就 从 的 关系 来 说 ,这 把 TC(5")CTERY1) |s 描 述 为 一 个 子 从 . 子 是 不 
难 找到 法 从 :已 给 xz E87,(5") 一 {Cz,0)| (rv)== 0} C TAR"+!) 
一 {(zol ER+ ,方程 (zx,w) = 二 0 表示 正 交 于 x 的 矢量 之 超 平 
面 . 求法 矢量 就 是 寻找 一 个 补 空 间 , 在 我 们 的 情况 下 就 是 由 x 所 决 
定 的 直线 , 即 
AVr 一 (frolzESpEeR+bD 一 72)， 
或 
TS",R'+!) Se {rz,27) rE SA ER}, 
容易 验证 这 正 是 S* 上 的 一 个 矢量 丛 . 另外 ,这 个 从 是 平凡 的 ,因为 
有 明显 的 等 同 关系 
SXR——rr(S’,R'+!), 
(Tr, AT). 
这 引 到 以 下 的 重要 事实 , 令 :表示 5 上 的 平凡 线 从 S*XR. 我 们 刚 
才 证 明 的 就 是 (0S Ri) 一 se 显然 ,平凡 的 人 十 1- 锥 
TCR+D1s 一 汪 XR5 正 是 *。 和 自己 的 (8 十 1) 重 Whitney 和 , 记 作 (n 
十 1)e. 因此 , 切 从 一 法 从 的 基本 方程 可 以 表示 为 
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N Ts TS) Be= m+ 1)e= nDe. 
> 另 一 方面 ,足以 相信 7(5") 不 是 平 风 的 (至 
少 当 # 二 2 时 ), 于 是 TC(58*) 关 re, 换言之 ,对 
于 从 上 的 whitney 和 , 相 消 律 并 不 成 立 . 这 
显然 是 引 人 注 意 的 , 它 反 映 了 矢量 从 的 意 
思 就 是 如 何 将 矢量 空间 族 和 参数 化 这 样 一 个 
二 基本 点 . 在 ZKRo+1) | 一 名 XR+I 一 (十 1)e 
中 ,每 个 因子 :用 一 个 在 5* 上 平行 移动 的 
坐标 轴 表 示 . 但 是 平 几 从 :二 tC5",R*+!) 并 不 是 沿 着 某 个 坐标 轴 而 
位 于 (x 十 i)e 内 的 ,所 以 它 的 补 也 不 一 定 就 是 某 个 坐标 轴 的 补 . 
(2) 方程 TS ) 引 * 一 Cn 十 Us 可 以 推 到 射影 空间 P" 上 去 . 由 第 
一 章 , 把 5* 土 之 点 与 对 径 点 一 zES 视 为 同一 点 ;,P" 就 可 以 看 作 商 
空间 . 因此 我 们 有 投影 r:S" 一 一 P" 及 其 导数 


TS)— Tp’) 


| 


S ———p" 
开局 部 地 是 一 个 微分 同 跃 ,所 以 dr 在 每 一 个 纤维 上 都 是 同 构 , 即 
是 外 映射 ,由 于 了 是 全 射 ,dr 也 是 全 射 , 所 以 了 (P") 可 以 从 TC5) 用 
某 种 等 同化 得 到 . 不 难 找 到 这 个 等 同化 : 设 (z,9),(z3,m)ETCS') 
使 得 dr(z,2) 一 dr (zs). 于 是 x(z)= 二 zz1) ,zf 二 x 或 x+ 二 一 zi ,在 前 
一 个 情况 下 ,《z,v) 和 (xi,#) 在 同一 个 纤维 中 ,所 以 一 2 在 后 一 
情况 下 z= 一 + 二 Az, 这 里 4:8 一 一 8 是 对 径 映 射 如 一 一 z. 于 是 
ezdfkzyp) 和 (人 (zip 在 同一 个 纤维 里 , 因 LL 有 4 二 ,所 以 有 
dndA(zsv) = dm (rt 0) 一 GTCziyD 
从 而 (z1 ,91)= 二 hd4(z,v), dd 是 容易 计算 的 , 因 dd(zx,v)= 二 (一 z, 一 v2)， 
所 以 证 一 一 和 于 是 了 (P") 是 在 FTCS) 中 将 (zy 和 (一 z, 一 旨 等 同 起 
来 所 得 的 商 空间 ， 
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当 我 们 把 YC(8) 放 在 SxXR!' 中 时 ,也 可 以 对 5*'XR'' 实 行 这 
种 等 局, 于 是 得 到 请 上 的 -个 从 吓 , 我 们 可 以 如 下 说 明 它 ,把 5*X 
R+'! 看 做 x 十 1 个 SXR. 在 SXR 上 将 (z,z) 各 (一 z, 一 +) 等 同 ,得 到 
Pr 上 的 从 记 作 .显然 ,=x 十 1)t. 至 于 ,由 $1 知道 PP 上 的 典 则 
线 从 y(P*) 之 定义 是 

pCPD) 二 {zj ,|[z]EP' ERY+' ua 一 hz 为 某 实 数 }. 
显然 有 一 个 全 射 

SXR——*y CP), (rat—>( [zr], A). 
若 t[x]j,27) 二 {xyj] ,加 z), 则 或 z 一 rz 从 而 4 二 为 或 者 x 二 一 z1 从 而 
三 一 为 ,换言之 ,我 们 恰好 有 < 二 y《P*). 最 后 ,我 们 有 法 从 入 = {x， 
Ax) rES',AER}CSXR+' 和 等 价 关 系 
S"XR—rN\, (4) (x hr). 

当 (《z,2 一 (一 ZA) 时 ,有 (G(x; 入) 一 >( 一 z, 一 轩 ) 所 得 的 从 正 是 记 
上 的 平凡 从 ,我 们 仍 记 为 。. 

于 是 ,在 作 了 适当 的 等 同化 后 ,S 上 的 方程 TGS 四 > 一 Cn 十 
])e 成 为 

TP") Be = (nt 1)y(P'). 

我 们 已 经 知道 ,从 这 里 “ 解 ” 不 出 7CP') ,但 是 我 们 将 看 到 ,这 仍然 
是 一 个 极 有 用 的 关系 . ， 

(3) 计算 PCP" 的 法 从 tCP"!,P"), 我 们 还 是 从 SC 站 
开始 ,因为 

SS" = {f= vom) €E Sx, = 0} 
TfS" w+ 一 (zx EE Siu € Rti, (zr,4) 一 0)， 
在 其 中 可 以 找到 子 从 TGS DCT(CS lw- 回想 第 二 章 , 在 ?CS 一 ') 
中 , 取 一 曲线 a:1 一 >5*-' 然 后 再 取 w 《0) ,但 是 a(t}E€E 5S-! 就 意味 
ab, 一 0, 于 是 mw C00), 一 0, 即 
TS ) 一 (zzceucERr+z 一 0 且 w 一 0)， 
由 此 ,有 
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TBTI,S) = (ru {rE SiuE Rt = = 4) 一 0). 
它 又 是 平凡 的 
SS-'XR——rrt(S' 1 ,mm) 
Cr A 0, 2))， 
在 TC5") 中 作 等 同 (z,20 一 (一 z, 一 由 , 即 在 8 XR 中 得 到 (z, 作 
一 (一 7z, 一 四 .在 等 同化 后 ,有 
7T(P' 一 ') BD yp) = TP). 
因此 rp!.P)==y(p…1). 


$ 5. 仿 紧 性 与 一 的 分 割 


实 间 的 开 覆 盖 多 称 为 局 部 有 限 的 ,如 果 每 一 点 xEX 均 有 
一 个 邻 域 5 使 得 多 中 与 6 相交 的 集 V :VNv 关 儿 为 数 有 限 , 这 个 
概念 在 谈 到 诸如 一 的 分 割 之 类 时 是 有 用 的 ,在 这 里 需要 讲 到 一 些 
和 , 它 在 每 点 附近 都 是 有 人 艰 的 ,但 项 数 随 点 而 变 . 

很 容易 得 到 一 的 分 割 . 例如 和 仅 含 一 个 元 , 即 全 空间 时 ,所 
以 真正 的 重点 是 对 于 任意 “ 细 ” 的 局 部 有 限 覆 盖 .这 一 点 很 象 紧 性 
的 想法 . 形式 的 想法 如 下 :X 是 仿 紧 的 ,如 果 它 的 每 一 个 开 覆 盖 都 
有 局 部 有 限 的 加 细 ( 回 忆 一 下 ,所 谓 交 是 径 的 如 细 即 每 个 元 FE 
YY 都 包含 于 某 个 UE 人 2 内 ). 

仿 紧 概念 有 许多 细节 ,例如 这 种 空间 一 定 是 正规 (normal) 的 ， 
但 其 逆 不 一 定 真 , 还 有 .如 果 X 是 仿 紧 的 , 则 它 的 任 一 个 局 部 有 了 银 
的 开 覆 盖 自 动 地 有 一 个 一 的 分 割 解 ,因此 ,我 们 在 8$ 3 中 所 加 的 条 
件 是 多 余 的 , 我 们 的 兴趣 并 不 在 于 进入 这 些 细节 ,而 是 很 块 地 指出 
流 形成 为 仿 紧 的 合理 的 条 件 并 且 指 出 怎样 作出 光滑 的 一 的 分 割 . 
我 们 需要 的 条 件 就 是 第 二 可 数 性 . 这 肯定 是 一 个 “合理 的 ”条 件 ( 毕 
竟 R 是 第 二 可 数 的 ), 我 们 需要 的 点 集 论 方 而 的 事实 是 

引 理 ”第 二 可 数 的 局 部 紧 空间 XX 必 为 仿 紧 的 . 

证 令 {U,} 是 可 数 开 集 基 而 且 对 每 个 i,U 都 是 紧 集 , 依次 定 
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义 紧 集 4 如 下 :4 二 1. 在 定义 4 后 . 今 为 使 4CTCUU UE 成 
立 的 最 小 整数 ,于 是 定义 

4 一 上 U.. 
有 4CCmtd+ 而 昌 岂 4, 一 尺 . 

令 和 为 任 一 开 覆 盖 , 直 作法 紧 集 4- 一 mt4, 包含 在 开 集 
Int4+? 一 4-! 内 , 于 是 取 有 限 个 开 集 扩 ,,… ,Wi 使 得 每 个 W, 都 在 某 
个 YEY 中 ,而 且 它 们 都 包含 在 Int4+3: 一 4- 内 , 昌 形 忆 局 用 他 
4+! 一 Int4. 所 有 这 些 W 合成 为 一 个 开 覆 盖 岁 ,WY 显然 加 细 > 
因为 一 点 的 任 一 紧邻 域 都 含 在 某 个 4 内 ,所 以 对 之 :十 1, 它 不 会 
与 任意 的 WCInt4,+s 一 -相交 ,因此 只 与 有 限 多 个 W 相交 . 

如 果 上 述 X 是 一 个 光滑 流 形 ,只 要 稍微 细心 一 点 就 能 使 每 个 
扩 是 一 华 标 邻 域 (WW, 加 而 且 kW) 沪 R* 中 的 一 个 半径 为 3 的 闭 球 ， 
而 且 人 (单位 开 集 ) 二 WW } 仍 然 材 盖 X. 

引 理 ”有 一 个 光滑 函数 mw:R' 一"R 存在 且 使 得 

(1) gp(7z) 二 1, 当 |z| 所 1! 时， 

(2) 9(z) 一 0, 当 |z| 之 2 时 ， 

(3) 0 pz) 1. 

设 引 理 成 立 , 则 对 每 个 玉 EY 显然 有 一 个 光滑 函数 uw: 六 
一 一 R 使 得 

Suppphw CW, prln = 1, 0 1. 
于 是 > ,ar 永 不 为 0, 而 可 作 一 的 分 割 {加 } 如 下 : 
Mew 一 Py > pw 

证 引 理 的 关键 是 一 个 C* 函 数 的 熟知 的 例子 , 它 与 0 有 无 限 
队 接 触 但 又 不 是 实 解 析 的 , 可 以 把 它 简单 地 明显 地 写 为 
ei, tf 0， 

0，! 委 0. 


上 19 


| 


若 友 复 微 分 9(1) ,得 
e~ Ii“p(1 /0), 
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其 中 ?的 是 多 项 式 . 因为 对 任 一 
正 整数 , 当 1 一 -~0 时 恒 有 
et- 一 = 0， 
所 以 范 数 9(t) 有 一 切 阶 导数 , 它 
是 0“ 的 ,ql 由 显然 不 可 能 是 实 解 
0 + ， 析 的 ,因为 和 否则 它 将 在 0 的 一 个 邻 
图 3 一 4 域 中 恒 等 于 0. 令 


¥(0) 一 一 gut 2)g(2— 
tT D2 OF —1) Fa i 1) 


9 qtt) 


及 
ED 
容易 验证 一 切 要 求 . 
我 们 所 能 作 的 最 好 也 只 如 此 . 事实 上 ,在 解析 情况 下 永远 不 会 
有 一 的 分 割 ,这 个 事实 把 光滑 的 解析 的 理论 区 分 为 完全 不 同 的 东 
西 ， 
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第 四 章 流 形 上 的 微分 学 


方向 导数 和 矢量 场 


本 书 一 开始 ， 我 们 就 说 过 ， 微 分 流 形 是 我 们 可 在 其 上 和 作 微 积 
分 的 拓扑 空间 ， 然 后 用 了 大 部 分 时 间 建 造 为 此 岂 需 的 工具 .所 以 
我 们 现在 可 以 考虑 微 积 分 了 . 

微分 学 的 最 基本 概念 是 导数 的 概念 ， 更 精确 地 说 ， 是 方向 导 
数 的 概念 . 因为 我 们 是 在 一 般 的 多 元 的 情况 , 设 在 4 维 殉 氏 空间 R 
的 开 集 (上 定义 函数 ff:U 一 >R, 固定 一 点 PEVW 以 及 一 个 方向 
uER"， 则 有 了 在 P 点 的 方向 4 的 方向 导数 


df CPs) = lim + + ta) /PF) 


i 
PE MH, 选 一 个 切 和 失 量 Xp€ Tp《M) ,然后 就 可 以 讨论 了 在 P 点 沿 方 
向 Xr 的 导数 . 但 是 这 已 经 包含 在 Xs 的 定义 中 了 . Xr 定义 的 是 一 
个 “ 算 子 "而且 是 取 方 向 导数 运算 (第 二 章 8$ 2). 将 Xr 作用 于 函数 
了 就 给 出 一 个 数 Xrf, 妈 了 在 点 P 沿 XX; 的 导数 . 这 似乎 是 用 方向 导 
数 定义 方向 导数 ,但 是 应 该 看 到 ,这 样 做 是 为 了 保证 Xsf 独立 于 任 
何 特定 的 坐标 表示 . 可 是 ,如 果 在 点 附近 给 出 一 个 坐标 (0w)， 
则 Xof 可 以 如 欧 氏 空间 一 样 地 计算 出 来 . 再 简单 地 重复 一 下 ,函数 
有 一 个 "表示 ”=f。gp"!, 是 定义 在 开 集 pg()CR 上 的 函数 , 切 


空间 A 如 下 ， 
区 = ( 吉 ) 
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矢量 3 在 这 个 基底 中 表示 为 


9 
Np 一 Sa Pm 


如 果 我 们 令 (Gy rs Oh) = 出 
9. 
Xrf = 之 4 (2). 


由 梯度 公式 ( 即 链 法 则 ), 等 式 右 端 是 好 (ptP),w). 要 点 自然 在 于 ， 
如 归 任 取 另 外 一 个 坐标 系 (V ,yw) ,还 是 得 出 同样 的 结果 , 为 了 便于 


思考 ,下 面 再 说 其 作法 ,¥(V) 中 的 点 用 变量 Cy，…, 丸 ) 来 表示 , 则 我 


们 有 坐标 变换 
¥ 一 yr) = 【《 休 党 PT XT) , 
而 Jacobi 矩阵 是 
ce (as 
了 的 两 个 表示 条 的 关系 是 


=f gg = ye p71). 
于 是 出 链 法 则 有 
了 9j dy, 
(2 
同一 个 矢量 Xs 在 基底 { 范 ] 下 ， 还 有 另 一 个 表示 


Ea 
有 和 a 疗 的 关系 是 记 二 2)Jia 于 是 最 后 有 
Xpf 一 > J/ 站 并 一 3p 2 = xf 
再 同 到 欧 氏 空间 的 情况 ， 对 于 每 一 点 PE 我 们 自然 可 以 取 
不 同 的 方向 ao, 这 样 方向 导数 就 定义 了 一 个 新 的 导数 P 一 af (P， 
tp)， 对 于 每 点 PEVU 确定 一 个 方向 zz:P 一 ur 定义 了 一 个 “矢量 
场 ”， 更 准确 地 说 , 因为 我 们 把 矢量 wz 看 作 是 附 局 于 点 P 的 . 所 以 
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Xp 一 Da 
二 


应 该 把 矢量 场 痛 作 一 个 函数 
p rt XR', Pe (P, up), 

XR 二 TA 是 开 的 办 从 ， 共 投影 映射 x:{XR' 一 -x0 即 是 将 积 集 
合 投影 到 一 个 因子 上 去 ,所 以 ,一 个 秋 基 场 就 是 一 个 映射 p:! -一 
TQ0) ,而 入 zp 二 1. 这 个 概念 可 以 推广 到 任意 矢量 浴 上 去 . 邻 :上 
一 8 是 -个 矢量 从 ， 则 任 一 贞 射 p:8 一 如， 只 要 适合 x。 p 二 1， 
就 称 为 -一 个 般 11. 一 个 截 口 可 以 是 连续 的 、 光滑 的 甚至 是 全 纯 的 ， 
视 从 的 范畴 硬 定 。， 因 为 我 作 主 要 讨论 光滑 从 ， 所 以 绝 大 和 多数 时 间 
我 们 将 应 用 光滑 截 口 ， 

任意 矢量 从 卫 - 一 "有 至 少 有 一 个 截 日 ， 即 零 截 口 0、 即 对 任 一 
点 bEB 指定 纤维 B& 中 的 零 和 拓 量 ,一般 说 来 ,之 全 部 截 口 之 集 
(显然 是 基 域 上 的 矢量 空间 ， 

再 回 色 流 形 性 的 切 从 YCM) 一 一 江 . 它 的 截 口 X 是 一 个 舌 量 
场 . 令 人 ,2 为 失意 的 局 部 坐标 ， 则 在 上 上 对 和 任 一 点 PET 均 有 局 
部 基底 | 共 ) ， (= 1， …，w 这 些 基底 又 定义 了 “个 截 口 


i (去 Pe 


Pr ar,) 
我 们 可 以 用 这 些 局 部 截 口 将 X 写成 
STAR 
A 二 7 


4 一 >R 则 是 定义 人 在! 上 的 卫 数 . 容易 看 到 , 当 和 且 仅 当 所 有 这 些 
坐标 孙 数 a“ 均 为 光滑 时 ，X 才 是 光滑 的 ， 夫 了 是 定义 在 上 的 任 
一 -光滑 函数 ， 则 导数 X(f) 定 义 为 

XIP) 一 Xr(f) 一 >)oce)( 过 ] 


各， 
一 Sacp) (HL) » 
这 里 ,J 二 f。y ' 是 了 局 部 表示 . 尺 (f) 有 时 也 写成 (X ,了 ). 
我 们 再 介绍 -点 有 用 的 术语 , 令 入 CM) 表示 及 上 全 体 光滑 省 
数 的 集 人 台 ， 按 和 天 量 场 X 求 导 定义 一 个 算 子 
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KX:FM— FM), FF >XCf)， 
它 对 加 法 和 乘 以 纯 量 是 线性 算 子 . 此 外 ， 它 还 服从 对 于 求 导 极 为 
重要 的 Leibnitz 法 则 | 

X(f oo0) = [XC] y+ f° [XC9)]. 
任 -- 个 定义 在 一 个 代数 上 具有 这 个 性 质 的 线性 算 子 都 称 为 “ 导 算 
子 ” 于 是 ， 光 滑 矢 量 场 (TCM)) 和 和 FCM) 上 的 导 算 子 .YCM) 是 
相同 的 . 


3 2， 矢 量 场 的 几何 ， 积 分 曲线 


令 a:f 一 >M 为 履 中 的 一 条 曲线 ( 见 第 二 章 ，§ 3), /CR 是 
一 个 开 区 何 . i 的 切 从 是 7 了 () 二 /XR, 所 以 我 们 有 标准 的 基底 截 口 
ti 一 v(t，1)， 定义 

W(t) 一 aoft li) 一 da 1)， 

则 < (是 To CM) 中 一 个 切 矢 量 . 若 发 是 定义 在 风 上 的 一 个 矢量 
场 ， 则 有 

a (lt)=X(a(t)), tE1, (1) 
即 x(a(59) 正 是 曲线 “在 a(b 点 处 的 切 失 量 . 如 果 是 这 样 ,我 们 就 
称 a 为 X 的 积分 曲线 , 当 给 和 撩 县 场 发 时 , 求 这 些 积 分 曲线 的 问题 
正 是 求解 微分 方程 (1). 局 部 地 说 ,这 是 欧 氏 空 疗 中 的 问题 ,而 我 们 
有 标准 的 Picard 定理 。 

定理 ( 常 微分 方程 的 存在 与 唯一 性 定理 ) ” 今 X 为 流 形 MM 上 
的 一 个 矢量 场 、 对 任 一 固定 点 PpE MMH 与 一 固定 点 ER, 必 有 一 个 
开 区 间 1 4 与 X 的 积分 曲线 a:1 一 >M 存在 .使 a(io) 二 Po( 初 始 
条 件 ). 车 a，f;1 一 >M 均 为 发 之 积分 曲线 ， 而 对 某 一 点 seEz 二 
者 相同 ， 则 在 上 上 必 有 a=&， 我 们 将 在 附录 里 给 出 证 明 的 概要 ， 

由 此 可 知 , 对 任 一 PE M, 有 一 最 大 的 开 区 和 何 1 以 及 XX 的 唯一 
的 积分 曲线 好 一 一 好 适合 初始 条 件 a(0)=P. 这 个 积分 曲线 记 作 
alP,). a 是 P 与 i 二 者 的 光滑 消 数 ,这 就 是 光滑 流 的 存在 与 唯一 
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性 定理 . 但 是 我 们 将 不 深入 到 此 . 

我 们 要 提醒 ,积分 曲线 的 最 大 区 间 /的 问题 并 不 是 一 个 糯 开 
无 谓 的 问题 , 若是 我 们 对 参数 做 一 个 微分 同 胚 w:v 一 1， 则 对 新 
的 曲线 8 二 a*w 有 

IOPTIOIOP OP PIO 
一 (XA). 
因此 #8 不 再 是 XX 的 积分 曲线 ,除非 w (2) = 二 1, 挽 名 话说 ,aq:1 一 > 
必须 看 做 是 一 个 映射 ,而 不 是 点 集 a(DCM. 

积分 曲线 的 最 重要 的 性 质 是 它 的 “ 群 性 质 ”", 设 a:1 一 "MM 是 
具有 初始 条 件 a(0)==P( 设 0E 由 的 积分 曲线 (1 是 否 为 最 大 区 间 均 
可 ). 设 tii,s€1 而 且 t 十 s 也 在 7 中 , 则 

aCP,ti+s)=a(a(P,t),s). {2) 
证 明 是 显然 的 .因为 有 以 下 两 个 映射 

sh 一 GD 十 s)。 

Si——a(altp,t).s) 
都 是 定义 在 s==0 附 近 的 积分 曲线 , 而且 具 有 相同 的 初始 条 件 
caCP,0), 由 于 (2) 式 ,aCP,0 也 称 为 一 个 单 参数 群 我 们 会 看 到 ， 这 
个 概念 在 Lie 群 的 讨论 中 起 关键 的 作用 ， 

车 PP 是 届 中 使 得 X=0 的 一 点 , 则 显然 常 值 曲 线 a:R 一 一 M， 
即 对 一 切 t 均 有 a(lP,)=P 的 曲线 是 过 P 的 积分 曲线 ， 这 蜡 化 的 
情况 自然 是 没有 兴趣 的 . R' 中 最 简单 的 非 平凡 的 矢量 场 可 能 就 是 


do 
Bw 一 《xlyzzy “Tu) 一 -[ 


过]. 
这 的 积分 曲线 显然 就 是 直线 


alP,t) = (x(P) 十 tozaKP) see salP)). 
虽然 简单 , 但 这 却 是 一 个 通 有 的 (generic) 傅 形 , 更 精确 地 说 ， 
设 X 为 任 一 矢量 场 而 PE 为 一 满足 XCPo) 天 0 的 点 ， 则 有 一 个 


围绕 Po 的 局 部 坐标 邻 域 (6，z), 使得 在 中 满足 一 过， 这 是 一 
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个 相 寺 说 来 简单 的 技术 性 事实 ， 但 它 并 不 是 完全 平凡 的 ， 下 面 来 
说 明 这 一 -点 , 设 :了 工 一 -~ 歼 是 通过 Po 点 的 X 的 积分 曲线 . 对 于 P。 
的 任 一 局 部 坐标 人 ,op) 《不妨 设 ppo) 一 0)，f 一 mp ea 1 一 rR 满 
是 了 0) 二 0 且 df(0) 二 dp(X(Pi)) 半 0. 按 单 射 引 理 , 存在 一 个 微分 
同 是 9、 将 0€R 的 一 个 邻 域 映 成 0ER' 的 另 一 邻 域 、 使 得 
sr = 一 (0 0). 
这 表明 车 我 们 使 用 坐标 (4 ，9。w)， 通 过 PP 的 积分 曲线 形 如 
A(t} = ge moalt) = gs ft) = ,0). 

亦 即 、 是 一 条 通过 原点 的 x 方向 的 直线 . 但 这 仅仅 是 直 化 了 一 根 
积分 出线， 或 等 价 于 找 一 个 些 标 系 . 使 之 在 点 Py 满足 X 《Po) 一 
这 | .这 并 不 太 满 意 , 为 了 在 5 中 直 化 一 切 积分 曲线 ,还 需要 一 
点 技巧 .因为 事情 是 局 部 的 ,可 设 X 是 定义 在 0ER" 的 某 邻 域 的 矢 
景 场 . 令 (to ,…:e) 是 了 的 标准 基 ,z 一 yze = (zs) 是 民 中 


的 标准 于 标 , 记 
X = 了 (7) 完 : 

车 (0) 天 0 不 妨 设 羡 (0) 关 0, 因 面 在 0 的 一 个 邻 域 函 数 罗 (z) 不 

为 零 . 对 任 一 点 P 一 Dren$ P= Pe 为 P 到 超 平面 a 一 0 上 


的 投影 ,因此 P= Pe 十 PF. 这 一 手法 包括 使 用 P 作为 “< 时间” 县 PP 
作为 初始 条 件 . 令 alt,P) 是 X 的 户 部 流 .由 

plP) = a(P,,P) 
定义 一 个 函数 m, 它 在 0 的 一 个 邻 域 上 有 定义 . 且 


2 一 1 P(e1) ~ pOY 
Dor lo mn 了 
i a(tt,0)—a(0,0) 
人 一 0 { 
da 
一 一 =X(0)., 
2 | ,=x(0) 


Bd 


男 一 廊 面 ,对 于 :之 和 有 有 


dg 
= 一 | 
Or 10 1 


plte)— 0) 
t 


a{0 ,te,})—a(0.0) 
一 1im 


-0 t 


te, 
一 ]im CO 二 ¢,. 
全 -一 1 


由 此 推出 dy 的 Jacobi 矩阵 为 
TO) (0) 


| | 


因此 det jdgpjo 二 0, 设 y==g- 为 gp 的 局 部 逆 , 且 y 二 (x) 为 新 坐标 ， 
击 此 坐标 ， 的 局 部 音 为 
ut) = y» ut P), 
当 :一 0， 满 足 a(0) ==yCP). 同 此 车 取 这 个 初始 条 件 , 则 
St pCP)) = po alt,P), 
若 记 旬 二 XP), 有 了 二 pC(8)，, 则 得 
palt,Q)=a(t, (0)) =alt,a( ,0)) 
=al(t+Q,0)=9(0+ tte), 
即 a(t,8)=8 十 te 为 过 8 点 的 yy 方向 的 直线 . 
这 提出 了 一 个 自然 的 问题 ;如 果 我 们 有 一 族 向 量 场 X;，、… 
Xoomn 二 dim{ 轨 ) ,在 某 点 Po€ 轨 不 为 9, 则 能 否 找 到 Po 的 一 
坐标 邻 域 必 ,中 使 各 个 六， Re 


Dp 去 ， 了 一 1;2; my 


之 ， 能 否 把 所 有 的 积分 曲线 m ，…， 同时 拉 直 ? 当然 ， 要 
- 些 必 要 条 件 . 例如 ，(X,) 必须 是 线性 无 关 的 ， 因 为 ， 去 是 这 
这 


是 不 够 的 ， 有 一 个 涉及 二 阶 导数 的 新 的 因素 起 作用 ， 我 们 
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言 


换 
有 = 
样 ， 


先 讨论 这 个 新 问题 . 
$ 35， 括 弧 运算 和 Frobenius 定理 


因为 矢量 场 可 以 看 作 多 CM) 上 的 算 子 , 我 们 可 以 反复 地 运用 
它们 于 同一 个 函数 . 这 样 , 若 已 知 矢量 场 X,Y 和 渔 数 f, 有 函数 
Y(); 且 XO())= 二 XY(f) ,这 只 不 过 是 一 个 二 阶 导数 ,既然 如 此 ， 
就 不 能 设想 XY 仍 是 导 算 子 ， 即 不 能 希望 Leibnitz 法 则 仍然 适用 . 
这 是 一 件 很 容易 计算 的 事 ， 有 

XY (fg)=X[Y (fg+fY (9)] 
=[LXY(f) Jg+Y (f)X(g) 
+ XfY Cg)+fEXY (9g) ]. 
中 间 商 项 表明 与 Leibnitz 公式 有 差别 . 这 个 “ 误差 "项 对 X 和 Y 是 
对 称 的 . 因此 算 子 XY 一 YX= [X,Y] 将 是 一 个 导 算 子 ， 即 是 说 ， 
尽管 表面 不 同 ， 它 将 是 一 个 一 阶 导数 ， 它 叫做 括 弧 运算 .容易 验 
证 所 谓 的 Jacobi 恒等式 
[LX,Y],2Z]+ CY,2Z],X1+ [LZ, X,Y]= 0. 

一 般 地 ， 若 在 一 线性 空间 上 有 反对 称 的 双 线 性 运算 [ ， ] 满 
足 Jacobi 恒等式 ， 这 个 线性 空间 就 称 为 Lie 代数 . [ ， ] 看 成 
是 一 种 “乘积 ”(Lie 乘积 ) ， 从 而 使 线性 空间 成 为 一 个 “代数 ” 于 
是 ,Jacobi 恒等式 表明 ， 这 个 Lie 乘积 一 般 说 来 是 非 结 合 的 ， 所 以 
实际 上 我 们 是 在 处 理 一 类 新 的 代数 ， 我 们 将 在 下 一 章 对 这 个 问题 
和 作 更 系统 的 讨论 . 

写 出 [X, 了] 的 坐标 表示 是 很 有 意思 的 .于 是 设 在 欧 狼 空间 
中 ， 而 且 


天 一 站 冯 ， Y= A 过 
aa， 记 都 是 函数 .这样 
af 
xr n=x( p32 站 ) 
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1 Br， oh a 


作出 YX 站 后 即 知 二 阶 导数 项 可 以 消去 ,余下 
ee 让 


所 以 .xy 天 ?的 理由 不 在 于 天 于 天 二 .由 于 我 们 是 在 处 理光 
a 如 
果 它 们 是 常数 ,例如 X 一 区 一 赤 , 则 兴 和 天 的 可 交换 性 表现 为 


Es 了 = 
De ”gz 


一 个 很 明显 的 事实 :若是 一 个 函数 , 则 
[fxX,Y] = FLX,Y] 一 了 (六 区 
我 们 现在 来 讨论 同时 拉 直 一 组 积分 曲线 的 问题 : 令 X,…,X。 
为 上 一 组 矢量 场 ,! 志 mw 过 4 一 dim(MM). 很 设 在 某 点 PE MM ,Xi， 
,Xn 无关 (因此 ,在 Pa ed 我 们 是 否 能 找到 


一 全 坐标 邻 域 (,o) 使 在 其 中 X 一 之 2 从 我 们 已 


经 讲 过 的 可 以 看 到 ， 至 少 应 该 假设 a 也] =0，] 所 i，j 和 nh. 这 
正 是 我 们 所 需要 的 ， 而 有 以 下 的 

Frobenius 定理 ”在 上 述 假设 下 ,有 Po 附近 的 一 个 坐标 邻 域 (， 
9) 使 X, 在 其 中 成 为 


a - 
X, 一 Em 一 12, 册 。 


证 对 i 用 归纳 法 ， 在 ;二 1 时， 这 正 是 对 于 一 个 矢量 场 的 积 
分 曲线 的 情况 而 我 们 已 经 讨论 过 了 . 现在 归纳 地 假设 当 i=1,…， 
im 一 时， 在 Po 的 某 个 坐标 邻 域 中 有 


9 
:二 t=}, 2 rs 证 一 | 


3 
Xm = 和 
之 dr: 


->( ap af 2 
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mm 是 某 些 函数 ， 条 件 


a 
~ 0, i 二 1,2,",m— 1, 


换言之 ， 函数 a 只 依赖 于 后 4 一 m 十 ! 个 变量 z，…，zx， 我 们 把 
R 写成 玉 一 取 -XRT + ，R“+ 表 示 后 4 一 mn 十 ] 个 变量 ， 于 是 
Y 一 六 
可 以 看 成 R-"+! 上 的 矢量 场 ， 注 意 Ys, 关 0， 否则 Xor,€ 《去 -， 
和 = 0 ，…， 习 -0)m 而 与 线性 无 关 的 假设 矛盾 。 所 以 我 们 
可 以 对 Y 应 用 R-"+: 中 关于 一 个 矢量 场 的 结果 , 即 在 R-“+ 中 作 变 
量变 换 而 将 了 变 为 也 ,而 始终 不 涉及 第 一 个 因子 Re 换言之 ,条 
件 [X,，X。] 一 0 使 我 们 能 够 分 离 变 量 ， 现 在 ， 矢 量 场 X; 成 为 
i 二 ], 2, ''*, ml], 
.一 起 土 于， 
而 且 a 只 依赖 于 zs，z+i，，…，zm。 但是， 再 作 一 次 变换 
w=#— |adzn, im 一] ， 
入 一世 ， 所 之 现 。 
就 可 以 变色 为 训 ， En 
虽然 我 们 是 就 一 组 矢量 场 的 表示 问题 来 讲 Frobenius 定理 的 ， 
必须 指出 ， 正 如 单个 矢量 场 的 积分 曲线 问题 是 一 个 常 微分 方程 的 
问题 ,“ 真 正 的 ”Frobenius 定理 是 一 个 偏 微分 方程 问题 如 下 . 


在 Rr** 二 R" XR 的 原点 之 某 个 开 邻 域 中 ， 设 其 坐标 是 (z, y)， 
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IzER"，yER， 给 出 一 个 aXm 和 矩阵 消 数 
PTI = PT = [2 j= 2 ,in 
考虑 偏 微分 方程 


六 pe) in ICjEm, (CD 
fr 


一 (egz) etz)) 是 zx 的 国 数 .我 们 说 (1 具有 初始 条 件 (zo 加) 
ER" XR ,如 果 azo) 一 如. 
若 确 实 有 解 a 对 (1) 微 分 ， 有 
Fa, 1 dp, dy go 3 2 
和 : 十 2 + >， 


drid, ye dr A 2 By 
所 以 。 如果 令 臣 名 与 基色 相等， 就 会 有 下 面 的 “可 积 性 ”条 件 
ty 0 by d vr Dh 
ED (2) 


对 于 所 有 的 SEE，j 委 jj 生成 立 ， 于 是 有 
Frobenious 定理 ”方程 (1) 对 任意 初始 条 件 (zo,3yo) 在 0 的 一 个 
邻 域内 有 解 的 充分 与 必 村 条件 为 (2? 在 此 邻 域内 成 立 . 在 这 个 情况 
下 , 解 是 唯一 的 . 
证 考虑 矢量 场 
;二 2 
用 坐标 来 计算 [XX,X,], 容 易 看 出 (2) 式 即 有 [Xi;X;] 二 0, 1 入 i 入 ， 


] 志 ; 委 mw, 于 是 我 们 可 以 找到 一 个 新 的 坐标 系 , 例 邵 记 之 为 (4,2) 二 
Culz,y) ,vx,y)) 使 得 


X， = 区， 了 一 1,2,. ,1 
入 Dr, A 
令 J 二 Eo 3 是 (5:9 下 Cu,*) 的 Jacobi 矩阵 , 面 将 它 写 为 
由 一 


ES ED 
Ye FIT 
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则 对 %, 作 的 坐标 变换 给 出 


并 下 
， I 

du A (= | ky 

名 怠 | 0 \9) 

du Ne 

即 

ar 
= 《4) 
= 《5) 


《4) 表 明 xfay,0) 一 *x* 若 我 们 定义 
alr) = yl(u,0), 
则 我 们 通过 平移, 可 使 a(t0)= 二 0, 在 G4,0) 点 计算 .5) 式 ,得 到 


2 p(s, 0) ys0)) = plzsa), 


例如 说 在 Pontrijagin 著 “ 连 续 群 ”一 书 中 的 Frobenius 定理 就 是 这 样 
陈述 的 、 用 几何 学 的 术语 ， 积 分 曲线 的 概念 推广 为 积分 流 形 . 用 
上 上面 的 记号 ,在 (u,v) 坐标 中 ， 我 们 将 矢量 场 X; 表示 成 


9 5 
X= 7 一 1， 2， "> Hy 
EE 


方程 * 一 0 显然 定义 了 一 个 m 维 子 流 形 Se, 即 (X,,… ,Xo) 过 0 的 
积分 子 流 形 , 它 对 于 矢量 场 组 (X,,… ,XX,) 的 关系 正如 局 积 分 曲线 
之 于 单个 矢量 场 ;在 每 一 点 P 二 (4,0)E€ 56, 切 空间 TC56) 正 是 由 
(Xim，… Xer) 所 张 成 的 , 另 一 方面 So 描述 了 微分 方程 (1) 的 解 ， 
方程 v(x,y) 二 0 隐 示 地 定义 y 为 z 的 函数 . 它们 正 是 (1) 的 解 ! 一 
a(r). 
以 a(0)==0 为 初始 条 件 的 解 y==a(z) 是 唯一 的 . 因为 如 果 ?一 
B(x) 是 另外 一 个 解 ,考虑 函数 z(z,8(z)) ,有 
Wf wh 


Gv 
并 


但 是 ,方程 (3) 的 道 为 
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由 此 得 
字 十 Fw = 一 0. 
这 样 ，r(zvpB(z)) = 二 ce 如 果 我 们 将 初始 条 件 带 入 ,得 
“一 :0.0) 一 0. 
撞 句 话说 .qt7) 和 B(x) 均 为 v(x,y) 二 0 在 z= 二 0,y==0 附近 所 隐 示 的 
国 数 . 因而 ,它们 是 相同 的 ， 

从 上 面 的 观点 看 来 .有 意思 的 是 矢量 场 在 各 点 了 所 张 成 的 
矢量 空间 《Xi，…，Xw)p， 而 特定 的 矢量 场 只 不 过 是 对 这 个 空间 所 
选取 的 基底 ， 所 以 ， 一 般 的 Frobenius 定理 应 该 是 关于 “ 子 空间 
场 ” 的 积分 于 流 形 之 存在 性 的 定理 ,这 就 导致 “分 布 ” 的 概念 . 所 

一 个 “分 布 ”", 指 的 是 一 个 图 数 2, 它 对 每 一 点 PE 开 指定 一 个 
于 空间 .ZCTr (MM) .如 果 每 一 点 已 都 有 一 个 邻 域 及 其 中 一 组 光 
滑 的 矢量 场 X,，…，X, 使 得 对 一 切 点 8EL 都 有 .zeo 一 〈，…， 
Xu)o， 就 是 .是 光滑 的 .若是 一 个 矢量 场 ， 而 且 对 每 点 PEM 
都 有 XeE.2e 就 说 XE.Z, 如 果 由 X,YE.Z 必 有 [X,Y 了] E.7, 就 
说 ,2 秆 对 合 的 (jinvolutive), 给 定 PE WM, 含 P 的 子 流 形 Sr 称 为 ,了 
的 积分 子 流 形 ， 如 果 对 于 每 一 点 8E Sp 都 有 To(sr) 一 .2Zo, 且 这 积 
分 子 流 形 对 每 一 点 ”都 存在 ， 就 说 ,和 是 可 积 的 . 这 样 ， 我 们 就 有 
一 般 的 

Frobenius 定理 ”光滑 分 布 可 积 的 充分 必要 条 件 是 它 为 对 合 的 ， 

这 样 ， 很 强 的 括 弧 条 件 [X,，X,] =0 被 代 以 对 合 福 条 件 ， 它 
只 是 

[X,.X,] = Dy aX 


这 看 起 来 是 一 个 更 蔓 的 条 件 ， 但 是 说 不 定 我 们 可 以 变换 基底 
7] 


而 又 得 回 那 个 更 强 的 条 件 ， 这 正 是 证 明 中 的 想法 ， 于 是 我 们 国定 . 
一 点 记 EM， 并 设 取 定 一 组 矢量 场 X ，…，Xw， 在 Pn 之 某 个 邻 城 
[中 之 每 一 点 @ 上 张 成 , 么 , 它们 在 4 中 线性 无关 . 在 已 的 某 个 局 
部 坐标 之 下 ， 可 以 找 一 些 函 数 而 将 写 为 


9 
太一 ‘a 人 
2 ,元 


(ex 的 秩 是 m， 所 以 我 们 可 以 设 (qa), 1 所 i 泛 m,1 信 jm 在 VU 中 
非 异 . 令 (6,,) 为 其 逆 , 且 定义 


二 DAN j= L120 
en 
= wh 十 Dn :过 《6) 


=1 ka1 


饥 是 苍 数 .因为 , 是 对 合 的 ， 所 以 必 有 菜 此 函数 所 使 
[Y,,Y1] = Ss 


计算 表明 ， 广 正 是 将 [Y,，Y] 按 巡 展开 时 起 的 系数 ， 另 一 方面 


《6) 式 表明 [Y,, yq] 应 该 只 含 鞠 , i>m。 车 以 了 1，…，Y 为 基底 ， 


则 我 们 确实 有 [Y,， Yt] = 二 0， 于 是 定理 归结 为 前 面 的 特例 . 

到 现在 为 止 ， 我们 只 处 理 局 部 的 情况 ， 所 以 何 题 是 关于 网 下 
空间 的 .我 们 昌 已 从 定理 中 明白 对 合 性 条 件 是 必要 的 ， 仍 然 还 不 
完全 明白 ， 为 什么 积分 子 流 形 甚至 局 部 地 也 不 一 定 存在 ， 下面 是 
一 个 简单 的 例子 . 

在 由 中 , 令 

en 
这 个 分 布 的 图 象 如 图 4 一 1, 在 z 轴 上 , 平面 (X,Y) 是 水 平 的 , 当 
调 右 边 移 动 时 ，(X，7Y》 就 会 指向 后 方 . 
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假设 有 过 0 的 积分 子 流 形 
An 存在、 局 部 地 可 以 用 一 个 
方程 1(x.y, 2 一 0 来 描述 .由 
A(f) 二 Y{f) 二 0, 有 


We 


特别 了 与 y 无 关 . 这 意味 着 入 在 = 
y 轴 方 向 上 是 柱 面 ， 这 又 意味 辩 
当 我 们 在 y 轴 上 移动 时 所 有 切 平 
面 痢 保 持平 行 ， 当 然 我 们 的 分 布 恰好 不 是 这 样 . 
用 惩 分 方程 的 语言 来 觉 ， 上 面 的 例子 说 明 候 微分 方程 组 


oa 人 zs) 
| Ar 一 Y 


4 一 1 


darng) 
dy 一 0 


无 解 . 其 理由 恰 如 上 面 所 说 ,第 二 个 方程 
说 明 ae(z, 妇 只 是 zx 的 函数 ,但 这 样 一 来 
第 一 个 方程 就 不 会 成 立 了 . 

现在 回 到 对 合 分 布 ,外 ， 我 们 已 经 看 
到 , .的 局 部 坐标 图 象 是 简单 的 。 在 每 
一 点 PE M 附近 ,都 有 一 小 块 包 含 P 的 积分 子 流 形 5, 看 起 来 就 象 
一 小 平板 ,既然 8 描述 了 某 个 微分 方程 的 解 , 它 当 然 是 唯一 的 , 用 
几何 语言 说 ,这 意味 着 ,如 果 R 是 .zf 的 另 一 个 含 P 的 积分 子 流 形 ， 
则 85 是 有 和 5 二 者 的 开 子 流 形 . 我 们 可 以 这 样 把 小 片 的 积分 
子 流 形 连 接 成 最 大 积分 子 流 形 . 这 些 最 大 积分 子 流 形 是 彼此 分 离 
的 (不 然 的 话 我 们 就 把 它们 接 起 来 了 ), 所 以 成 了 ' 的 一 个 分 割 . 
这 样 一 个 图 象 叫 做 “ 叶 层 结构 ”(foliation) ， 每 一 个 最 大 积分 子 流 
形 称 为 一 “ 叶 ” 不 幸 的 是 这 还 不 完全 对 ， 理 由 是 关于 “ 子 流 形 ” 
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图 4 一 2 


这 个 闻 的 一 个 技术 上 的 原因 〔 见 附录 )， 子 流 形 SC2， 恕 第 一 章 
所 定义 的 形象 ， 每 一 点 PES 都 应 该 有 一 个 邻 域 4， 使 5 站 S 愉 好 
是 一 个 小 平板 , 到 现在 为 止 , 我 们 集中 注意 到 志 站 3 看 来 象 一 片 小 
平板 这 一 事实 ,但 是 子 流 形 的 定义 还 包含 了 这 样 一 个 微妙 的 意思 ， 
即 避 NnS 必须 只 能 象 一 个 小 平板 而 不 能 是 别 的 ， 对 于 积分 子 流 形 
可 能 就 不 是 这 样 ， 最 容易 的 例子 是 环 面 了 ==51 X58! 上 的 所 请 无 理 
流 。 对 任意 点 P= 〈e**，e*”r') ET， 曲 线 


a(t,Po) 一 〈ezmGfi ,estctf s/t ) 
本 —7 
py 
二 3 7 AN 
| 站 才 
ws My 
图 4 一 3 图 4 一 4 


具有 群 性 质 以 及 初始 条 件 seC0,po) 一 巴 , 所 以 它 是 了 上 一 个 矢量 场 
的 积分 曲线 . 车 t=p/g 是 有 理 数 , 则 c(e,Po) 一 a(0,Po) ,所 以 = 是 
周期 的 且 oR) CT 是 一 个 闭 曲线 ,事实 上 是 一 个 泌 子 流 形 ;车 * 是 
无 理 数 ,a 不 会 封闭 , 它 只 会 一 转 又 一 转 地 绕 而 且 处 处 称 密 . 特别 
象 akR) 在 Po 附近 的 形象 如 图 4 一 4, 即 cCR) 门 5 一 许多 小 片 之 并 ， 
因此 CR) 并 不 是 如 同 定义 所 意味 的 那 种 子 流 形 . 这 个 例子 也 指出 
了 嫉 烦 的 来 源 .R 的 两 个 相距 很 远 的 小 片 被 a 带 得 很 近 , 即 是 说 ， 
当 a(R)CT 接受 了 相对 拓扑 以 后 ,ae : R 一 一 ca(CR) 并 不 是 同 是 .我们 
可 以 把 这 一 点 放 进 流 形 的 定义 里 去 . 令 MM 为 一 个 流 形 ,所谓 MM 的 
子 流 形 , 意 味 着 一 个 对 象 (N,a) ,XN 是 一 个 流 形 {就 其 本 身 而 言 , 即 
有 自己 的 拓扑 各 自己 的 光 祖 结构 ), 而 a :入 一 一 MM 是 一 个 一 对 一 
的 光滑 ( 即 指 da : Tp(N) 一 ?Top (CM) 也 是 一 对 一 的 ) 映 射 .这样 的 
定义 留 下 一 个 没有 回答 的 问题 , 即 当 a(N)CM 具有 相对 拓扑 时 ， 
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qa; 一 af) 是 否 同 有 旺 , 如 果 是 .我 们 就 说 “是 一 个 颈 入 (imbed- 
ding) .这 时 新 定义 的 意义 和 老 定义 一 样 . 为 了 我 们 的 需要 :我 们 所 
遇 到 的 子 流 形 都 是 老 的 那 一 类 . 所 以 我 们 把 新 的 这 一 类 子 流 形 作 
为 广义 的 来 看 待 . 最 大 积分 子 流 形 可 以 定义 为 这 种 广义 的 子 流 形 . 
而 我 们 关于 叶 层 结构 的 形象 在 这 样 的 解释 下 就 正确 . 


y 4. 矢量 场 的 拓扑 学 


到 现在 为 止 ,我 们 都 是 在 给 出 矢量 场 以 后 来 研究 它们 的 性 质 ， 
矢量 场 定义 为 具有 某 些 性 质 的 映射 六 : 村 -一 >7T(M), 即 x。X= 
1,7 为 投影 映射 . 这 样 就 产生 了 这 种 映射 是 否 存在 的 问题 . 我 们 愿 
先 弄 清 这 一 -点 . 矢量 场 误 矢量 从 8 一 ->8 的 截 口 是 很 容易 得 到 的 ， 
至 少 在 光滑 范畴 中 是 这 样 , 因 为 8 局 部 地 和 一 个 乘积 XR 一样 ， 
而 UXR' 的 一 个 截 口 只 不 过 是 一 个 国 数 5 一”R. 子 是 我 们 可 以 用 
平凡 化 邻 域 {2} 覆 盖 8, 而 在 1. 上 任意 地 作 截 口 p,, 然 后 把 这 样 局 
部 的 东西 拼 起 来 ,这 是 毫 无 问题 的 . 作 附 属于 {6} 的 一 的 分 割 {9,} 
并 定义 一 个 整体 截 口 p 为 p= > pp.， 即 

pb) = > yp.60) p00). 


截 口 之 容易 得 到 这 一 点 还 有 另外 一 种 说 法 ,中 是 说 截 口 的 矢量 空 
间 (5) 一 般 是 很 大 的 ,肯定 是 无 限 维 的 . 

但 是 说 容易 做 出 截 口 并 不 意味 着 容易 做 出 具有 指定 性 质 的 截 
口 .例如 ,我 们 在 第 二 章 中 关于 ?457) 的 非 平凡 性 的 讨论 可 以 这 样 
来 说 : 切 从 7T(5°) 不 容许 一 个 处 处 不 为 0 的 截 口 ,在 Re 上 作出 成 百 
万 个 处 处 不 为 0 的 矢量 场 绝 无 问题 (因为 我 们 已 经 说 过 ,这 就 相当 
于 做 出 处 处 不 为 0 的 水 数 了 了; R' 一 ->R?) ,这 个 现象 显然 不 是 局 部 
的 ,只 要 对 R 再 添上 一 个 点 就 会 出 现 大 人 怪事 . 现在 我 们 还 不 能 解 
释 这 个 问题 ,但 是 我 们 将 提出 一 些 有 关 的 有 趣 的 事实 以 供 后 而 参 
考 . 
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回忆 -一 下 第 一 章 中 的 投影 定理 ;车 f: {CR' 一 ->R? 是 定义 在 
0 的 某 个 侣 域 1 中 的 光滑 映射 而 且 FA(0)7= 一 0, 且 好 (0) 是 全 射 ( 故 a 
空 让 , 则 必 有 0ER' 的 某 个 邻 域 上 的 微分 司 凸 使 得 

fo hklzis sg) = (Ks). 

因此 原 象 站:(0)CR' 是 一 个 4 一 p 维 子 流 形 ( 在 某 局 部 坐标 (zx) 中 
定义 为 + 二 0.i># 一 p). 这 一 点 明显 地 可 以 推广 到 任意 流 形 . 令 
f1 5 一 一 人 是 一 个 光滑 映射 ,一 点 &E 是 一 个 “正则 值 *(regular 
value) , 妇 果 PESf (8)=>adf ;Yop(M) 一 >TolN) 是 全 射 , 特 别 是 ,车 
人 (9) 二 儿 , 则 8 是 正则 值 . 如 果 8 是 正则 杆 而 广 :(@) 非 空 , 则 它 
是 必 的 # 一 p 维 子 流 形 (4 二 dimid ,p= 二 dim 和 ). 车 4 二 p 而 8 为 正则 
什 风 广 18}) 是 M4 的 一 个 零 维 子 流 形 ; 即 -~ 个 离散 集 . 在 对 为 紧 的 
竺 例 叶 .六 90) 是 有 限 集 ， 

现在 考虑 半 二 入 = 的 特例 .我 们 给 Rr 人 固定 的 定向 , 例 妨 由 


ee 
有 序 基 底 er,… ,esr 所 决定 的 定向 ,e, 二 C0,….0,1,0,"…,0). 车 P 
ESS. 则 对 TrC5") 给 以 这 样 的 定向 使 得 得 加 上 矢 僵 p 以 后 可 得 
R'+ 的 正 向 . 若 了: 一 ->8' 是 一 个 光滑 映射 而 8E€ 5 是 一 个 正则 
值 ,我 们 对 PE7 :CQ@) 指 定 一 个 符号 加 (P) 一 士 1 视 时 :和 (0S') 
一 Tu(5") 是 格 保 持 定 向 而 定 .于 是 我 们 定义 了 的 映射 度 为 
deg(f) = DJ EP), 
PEf (CQ) 

结果 总 会 有 正则 值 存在 ， 布 且 deg( 有 和 所 了 到 的 正则 值 无 关 . 

现在 回 到 流 形 MM 上 的 矢量 场 问题 上 来 , 我 们 要 问 ， 是 否 一 个 
矢量 场 X 一 定 有 和 零点 存在 . 假定 X 只 有 孤立 零点 , 从 而 当 N 为 紧 
时 只 有 有 限 多 个 这 种 零点 . 令 Po€ WY 是 其 中 之 一 . 在 疡 的 某 个 坐 
标 邻 域 5 中 ,X 只 不 过 是 一 个 函数 六 :UCR' 一 >Re, 而 且 当 P 关 0 
二 Po 时，XCP) 关 0. 令 语 -' 是 中 一 个 小 球 而 ,考虑 函数 

SS Ppr—=X(P)/|XCP)|. 
定义 Po 的 指标 (index) 即 这 个 映射 的 映射 度 . 下 图 是 Re 中 的 一 些 
例子 ， 我 们 又 定义 的 总 指标 为 
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图 4 一 5 
Ind(X) 一 > index(P). 
于 是 有 以 下 售 人 的 事实 :lnd(X) 与 X 无 关 , 而 只 决定 于 流 形 妈 本 
身 . 

这 是 最 古老 的 拓扑 不 变量 之 一 ,并 早 由 Euier 所 发 现 . 考虑 5 
为 八 个 三 角形 所 绪 盖 的 图 象 :可 以 数 出 6 个 顶点 (7),12 个 楼 (8B) 
和 8 个 面 (8) ,于 是 

下 一 曙 十 SS 一 6 一 12 十 8 一 2. 
Euler 定理 指出 的 这 个 数 与 8 的 剖 分 
方式 无 关 ， 例 如， 再 加 上 -条 从 北极 
到 南极 的 子午 线 ， 仍 然 是 

VB 十 S=7 一 15 十 10 二 2, 

这 个 整数 称 为 Euler 示人 性 数 ， 记 作 
XC5?) ,一 般 说 来 ,对 所 有 紧 流 形 均 可 

定理 若 X 是 紧 流 形 MYM 上 的 仅 图 4 一 6 
有 孤立 零点 的 矢量 场 , 则 Ind{X) = 二 XCM). 

这 个 定理 是 大 范围 的 拓扑 一 一 微分 结果 中 的 一 个 珍 晤 ， 这 里 


将 两 个 表面 上 没有 关系 的 对 象 紧 密 地 联系 起 来 了 . 在 我 们 讨论 过 
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程 中 、 将 待 别 眷 重 这 种 类 型 的 结果 ， 因 为 如 果 你 精 于 拓扑 学 ， 你 
可 以 用 它们 在 分 析 学 中 获得 很 好 的 结果 ， 反 过 来 也 是 一 样 .举例 
说 明 ， 既 然 我 们 知道 了 x(82) 一 2, 就 知道 8 上 不 会 有 处 处 不 0 的 
矢量 场 . 另 …- 方 面 ,我 们 知道 Lie 群 上 一 定 都 有 处 处 不 为 8 的 矢量 
场 ( 凡 有 平凡 化 切 丛 的 流 形 都 如 此 ), 所 以 对 所 有 的 Lie 群 C 必 有 
xX(G)=0. 

我 们 已 经 看 到 ， 只 要 有 一 的 分 市， 作 截 口 就 决 无 向 题 ， 所 以 
全 纯 从 上 的 全 纯 截 口 一 定 是 不 相同 的 . 事实 上 (8) 确 实 可 能 是 堆 
室 间 、 而 且 只 要 下 是 紧 的 ， 它 一 定 是 有 限 维 的 ， 这 与 光滑 的 情况 
绝 然 不 同 ， 此 外 ,5 的 拓扑 对 (CBE) 的 大 小 有 很 深刻 的 影响 ， 著 名 
的 Riemann-Roch 定理 就 是 有 关 这 种 的 确切 关系 的 ， 


8$5. 附 录 


这 一 节 是 补充 材料 , 是 讲 常 微 分 方程 解 的 存在 和 唯一 性 的 Pi- 
card 定理 和 讨论 子 流 形 的 定义 . 先 讲 Picard 定理 , 我们 只 就 与 时 间 
无 关 的 光滑 矢量 场 这 个 最 简单 的 人 情况 来 讨论 . 令吉 ER,U 3zo 是 
zo 的 紧邻 域 . 了 :4 一 >R* 是 光滑 函数 ,JCR! 是 一 个 闭 区 间 [一 。， 
ej]，s 之 0， 我 们 要 求解 以 下 的 常 微分 方程 的 初 值 问题 

oat)=f(a(t)}), ef0) 一 zo， 

4 : J 一 >V 是 待 求 的 光滑 曲线 . 

引 理 (中 值 定理 ) 对 于 z+，yE€ 4， 必 有 菜 个 常数 >0 使 

[fC fx) | |y—z|. 
证 令 g( 引 = 了 (zx 十 纪 ) 4 二 gy 一 x, 则 
Jo — £2) = 9(1) 一 9(0) = D(A) 


由 于 所 有 的 偏 导 数 都 在 UV 中 有 界 , 故 得 证 . 
引 理 (压缩 映 象 引 理 ) 令 了 为 非 空 的 完备 度量 空间 ,s : Y 
一 > 了 为 压缩 映射 , 即 
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Pls) sy Ep yo)，C<1， (1) 
则 s 必 有 唯 -…- 的 不 动 点 yEY, 即 sy) 一 y. 
证 由 于 (1) 式 ,y 显然 是 唯一 的 .为 了 找到 它 ,从 任 一 点 加 E 
Y 开始 ,并 依次 定义 
yy,—1) ,n>|, 


PYtig) = p38) ,sy ECP 1) 
因此 
Prtirg) SE pl Yo0) . 
这 意味 着 {y,} 是 一 个 Cauchy 序列 , 令 y=limy,; 则 s(y) 一 六 
令 了 二 C(J,) 二 4a: J 一 xl 为 连续 映射 }, 并 赋 以 范 数 
| al = suplalD |. 
大 家 知道 . 了 是 一 个 非 空 的 完备 度量 空间 ， 定 义 s :了 一 一 ~Y 为 
sfalgti) 一 zo 十 scacn ya 


有 
Ns sp) | sup L Iac)) — /C800) au 


<sup | klalu)— Bu) lau 

hapl， Oat. 
所 以 只 要 取 b 使 上 <z1,s 就 成 了 一 个 压 编 映 射 . 其 不 动 点 s (ea) 一 
a 即 所 求 之 解 . 

下 面 我 们 较 详细 地 考查 子 流 形 的 定义 ， 令 MM 为 一 4 维 流 形 ， 
我 们 有 两 个 关于 子 流 形 的 概念 : 

旧 定 义 ” 避 的 * 维 子 流 形 即 其 一 个 子 集 NCM， 它 具有 以 下 
性 质 : 每 一 点 PE、CM 都 有 一 个 对 以 而 言 的 坐标 邻 域 (4 ,gp) ,使 
得 pC 站 和 二 gp(D) 站 (RX0-9CgpUD)CR 是 R 的 一 个 * 维 线性 
子 空间 . 如 图 4 一 7. 

新 定义 ”并 的 * 维 子 流 形 是 一 对 (N, 站, 是 一 个 大 维 流 形 

79 


《就 其 本 身 而 言 ), :1 入 一 一 是 … 
p(t) 个 光滑 缺 射 、 使 得 
(i) ”是 一 对 一 的 . 
(i) ”对 于 一 急 PEN， 微 分 
di fo(N) 一 >Tn《 民 ) 也 是 一 对 一 
的 ， 
图 4 一 7 若 : 让 一 >M 为 包含 映射 , 则 
当 、 是 日 定 义 下 的 于 波形 时 人 和 (都 其 成 立 的 ,所 以 这 时 恒定 
义 之 新 定义 . 另 一 方面 只 要 ;是 一 对 - -的 ,Y 就 是 到 的 子 集 ( 即 把 
入 入 入 )CUM 看 成 ~- 回 事 ), 以 下 都 如 此 .但 是 在 新 定义 中 给 了 六 
以 自身 的 拓扑 和 光滑 构造 . 因为 :是 连续 的 ,* 的 拓扑 ( 称 为 流 形 
所 扑 } 比 之 由 A 所 诱导 的 相对 拓扑 重 强 , 即 可 能 有 更 卿 的 开 集 ,而 
这 两 个 拓扑 不 … 定 一 样 . 环 面 上 的 无 理 流 说 明了 这 一 点 .至 于 光 清 
构造 ,没有 什么 诱导 构造 ,而 只 能 是 老 定 义 , 但 是 形象 是 相近 的 ,由 
单 射 定理 , 任 ~- 点 PEN 都 有 一 个 在 中 的 邻 域 了 以 及 吕 在 江 中 
的 吕 域 二 使 得 共 昌 么 二 的 线性 子 空间 (图 1- 一 8) ,唯一 的 差别 应 于 
0) 不 - 定 基 整个 i 站 入, 它 可 能 合 有 许多 片 .显然 ,着 入 二 i(X}C 
洲 是 局 部 团 的 ,两 个 定义 是 相同 的 . 特别 ,车 入 CM 是 M 的 闭 子 
集 , 就 没有 任何 区 别 . 一 般 说 来 , 单 射 引 理 可 导出 下 面 的 引 理 . 


和 DB | 
I i 
fi ~ 


图 4 一 8 
引 理 ( 光 谓 性 的 判 握 ) 车 1: 入 一 一 以 是 剖 的 子 流 形 ,是 
任意 已 知 光滑 流 形 ,而 wp ;上 一 一 是 一 个 映射 , 则 2 为 光滑 当 且 
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PUNN) 


仅 当 :，。，m :上 一 > 计 为 光滑 . 

作为 一 个 应 用 ,我们 提出 下 效 的 问题 . 两 个 子 流 形 :和 一 > 
1M 和 让: 一 > 于, 如果 存在 一 个 微分 同 肛 w : Ye 一 人 使 训 。 史 
二 i, 则 显然 这 两 个 子 流 形 应 该 是 “相同 的 ”. 从 于 曾 的 引 理 直接 可 
知人 yo 和 (At 是 等 价 的 , 当 且 仅 当 作为 村 的 一 个 子 集 有 
we《(N0) 二 wu《X1). 撞 言 之 .一 个 子 集 MCM 只 能 以 一 种 方式 做 成 一 
个 子 流 形 . 

但 是 ， 如 果 从 一 个 子 集 入 CM 出 发 ,打算 把 它 做 成 一 个 子 流 
形 , 除了 MM 的 拓扑 和 和光 潮 构造 自然 地 诱导 以 外 .又 从 哪里 找到 
的 拓扑 和 光滑 构造 呢 ? 例如 ， 究 竟 怎 样 才 能 做 出 一 个 对 合 分 布 的 
最 大 积分 子 流 形 呢 ? 这 里 必须 考虑 以 下 的 -- 般 情况 : 令 于 为 一 个 
集 ，(f)，5E7 是 开 的 子 集 所 成 的 任 一 上 黎 盖 ， 假 设 

(ji) 每 个 4 都 是 一 个 流 形 ， 

(ii NL 只 要 非 空 必 是 和 4 三 者 的 开 子 流 形 . 

这 时 , 有 一 个 而 且 也 只 有 一 个 方法 能 把 i 造成 一 个 流 形 而 同 
时 使 每 个 世 CC 必 都 成 为 时 的 开 子 流 形 , 这 就 是 , 把 一 切 5 的 坐标 
邻 域 都 总 和 在 一 起 闸 成 为 MY 的 坐标 邻 域 系 . 条 件 (ii) 保证 了 它们 
是 相 容 的 . 

现在 令 .z 是 维 流 形 上 的 一 个 对 合 的 上 维 分 布 . 我 们 已 经 
有 了 .的 积分 子 流 形 的 概念 , 记 住 , .的 -… 个 积分 子 流 形 $ 正 是 
一 个 旧 定 义 下 的 子 流 形 SC (在 那 时 我 们 还 没有 讲 过 新 意义 下 
的 子 流 形 概 念 )、 而 且 .9 二 Tp(S) 对 一 切 PES 成 立 ， 关于 存在 性 
和 唯一 性 的 Frobenius 定理 指出 . 每 一 点 PE HH 都 有 一 个 积分 子 流 
形 必 使 PES. 若 S'3P 是 另外 一 个 积分 子 流 形 、 则 必然 还 有 第 三 
个 积分 子 流 形 8" 3 了 使 S$” CS 有 S. 这 句 话 的 意思 是 ,上面 的 条 
件 (i) 和 (ii) 对 .的 一 切 积 分 子 流 形 的 集 都 成 立 ， 因此， 这 个 
集 把 AM 变 成 一 个 上 维 子 流 形 . 一 般 说 来 ,ML 不 是 连 通 的 . 4 的 每 
一 个 成 分 称 为 .的 一 个 最 大 积分 子 流 形 . 它 显然 是 原来 的 4 维 流 
形 并 的 一 个 新 定 必 下 的 子 流 形 〈 是 新 流 形 # 的 开 子 流 形 )， 一 个 
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老 的 4 维 流 形变 成 一 个 新 意义 下 的 维 流 形 ， 这 似乎 是 令 人 费解 
的 .这 其 实 并 不 奇怪 ,正如 一 张 张 的 纸 可 以 做 成 一 堆 一 样 ， 而 
“ 叶 层 结构 ”的 “ 叶 ” 这 和 名词 正 是 为 此 而 引入 的 .当然 也 还 有 更 广 
泛 的 类 型 的 叶 层 结构 不 是 由 分 布 而 引起 的 . 
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第 五 章 Lie 群 


§ 1. Lie 群 的 Lie 代数 


前 一 章 的 语言 在 Lie 群 的 理论 里 得 到 了 最 富有 成 果 的 应 用 . 
这 一 章 讨 论 Lie 群 理论 的 初等 的 部 分 ， 

再 一 次 提 一 下 Lie 群 6 的 形式 定义 ， 一 个 Lie 群 就 是 

《1) 一 个 群 ; 

(2) 一 个 光滑 流 形 ， 

(3)” 群 运算 GXG 一 0, (g, 0) >99 和 0 一 =-G， gg! 
都 是 光滑 映射 . 

换 句 话说 ，Lie 群 是 两 种 构造 的 自然 的 结合 , 条 件 (3) 确切 地 
说 明了 “自然 ”的 结合 是 什么 意思 . 

从 流 形 理论 的 观点 来 看 ,Lie 群 最 显著 的 特点 是 它 具 有 许 许多 
多 到 其 自身 的 微分 同 胀 , 乘 以 元 素 g 就 是 这 样 的 微分 同 眶 . 我 们 将 
用 三 和 BB 表示 左 蒋 和 右 乘 以 g, 令 X 为 G 上 一 个 矢量 场 , 很 自然 
地 要 看 一 下 一 对 它 的 效应 . 具体 地 说 , 若 ,9 是 两 个 点 ,有 由 一 
9195 go—= L(g0) 9 一 六 90 1 ;于 是 我 们 可 以 比较 XX(g1) 和 (Co)， 很 
了 明显, 如果 

Xf91) 一 goX(go)，9 一 0950 
则 称 X 是 左 不 变 矢量 场 . dL, 称 为 左 平移 . 当然 也 能 考虑 右 不 变 矢 
基 场 ,上 国 为 用 哪 一 个 没有 关系 ,所 以 我 们 只 讨论 左 不 变 的 . 令 2 
二 L(G}) 表 示 一 切 左 不 变 矢 量 场 的 集 . 车 XEL(9), 则 XX 可 以 完全 
由 它 在 单位 元 e€G 上 之 值 完全 决定 (其 实 也 可 由 它 在 任 一 点 上 之 
值 完 全 决定 ), 因 为 X(g) 二 dL,X(e). 反 过 来 , 若 任 意 给 定 X(e)€ 
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2 (CeG) ,出 由 公式 习 (9) 一 CoX(e) 可 定义 如 上 一 个 天 量 场 而 且 显 然 
是 左 不 变 的 . 要 费 一 点 工夫 才能 用 条 件 (3) 来 证 明 这 样 定义 的 六 
是 光滑 的 . 换 句 话说 
T.(0) —— L(G), 
Xle)—rX(g)=dL,X(e) 
”是 单 全 射 . 特别 是 ,L(G) 作 为 ( 实 域 上 的 ) 矢 量 空间 ,是 有 限 维 的 ， 
其 维 数 和 6 作为 一 个 流 形 的 维 数 相同 ,我 们 将 一 再 地 用 到 二 者 相 
同 , 所 以 我 们 采用 下 面 的 记号 . 7.(0) 中 的 矢量 用 X,Y 等 等 表示 ， 
由 它们 得 出 的 G 上 的 矢量 场 则 用 祥 , 了 等 等 表示 . 

1.( 中 ) 作 为 一 个 矢量 空间 昌 然 和 7.《8) 相 同 ,但 它 却 不 只 是 一 
个 矢量 空间 ,因为 若 祥 ,了 ELC(G) 可 以 作 括 绝 集 [ 义 , 了 ], 如 果 能 证 明 
其 不 变性 , 则 它 也 在 L(G) 中 ,这 一 点 我 们 要 用 更 一 般 的 方式 证 明 . 

令 ygy: MM 一 是 任意 两 个 流 形 亲 的 光滑 映射 Mf 入 上 的 
矢量 场 X 入 和 何 车 有 

dp(X(P)) = KCpCP)) 
对 一 切 PE 总 成 立 , 则 称 为 六 相关 的 . 例如 , 6 上 的 左 不 变 矢量 场 
乏 是 对 于 一 切 g9gEG 顽 与 其 自身 -相关 的 矢量 场 . 

引 理 车， 京 和 了 ， 了 各 为 yp 相关 的 ， 则 [xX, Y] 和 和 [LX， 
7Y] 也 是 六 相关 的 . 

证 对 于 实 值 函数 f， 有 咀 数 (Xf) CP} 二 (XCP),f) ,所谓 
相关 是 

(Xf °° p= (Kf op. 
由 此 容易 证 明 引 理 . 

L(G) 带 上 这 个 附加 的 构造 成 为 一 个 Lie 代数 , 它 是 相应 于 Lic 
群 6 的 Lie 代数 ,而 在 7T.C(0) 中 [X,Y 了 Yj 自然 就 是 矢量 Z, 使 得 Z 一 
误区. 把 上 (0) 和 作为 一 个 集 来 看 时 ,我 们 可 以 限于 -- 个 切 空间 
7,《G), 而 要 求 [X,Yj 时 则 必须 考虑 一 点 的 邻 域 , 所 以 我 们 不 应 该 
把 LCG) 看 作 是 只 与 一 点 有 关 的 对 象 7.《C)， 

ZK2) 有 一 个 表示 , 若 文 是 一 个 左 不 变 矢 量 场 , 则 它 有 一 个 积 
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分 月 线 ec: 了 一 1 定义 在 某 个 开 区 间 J= 一 (一 re 上 上 .ce>>0, 而 
且 a(0) 一 e, 当 然 , 不 论文 是 符 左 不 变 , 这 都 是 对 的 . 但 车 广 是 左 不 
变 的 . 则 a 实际 上 是 一 个 群 辕 态 , 即 对 充分 小 的 s 和 !, 有 
a(s + 0) = n(s)att). C1) 
现在 证 明 这 -` -点 ,从 一 般 的 类 似 于 群 的 性 质 知道 tr 一 ->als 十 人 j 是 广 
的 一 个 积分 曲线 记 为 6(D ,其 初始 条 件 是 60) 一 afs) 一 9， 今 
有 = ats)a(t) = Lalt). 
则 由 链 法 则 右 
w(t) = dba tt) = dL,X(Calt)) 
= 让 (Lall)) 二 (py(4)). (由 袜 之 不 变性 ) 
所 以 ?人 (也 是 六 的 积分 曲线 , 且 有 初始 条 件 X0) 一 a(s) ,由 积分 曲 
线 的 唯一 性 即 得 8( 引 三 y(0) ,所 以 入 (1) 式 ， 
同 态 条 件 (1) 表 明 , 最 大 积分 曲线 的 定义 区 间 是 整个 R, 因 为 
可 以 利用 (1 将 ae 之 定义 域 拓 谋 到 R. 若 4ER 是 任意 的 , 取 某 个 整 
数 z 使 HAal<s. 从 而 cite 有 定义 ,然后 定义 


LV 

u(t) = [a 二)] ， 
它 是 适当 定义 的 ， 手 是 我 们 得 到 一 个 映射 

CR 一 一 ~ 人) 

它 仍然 是 一 个 回 态 ， 反 过 来 、 任 何 这 样 一 个 同 态 都 给 出 一 个 切 向 
景 C0)E€7G) .由 它 义 订 决 定 一 个 左 不 变 矢 量 场 之 ,其 积分 曲线 
就 是 “ 一 个 传统 的 名 词 把 光滑 同 态 a : R 一 ->6G 叫做 一 个 单 参数 
子 群 ( 若 w (0) 关 0.(ayR) 是 的 一 个 在 前 一 章 中 定义 的 广义 的 一 - 
维 子 流 形 , 此 外 ,acR)CC 自然 是 一 个 子 群 , 由 此 而 得 以 上 名 词 ). 
因此 ,22)? 也 可 以 看 作 0 的 所 有 单 参数 子 群 之 集 . 若 XET.(G) 是 
一 个 切 矢 量 , 则 文 的 积分 曲线 <(90 ,a(0)==e 将 记 作 

aft)》 = exp(tX), 
并 标 为 "指数 ”映射 (这 个 名 称 的 来 源 很 快 就 会 明白 ), 这 就 建立 了 
Li 代数 L(G) 和 Lie 群 6 之 间 的 一 个 联系 
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exp : LO)—r0, XH~—rexpX=a(l). 

我 们 将 会 看 到 ,这 个 指数 映射 在 Lie 群 的 理论 中 将 起 关键 的 作用 . 

但 是 ,在 作 一 般 为 讨论 之 前 ,有 一 个 必须 了 解 的 例子 ,因为 它 
是 一 种 “万 有 ”的 例子 . 令 9 二 6L(n,R) 为 实数 元 的 x*Xw 非 异 矩 隆 
之 群 ( 对 复 矩 阵 也 有 类 似 结果 ), 作为 一 个 集 ,0 是 所 有 Xn 实 抑 
阵 集 8(n,R) 之 子 集 . 8(n,R) 是 zr 维 舌 量 空 间 , 子 集 GL(n,R}CE(n， 
R) 是 由 行列 式 函 数 

det : BnR)— rR, XH—>detx 
不 为 0 这 个 条 件 所 决定 的 子 集 , 子 是 GL(n,R) 是 开 集 , 从 坝 变 成 了 
召 (asR) 的 开 子 流 形 , 因此 ,GL(n,R) 可 以 用 一 个 大 的 坐标 邻 域 BBCn， 
R) 盖 起 来 . 它 的 急 从 就 是 积 集合 
T(E) = GL(nR) X En,R). 

特别 是 ,Lie 代数 L(G) 作 为 一 个 矢量 空间 同 构 于 BCn,R) ,为 了 区 别 
E(w,R) 和 GZ:R) 中 的 矩阵 ,前 着 用 基 ,Y ,2Z 等 表示 ,后 者 用 4,8,C 
等 表示 . 

第 一 件 要 做 的 事 是 描述 (rn,R) 中 的 括 弧 运算 [X,YJ. 令 迟 ,: 
B(n,;R) 一 >*R 是 第 (i, 站 个 元 素 函 数 : 

ZA) 二 天 
(XX, 表示 半 之 第 i, 四 个 元 素 ), 这 就 是 GL(a,R) 上 的 舌 量 场 久 的 坐 
标 函 数 . 另 一 方向 , 祥 也 是 一 个 殉 数 
;GLOR}——* ECn,R), 
即 一 个 矩阵 ,而 其 元 素 为 GLa,R) 上 的 函数 . 匀 又 可 以 写 为 
X= w% 让 
om 是 CE 上 的 函数 ， 二 者 的 关系 
(A) = TCAD = (KA) 7) = (FCA), 

现在 令 XEBE(z,R) 为 已 给 ,XX 是 相应 于 X 的 左 不 变 矢量 场 ,由 

定义 | 
(KA sx) = (dX) zs》 = (Xz Lid, 
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有 
(rz LDO 一 zi(47) = >) A 


这 表示 ,作为 一 个 函数 。L4 二 > ) 4uzo 所 以 
(F(A) 72) = CX, 2 Auzy) 


一 了 > 4s( 居 xu = dD) AaX,, 
上 


~ (AX), = (AX.z,). 


(KY ,5 = (KT, = A, Dr ). 
上 


= > ( 祥 和 


由 定义 
[X,Y], = (XY — YX,x,) (e) 
= PAX TY 一 《YY zu) 
上 


= (XY 一 了 发》 
换言之 [X,Y] 一 X7 一 YX， 只 不 过 是 矩阵 乘法 . 
在 第 一 章 中 我 们 是 用 显示 的 式 子 


cm 


来 定义 映射 

exp : Bln,R) GL(n,R) 
的 . 考虑 映射 a: R 一 =GL(n,R)， 

alt) = >) A 一 expCX). 《1) 
我 们 在 第 一 章 里 已 经 看 到 ， 若 六 和 YY 可 换 ， 则 

exXPKX 十 了 )》 一 expX。expY- 
特别 是 ， 这 意味 着 

alt + 8) = exp(tX + sX) = exp(tX) + expl(sX) 
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= a(t)atls). 
于 是 a 是 一 个 同 态 . 因为 老 级 数 一 致 昌 绝 对 收 致 , 我 们 可 以 逐次 微 
分 而 得 到 
1 Xt 
eg (t) = 的 rr 
所 以 有 a (0) 二 X. 这 意 昧 着 ,在 GLG,R) 情 况 下 ,指数 映射 
exp ? B{n,R) 一 一 > OL(n,R) 
正 是 由 指数 寡 级 数 (1) 给 出 的 ,这 说 明 指 数 映射 这 个 -- 般 的 名 词 的 
来 源 . 
另 一 个 简单 但 很 重要 的 例子 是 环 面 群 (torus group) 7 二 S'X 
… XS!， 很 清楚 ， 如 果 6==G,X6s 是 一 个 乘积 群 ， 则 
L{0) = LG) xX L025) = L(G)) BD LO;) 
正 是 矢量 空间 二 cm 和 二 cz) 的 直 和 , 面 括 弧 运 算 可 以 按 各 成 分 来 
进行 ,所 以 只 需要 考虑 特例 
8 = {z€E Cl = 1}. 
因为 dims'==1, 所 以 作为 一 个 矢量 空间 上 (3) 实 R, 但 蚌 一 维 空间 
只 有 平凡 的 括 张 积 , 因 为 ,如 果 z 是 一 个 基底 天 量 , 则 [X,Y 二 [ 观 ， 
如 ] 二 44[d,d] 二 0, 这 样 LC5') 是 平凡 的 Lie 代数 ,类 似 地 工 (mm) 兰 
R" 也 是 平凡 的 Lie 代数 .为 了 作 指 数 映射 ,我 们 作 嵌 入 S1Cc. 于 是 
7e(S') 正 是 紧 的 直线 , 即 
ek T,(8') = (ilt € R}. 
在 这 个 表示 之 下 ,指数 映射 就 是 平常 的 指数 函数 
exp(it) 一 ee 
显然 可 以 利用 Lie 群 6 及 其 Lie 代数 之 间 的 
图 5 ”指数 映射 exp : LCG) 一 >6 来 建立 代数 问题 和 拓 
扑 问题 之 间 的 关系 , 例如 ,一 个 Lie 代数 工 的 子 代 
数 玉 CL 是 上 的 子 空间 ;而 且 X,Y 了 Km>[X 门 GE 天 .Lie 于 群 HCG 
同时 是 6 的 子 群 和 子 流 形 ( 在 广义 意义 下 ), 给 出 Lie 子 群 HCG， 
则 由 包含 映射 i: 太一 一 6 的 微分 之 定义 出; T,《(#) 一 >T.《0) 蚌 一 
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个 单 射 .所 以 二 (8ICL42) 可 以 看 作 -- 个 子 空间 . 因为 光滑 同 态 总 
是 保持 括 弧 积 的 ,所 以 LCD)CE5OO) 又 是 一 个 子 代数 .反之 ,从 一 
个 子 代 数 . 太 CEL) 出 发 ,分 布 .和 = 二 村 ,(A)CT,(0) 是 对 合 的 . 因 
为 ,了 中 的 矢量 场 一 定 都 是 这 样 的 形状 :X.YEKR, 若 XX,-… ,Xl 是 
子 空间 玉 的 基底 ,而 祥 ,YE.Z 是 任意 的 , 则 

[X,Y] = [XY = (>) aX) = Plax. 


这 是 因为 左 平移 是 保持 括 怠 的 积 的 , 令 妃 为 ,和 的 包含 单位 元 的 最 
大 积分 子 流 形 , 则 HCG 是 一 个 子 流 形 , 它 也 是 0 的 子 群 ,因为 车 
所, 则 天 和 和 妇 二 者 都 是 .的 包含 二 的 最 大 积分 子 流 形 . 故 由 唯 
一 性 有 五 天 大 .由 积分 子 流 形 的 定义 清楚 地 有 元 (8 一 了 (人 下) 一 天 . 
这 就 建立 了 8 的 Lie 子 群 和 (9) 的 子 代数 的 一 一 对 应 . 
例 设 00)CoerL(n) 是 正 交 群 ,有 即 
On) = {AC GLm) |A4 = 44 = 1}. 
人 4 表示 短 阵 4 的 转 置 ,在 第 一 章 里 我 们 已 看 到 ,0(x)C6L(m) 是 . 
CC) 的 子 流 形 , 易 证 0Cn)CGLCn) 是 Lie 子 群 , 为 了 辨认 出 
K=L(0()) CL OL )=B(n) = Bn,R), 
令 匀 EECn,R) 属 于 天, 则 (expQX)E O(n) ,从 而 


《exp EX) Cexp LX)' = (exp tX) (exp ix = 1, (1) 
对 函数 上 一 (exp LX)(exp tX) 在 :=0 求 导 , 即 有 
有 十 一 0. (2) 


肥 过 来 ,车 (2) 成 立 , 则 XX 和 X' 可 交换 .而 
(exp LX) (exp 1X') = exp((X + KX)) = exp0 = 1 
所 以 
L(O()) = {XE€ EC(n)|X+ X= 0}, 
即 是 反对 称 和 矩阵 的 子 空间 . 作为 一 个 应 用 ,注意 到 这 个 子 空间 的 维 
数 是 


和 


所 以 这 必定 也 是 子 流 形 0(n) 的 维 数 ， 
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虽然 这 里 只 是 重复 了 第 一 章 中 的 计算 ,方法 却 是 很 一 般 的 , 通 
这 微分 定义 的 关系 式 (1) 来 得 到 (2) 式 ,由 于 这 个 原因 , (2) 时 常 被 
称 为 (1) 的 无 限 小 条 件 . 


3 2. 局 部 同 构 ,Sophus Lie 的 基本 定理 


Lie 群 6 的 Lie 代数 5(9) 在 何 种 程度 上 包含 了 有 关 G6 的 信息 ? 
两 个 Lie 群 具有 相同 的 Lie 代数 , 当 且 仪 当 它 们 彼此 为 局 部 同 构 . 
首先 ,我 们 当然 不 能 期 望 CCG) 可 以 大 范围 地 决定 GE) 一 人 CC) 
中 全 是 处 的 方向 导数 ,而 为 了 求 方向 导数 只 需要 知道 e 附 近 的 
情况 .在 [发 , 妇 的 定义 中 涉及 群 乘积 , 因为 我 们 用 左 平移 zs 来 将 
区 铺 成 一 个 大 范围 的 矢量 场 文 ,但 是 为 了 得 到 |,Z] 其 实 只 需要 
把 X 铺 到 e 的 一 个 邻 域 中 就 行 了 ,所 以 ,我 们 能 够 希望 的 最 多 就 是 
L(G) 可 以 提供 局 部 的 信息 . Sophus Lie 本 人 原来 的 工作 肯定 了 这 
个 事实 ,后 来 就 称 为 Lie 的 三 个 基本 定理 .注意 ,我 们 虽然 用 的 是 
现代 的 大 范围 的 群 的 语言 ,问题 本 质 上 是 关于 欧 氏 空 间 的 . 群 乘积 
及 其 导数 变 成 微分 方程 问题 . 我 们 已 经 给 出 了 关于 它 的 基本 定理 ， 
即 Frobenius 定理 . 下面 纵 一 些 定 义 . 

两 个 Lie 群 6 和 cz 之 间 的 同 态 了 : 6G, 一 -*G; 是 一 个 群 同 态 ， 
面 且 同时 又 是 流 形 间 的 光滑 映射 . 令 广 是 6 上 的 左 不 变 矢 量 场 ， 
则 在 Cs 上 定义 了 如 下 

7(Q@) = dLo{df XCe)). 《1》 
由 定义 计算 知 , 了 也 是 左 不 栾 和 的， 所 以 一 -> 了 定义 了 一 个 映射 
了 .。: LIGD) 一 CGOz)， 
它 显 然 是 矢量 空间 的 线性 上 映射, 此 外 广 和 了 是 了 -相关 的 . 因为 车 
= 了 (P) ,出 
PFCP)) = dis * df (RCe)) = dLnm ° Xe) 
= d(f ° Le)X(Ce) 一 df (KP)), 
这 里 用 到 了 同 态 蕴涵 Zrm。 了 一 ff。 ,所 以 了, 保持 括 弧 运算 , 因 
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此 是 Lie 代数 间 态 .了 一 一 f, 这 种 联 属 关系 具有 “沙子 性 质 ”(func- 
torial broperties) : 

(1) 车 jd : 6 一 ”8 是 人 恒 等 同 态 , 则 (id) ,一 id : 二) 一 CC) 
是 恒 等 映射 

(2) 若 9 : 6; 一 一 G3 也 是 同 态 , 则 (Cg。 六 .一 9 。 了 .特别 , 当 
了 是 同 构 时 ,了 .也 是 同 构 . 

如 果 上 (9) 和 7.(G) 同 构 , 则 很 容易 看 到 了. 同 构 于 df. 此 外 ,了 
与 指数 映射 : 


df 


L(G) L(GQ2) 
oo I” 
Re 


是 可 换 的 ,回想 一 下 的 计算 :给 出 ELCG1) ,我们 取 G1 中 的 昌 
线 a(D 使 w (00) 二 XX, 令 8 二 。a, 则 adfCtX) 二 PC(0). 在 我 们 的 情况 
下 , 取 
alt) = exp tX, 
但 若 f 是 同 态 ,# 就 是 一 个 单 参数 子 群 .因此 由 定义 有 
了 (exp £X) 一 在 (划一 exp (Uf(X)). 
即 令 了 不 增 大 范围 的 定义 ,我 们 仍 可 得 到 了 . ,一 个 局 部 同 态 就 是 
一 个 光滑 映射 fi NCO, 是 单位 元 e€ ol 的 一 个 邻 域 ， 
而 且 了 有 以 下 性 质 : 
(LH): 着 P,8EU 而 是 PREV, 则 fCPO)=f 了 (PYF CO). 
这 个 条 件 不 太 令 人 满意 . 如 果 没 有 能 使 PBBEVU 的 P,8EU, 则 
(LH) 仪 作为 对 空 集 的 条 件 而 得 到 满足 . 不 用 担心 ,总 有 一 个 邻 域 
Ci 存在 使 当 P,8EY 时 ,PQE Ui( 这 是 关于 拓扑 群 的 一 个 初等 
事实 , 即 群 乘积 GXG 一 >0 在 Ce,e) 点 连续 ) ,所 以 (LH) 是 有 意义 
的 , 而 我 们 象 前 面 那样 定义 了 和 了, ,特别 是 若 了 : 由 一 Us 是 eE 
Gl 的 某 邻 域 UU 和 ee 各 CGz 的 某 邻 域 Us 之 间 的 微分 同 眶 ,而 县 了 和 
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六 /都 是 局 部 同 态 , 则 了 称 为 局 部 同 构 . 它 显然 是 一 个 等 价 关 系 .f， 
的 函 子 性 质 说 明 局 部 同 构 的 Lie 群 具有 相间 的 Lie 代数 ,这 就 是 
Lie 第 一 基本 定理 . 

更 有 趣 而 且 显 然 更 实质 的 问题 是 它 的 逆 . 车 G, 和 Ca 具有 相 
同 的 Lie 代数 ,它们 是 否 局 部 同 构 ? Lie 的 第 二 基本 定理 对 此 做 了 
肯定 的 回答 . 现在 我 们 来 加 以 证 明 . 令 wm : 上 56) 一 >*L(02) 是 6, 和 和 
Gs 的 Lie 代数 间 的 同 构 . 我 们 知道 积 L(G,)XL(G6,) 是 Lie 群 6,X 
G2 的 Lie 代数 . 在 其 中 考虑 

KF = {p97)) |r € LO)), 
为 代数 同 态 ,因此 容易 导出 玉 是 上 (G1) XLC6z) 的 子 代数 . 所 以 
我 们 有 一 个 Lie 子 群 HC6, XG 使 LC(H) 二 K, 令 让: HH 一 一 是 
包含 映射 i: 妇 一 >0,XGs 后 再 接 上 投影 G1XGs 一 ->G1. 很 容易 看 
到 af : 太一 一 上 L(G) 就 是 
(zr PTI) Ez. 

它 显然 是 一 个 同 构 , 由 隐 沙 数 定理 ,f; 是 局 部 微分 同 胚 , 子 是 有 。 
在 中 的 一 个 邻 域 和 EB 的 一 个 邻 域 V 以 及 到 V 上 的 微分 
辣 肛 9 :Ui 一 r 使 fg=1v ,9 方 一 1r. 因为 广 是 同 态 ,这 表明 ? 是 
一 个 局 部 同 构 . 

令 六 :下 一 ~ 和: 是 包含 映射 二 一 >*GXGa 继 以 投影 GX 

2 一 ”02, 子 是 zf 就 是 

(2 PII pr), 

因为 gq 是 一 个 同 构 ,所 以 它 也 是 一 个 同 构 . 于 是 产 是 一 个 局 部 微 
分 同 是 ,从 而 也 是 局 部 局 构 . 所 求 的 @ 和 Gs 之 间 的 局 部 同 构 f 可 
由 组 合 " 与 f; 而 得 .注意 , 按 我 们 的 作法 ff 二 g, 所 以 我 们 实际 上 
已 证 明了 在 Lie 群 的 局 部 同 构 和 Lie 代数 的 代数 同 构 之 间 有 一 个 
一 一 对 应 . 还 要 注意 ,# 妇 的 存在 是 Frobenius 定理 的 一 个 推论 ,所 以 
上 述 定 理 实际 上 是 一 个 微分 方程 的 定理 . 

作为 应 用 ,讨论 如 下 情况 , 令 Y 为 实 域 上 的 矢量 空间 ,在 矢量 
的 加 法 运算 下 ,上 显然 是 Lie 群 . 因 此 , 可 以 确定 它 的 Lie 代数 
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上 L(V). 早 就 知道 作为 矢量 空间 .LG )==r 怡 为 "本 身 ,为 了 算出 括 
绕 运 算 ; 先 写 出 切 众 TO) 二 VXF. 设 XELOU 二 0xF 为 了 (的 
一 个 元 , 则 左 不 变 矢 量 场 文 显然 击 下 式 给 出 

X(z) = dL.(X) = (rz,X). 
由 此 挫 知 (1) (xz) 二 Dxf(z) 恰 为 在 z 点 处 沿 着 X 的 方向 导数 . 设 
eye 为 了 上 的 一 组 基 , 则 

二 > 去 ， 

其 中 系数 入 均 为 沉 数 , 则 5 一天 推 知 [X, 了 一 0. 一 个 Lie 代 
数 工 , 若 对 任何 X,YEL 均 满足 [X,Y 二 0, 则 称 为 平凡 Lie 代数 , 设 
0 为 Lie 群 , 且 4X.C60) 是 平凡 的 , 则 根据 Lie 群 的 定理 , 群 8 局 部 同 构 
于 某 个 矢量 群 Y(dimr 二 dimG). 由 于 7 的 运算 是 可 交换 的 , 故 在 。 
E96 的 某 邻 域 6 内 群 的 习 法 运算 也 是 可 交换 的 ,车 再 设 6 是 连通 
的 , 则 熟知 生成 G6, 故 6 为 可 交换 的 .因此 具有 平凡 Lie 代数 的 连 
通 Lie 群 6 为 Abel 群 . 

上 述 结 果 的 逆 也 是 对 的 . 从 下 述 的 一 般 考察 开始 , 设 a,8 为 6 
中 两 曲线 ,满足 a(0) = 6(0) =e 且 具有 初始 方向 X,Y EL(O), 则 
y(t) 一 el 引 8(1) 也 满足 y(0) 二 4 的 曲线 ,问题 是 如 何 计算 初始 方 
癌 ¥(0)? 令 机 :GXG 一 ->6 为 腾 法 映射 , 则 y 是 复合 映射 ; 


《ar py 催 
R— ”GXG——G. 


故 得 
(0) = errn(efa .0)) = dm XY). 
注意 T.(GXO) 一 T,(G) XT(G), 故 
(CXF) = CX,0) + (0,7). 
由 于 dm 是 线性 的 , 故 只 须 算出 dm(CX,0) 和 emn60, 了 了) 就 足够 了 . 对 
于 YY 一 0, 是 取 8(t)=e 为 常 值 曲 线 ,这 时 7 日 一 ef 人 0586 一 ai)e 一 
< 六 . 由 此 推 知 
dnfX0) = X. 
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类 似 地 din(0,7) 二 Y .因此 对 于 通过 便 等 元 e 的 两 曲线 之 积 y(2) 二 
atlB(ti 得 
y (0) 一 afC0) 十 BC0)， 

踊 恰 为 初始 矢量 之 和 . 

将 上 述 结果 应 用 于 X,YELCO) 以 及 al 人 ==exp tX,8()== 
exp 六 , 即 知 十 了 为 曲线 

Vt) 二 exp ti :expit 
的 初始 矢量 , 遗 城 的 是 因为 exp 1X ,exp 引 可 能 不 是 彼此 可 交换 的 ， 
ry( 引 一 般 并 不 是 单 参数 于 群 , 矢量 Xx 十 Y 是 对 应 于 一 路 径 的 单 参数 
于 群 , 但 它 可 能 不 易于 表示 出 来 . 然而 ,车 怠 恰 为 可 交 搁 的 , 则 y 确 
为 单 参 数 子 群 ,这 就 得 到 
exp tX + exp tlY = exp t(X + Y), 

因此 exp:L(G) 一 >6 是 矢量 群 L(G) 和 0 之 闻 的 癌 态 映射 ,在 下 一 
节 中 和 将 证 明 exp 为 一 局 部 同 蚜 映射 ,再 次 由 Lie 氏 定 理 推 知 G 和 工 
(9) 有 相 局 的 Lie 代数 LG) 二 LCLCO)). 因为 LCL(G)) 是 平凡 的 ， 
故 二 CC) 也 是 平凡 的 ,因此 ,有 以 下 定理 ， 

定理 一 个 连通 Lie 群 C 是 可 换 的 充分 必要 条 件 是 它 的 Lie 
代数 是 平凡 的 . 

具体 地 说 , 设 5 连通 且 可 交换 的 ,已 知 

€xp:L(G)——> 8 
为 一 同 态 映射 ,其 中 L(G) 是 矢量 群 , 由 于 exp 覆盖 了 一 个 。 在 0 中 
生成 的 6G 的 邻 域 , 故 知 它 为 满 映 射 ,因此 作为 群 有 0 二 LCG)/K ,其 
中 
K = ker exp C LO) 
为 一 子 群 ,由 于 0E 天 为 孤立 点 , 故 天 中 任 一 点 雹 为 孤立 点 或 者 说 
K 为 L(G) 的 离散 子 群 . 令 U= (KK) 为 KK 所 生成 的 矢量 子 空 间 , 且 
设 V 为 满足 LCG)=0@V 的 5 的 补 空间 .显然 explr 为 一 对 一 的 ， 
因此 
G=U/K XV, 
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群 了 上 确 为 另 一 个 矢量 群 , 商 上 /六 为 一 个 环 面 群 ,这 是 熟知 的 ,这 个 
论证 由 如 下 引 理 进行 ， 

引 理 设 #=dimt, 存 在 4 个 线性 无 关 的 元 (4 ，…,&.)CK 满 
足 天 一 人》, 即 天 是 由 号 ,生成 的 子 群 . 

证 对 =* 作 归纳 证 明 . 若 dim0 一 1. 令 eED 为 一 基 , 考 虑 

和 一 inftf2 人 307e EK}, 
由 于 六 是 离散 且 闭 的 , 故 加 > 0 上 和 一 MeE 天 .车 上 和 GE 玫 , 则 
ji 二 sh 十 pK， 之 ,1 为 整数 . 

由 于 we 一 12je 一 aoe 所 到 ,所 以 上 一 0, 即 得 KK 二 《ko0》 

在 一 般 情 形 , 设 证 E 天 为 五 的 一 个 非 可 除 元 , 即 扣 不 能 写成 忆 
一 Mi 其 中 心 E 玉 县 n>1. 由 于 玉 是 离散 的 ,如 此 的 如 一 定 存在 ， 
可 得 如 下 的 正 合 序列 

0— (kr KR RK/{b}——> 0. 

作为 R 上 矢量 空间 的 加 法 群 的 子 群 tt:》 和 太 都 是 无 挠 (torsion 
free) 的 . 而 五 的 非 可 除 性 使 得 ,二 K/h 也 是 自由 的 . 根据 初等 
代数 的 熟知 事实 知 ,K 二 tt,》DK, 分 裂 成 直 和 , 显然 在 这 样 的 UU 上 
并 作 归 纳 就 完成 了 证 明 , 因 此 得 到 如 下 定理 . i 

定理 一 个 连通 交换 Lie 群 CE 同 构 于 群 RRX7'， 其 中 Re 为 加 
法 矢量 群 面 2 为 环 面 群 。 特别 ， 一 个 连通 紧 的 交换 Lie 群 6 同 构 
于 环 曾 群 7". 

现在 只 剩 下 一 个 问题 , 即 存在 定理 . 是 否 每 个 Lie 代数 工 都 是 
一 个 Lie 群 人 的 Lie 代数 ?这 就 是 Lie 的 第 三 基本 定理 , 实际 上 , Lie 
并 没有 大 范围 地 回答 按 上 面 方 式 提出 的 问题 ， 他 所 向 的 只 是 局 部 
的 . 如 果 这 样 的 Lie 群 存在 , 必须 能 构造 欧 氏 空间 中 的 乘积 函数 来 
作出 所 需 的 Lie 代数 上， 这 里 所 应 适合 的 条 件 又 是 一 个 微分 方程 ， 
它 的 求解 要 求 可 积 性 条 件 : 还 是 Frobenius 定理 ,结果 是 , 给 一 个 
Lie 代数 正 是 给 一 个 所 需 的 可 积 性 条 件 . 关于 群 运算 通常 所 需 的 结 
合 性 条 件 等 等 , 都 可 以 从 唯一 性 得 出 . 所 有 这 一 切 在 Pontrjagin 的 
“连续 群 ”一 书 中 都 有 完全 的 讨论 ， 所 以 我 们 不 再 去 讲 了 , 我 们 问 
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这 样 -- 个 问题 : 一 个 局 部 同 构 “好 ”到 什么 程度 . 若 1: 一 >t 是 
与 6; 间 的 一 个 局 部 同 构 , f 柯 时 可 以 扩充 为 一 个 大 范围 的 同 构 ? 
或 宇 少 扩充 成 一 个 大 范围 的 同 态 ?现在 我 们 还 不 能 充分 地 回答 这 
些 问 题 ， 但 是 我 们 要 指出 ， 从 这 一 点 开始 ， 问 题 完 全 是 一 个 大 范 
笨 的 拓扑 学 问题 ， 而 要 用 到 基本 群 的 概念 ， 我 们 将 在 关于 技巧 性 
材料 的 各 节 中 讲 到 其 中 的 一 部 分 . 


3 3. 指数 映射 ， 较 深 的 结果 


以 上 我 们 所 建立 的 只 是 Lie 群 理论 的 初等 部 分 ， 用 到 的 还 只 
有 Lie 代数 的 存在 和 Frobenius 定理 ， 现 在 我 们 已 经 可 以 进入 更 实 
质 性 的 理论 了 .关键 在 于 对 指数 映射 exp:L(0) 一 >0 作 更 仔细 的 
考查 . 我 们 把 它 写 成 

RX L(G)—0, {tt,X)F—>exp 1X, 
以 强调 exp tX 是 两 个 变 元 1 和 的 芽 数 . 我 们 知道 ,对 于 图 定 的 
Xexp tX 是 1 的 光 请 函数 .这 可 由 Picard 关于 微分 方程 的 定理 得 
知 , 但 是 ,至 少 是 搞 分 析 的 入 ,都 知道 一 个 更 细微 的 结果 , 即 常 微分 
方程 的 解 还 光 请 地 依 束 于 初始 条 件 , 只 要 矢量 场 是 光滑 的 . 现在 就 
是 这 种 情况 . 于 是 exp tX 对 上 和 都 是 光 请 的 .承认 这 一 点 以 后 ， 
我 们 就 可 以 在 6EZ(C) 点 来 计算 exp:5C6) 一 ->6 的 导数 , 我 们 知道 
ToL(0))=L(0), 
Tepe (0) = TO) = L(O)., 

引 理 ”aexp=1:Z(0) 一 2(G) 是 恒 等 喘 射 . 

证 明 是 很 容易 的 ,为 了 在 关 ELCG) 处 计算 tdexp) CX), 在 流 形 
L(G) 上 选 一 过 0 的 曲线 y(2) ,使 它 在 起 点 :一 0 处 的 方向 是 (0) 一 


,于 是 dexp(X) 一 乞 (expy(0) -但 在 我 们 的 情况 ,可 以 取 ry() = 
二, 然后 由 定义 
CexpyC) eo 一 (exp {XX) m0 一 太 . 


这 样 一 来 ,由 隐 瑞 数 定理 exp 在 0€ LCG) 的 某 个 邻 域 7 中 
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就 是 一 个 微分 同 胚 .将 站 里 到 6 的 某 个 邻 域 i 上 ;exp 其 局 部 道 
exp i 一 CLCGG) 可 以 用 作 台 的 光滑 构造 的 局 部 坐标 , 这 个 坐 
标 自 然则 称 作 对 数 函数 jog 一 exp (在 Pontrjagin 书 中 称 为 第 一 类 
标准 坐标 ). 

作为 一 个 应 用 ,我 们 回 到 前 面 讨论 过 的 一 种 情况 . 令 天 忆 
5L(8) 是 一 个 子 代 数 .于 是 我 们 知道 有 一 个 Lie 子 群 ECG 使 乓 一 
L(H),H 被 抽象 地 描述 作 一 个 分 布 的 最 大 积分 子 流 形 . 现在 我 们 
可 以 更 具体 地 讲 H. 显然 革 包含 了 集 expK = 二 {expX|XE K}.H 是 
连通 群 .由 此 ,expK 包含 e€#H 的 一 个 邻 域 . 任 一 个 连通 的 拓扑 群 
都 是 由 单位 元 的 某 个 邻 域 所 生成 的 ,这 是 拓扑 群 的 一 个 初等 的 事 
实 . 所 以 H 是 由 expK 按 抽象 群 的 意义 所 生成 的 , 即 挟 中 每 个 元 都 
可 写成 一 个 有 限 积 了 expX,, 这 里 X € K. 一 个 连通 Lie 群 的 同 态 
人 0 一 > 6 完全 由 其 诱导 映射 了 :2 一 > L(G2) 所 决定 . 

为 了 一 个 更 加 重要 的 应 用 ,我 们 将 讨论 Abelian Lie 群 的 构造. 

设 m:0XG——"0 为 乘积 映射 , 则 有 导数 

dm:TAG X 0) = TG) X TO) 一 一 了 (G). 
对 矢量 (X,Y ECG)XT Ge) 计算 arr(CX,P). 注 意 , 因 为 (X, 了 ) 一 
《X,0) 十 (0, 了 7), 所 以 由 线性 性 质 我 们 只 需 计 算 tm(X,0) 和 dm(0， 
好. 如果 <:R 一 "是 中 的 单 参 数 子 群 卫 w 00) 一 X, 则 
GR— GXG, ti-—r(a(t),e) 
显然 是 0X6 中 一 条 曲线 ,使 得 5(0)=eXxe 上 且 zr(0) 一 (X ,0). 于 是 
由 定义 
dm( X,0) = (mo° Er (0), 
wm。Z 二 a, 从 而 有 ea(X,0) 一 工 . 子 是 算出 
dmn(X,Y) 二 XX 十 Y. 

设 上 是 R 上 的 矢量 空间 ,dimy ==n. 则 7 在 矢量 加 法 下 为 一 个 
Lie 群 , Lie 代数 LCV) 作 为 一 个 矢量 空间 LCV) 一 Y. 如果 我 们 赋 与 信 
一 个 整体 的 坐标 系 (5，… zx)( 即 选择 了 的 一 组 基底 ), 则 矢量 场 如 
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(一 1,2,…，a) 显 然 是 左 不 变 的 . 这 仅 是 一 个 简单 的 事实 , 即 


A a 
(dh f+)] = 


ats 


现在 ,| 总,i= 1 ,2,…,n] 构 成 了 Lie 代数 LC(W) 的 一 个 基底 . 因为 


9 9 
区 
则 对 所 有 的 X,YELCY) 有 [X,Y] 二 0, 即 LCY) 是 平凡 的 Lie 代数 . 
设 6 是 一 个 Lie 群 且 X,YEL(G), 考虑 曲线 
?KE = (exp tyCexp 好 )， 
如 果 G 不 是 Abei 群 , 则 一 般 来 说 ”不 是 一 个 同 态 . 但 它 仍 是 一 条 
曲线 ,那么 ” (0) 是 什么 ?按照 上 面 一 般 的 讨论 ,有 
(0 一 十 了 
如 果 G 是 Abel 群 , 则 ”是 万 态 且 有 
exhptX 十 节 ) 一 expX 。eXpY。 
这 意味 着 当 L(G) =V 是 矢量 加 法 下 的 Lie 群 时 
exp :了 (C) 一 > G 
是 一 个 群 谋 态 . 因为 我 们 刚刚 看 到 exp 也 是 一 个 局 部 微分 后 肛 ,于 
是 得 出 结论 :L(G) 和 G 是 局 部 请 构 的 ,因而 有 相同 的 Lie 代数 , 即 
L(G) 一 了 (了 ECG)) = L(Y) 
是 平凡 的 . 反之 ,如 果 5(G) 是 平凡 的 , 则 
dlexp) = id:L(L(G)) = L(V) ——* L(G) 
是 一 个 Lie 代数 同 构 , 困 而 了 和 2 一 定 是 局 部 同 构 的 ,特别 6 是 局 
部 Abel 群 . 如 果 再 加 上 @ 是 连通 的 , 则 G 是 整体 Abel 群 . 在 这 种 情 
况 下 ,我 们 还 知道 
eXpD (CCD 一 一 > 人 
是 一 个 局 态 而 且 是 映 上 的 ,因而 G4==LCG)/ker(exp). 这 样 我 们 证 明 
了 下 而 的 定理 . 
定理 ”一 个 连通 Lie 群 6G 是 Abel 群 当 且 仅 当 LCG) 是 平凡 的 . 
在 这 个 情况 下 ,6 二 R XT 与 矢量 群 Re 和 环 面 7' 的 圈 积 同 构 . 特 
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别 ,一 个 连通 的 紧 的 Abelian Lie 群 6 是 一 个 环 面 - 

这 个 定理 不 仅 就 其 本 身 而 言 是 有 用 的 ,而 弓 它 也 为 括 红 运 算 
[X,Y] 提 供 了 一 些 新 的 意义 , 其 非 平 凡 性 正 是 6 的 非 可 换 性 的 度 
量 . 

定理 (光滑 构造 的 唯一 性 ) ”Lie 群 6 到 Lie 群 6; 的 连续 间 态 了 
:G~ 一 >G: 一 定 自 动 地 是 光滑 同 态 . 

如 果 把 这 个 定理 中 的 同 态 和 Lie 群 换 成 连续 映射 和 流 形 ， 得 
到 的 结论 自然 是 荒唐 透顶 的 ， 所 以 这 个 定理 对 于 Lie 群 可 以 成 立 
实在 是 Lie 群 的 十 分 独特 之 处 . 特别 是 , 它 说 明 对 于 4 上 的 一 个 已 
给 的 拓扑 ， 至 多 有 一 种 方式 使 6G 成 为 Lie 群 . 这 就 使 我 们 可 以 讨 
论 , 一 个 已 知 的 拓扑 群 6 是 否 是 Lie 群 而 不 必 指 明 这 个 Lie 群 有 什 
么 样 的 光滑 构造 (但 必须 事先 给 定 拓 扑 ， 这 是 很 重要 的 ， 例 如 实 
数 轴 如 果 研 以 离散 拓扑 和 通常 的 拓扑 就 可 以 两 种 不 同 的 方式 做 成 
Lie 群 ). 

如 果 这 个 定理 成 立 , 那么 它 对 G, 二 R (实数 轴 ) 这 个 特例 也 应 
成 立 . 

定理 ” 实 轴 R 到 Lie 群 6 的 连续 同 态 a:R 一 >0 一 定 是 光滑 
的 ， 

证 令 8 的 Lie 代数 为 LC(0), 而 exp:L(0) 一 x6 是 指数 映射 . 
令 了 为 0EL(Ce) 的 一 个 邻 域 而 县 exp:V 一 VU 是 F 到 eEG 的 某 个 
邻 域 4 上 的 微分 同 环 ,log:4 一 -VY 是 对 数 映射 . 取 0EL(C0) 的 邻 域 
WCY 使 X,YEW=>X 十 YEV, 由 连续 性 ,可 以 取 a 省 0 使 当 | 过 时 
a(t} EV=expWCL ,再 令 

B:(— eg) 一 一 了 (CC) 
是 映射 6(D 二 loga(). 设 | 过 e,i,t 是 正 整 数 , 目 /所 ,有 


exp(IBC/E)) = [exp B/E)Y = [oa 下) 


-人 -md 
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于 是 
-但 0) 
这 表示 ,对 于 一 切 1y| 之 1 有 f(y) 二 y8(t) ,大 家 知道 ,能 适合 这 个 
关系 的 连续 函数 只 能 是 
Bt) = cty 

c 是 和 常数， 这样 8 是 光滑 的 .所 以 a=exp。8 也 是 光滑 的 . 

上 面 的 讨论 还 不 完全 ,对 于 (* ) 式 ,只 有 当 我 们 知道 
A( 开 和 妈 ( 直 都 在 Y 中 时 ，(* ) 式 才能 成 立 , 因 为 我 们 只 知道 
在 上 中 exp 是 一 对 一 的 . 既然 已 育 |/#| 之 ,我 们 知道 24885) ET. 
事实 上 我 们 甚至 有 8C/8)EWCV. 所 以 问题 是 在 于 18C/8) ,就 我 
们 所 知 它 还 不 一 定 恒 在 站 内 . 我 们 将 要 证 明 它 不 会 在 了 外 ,因为 
如 果 对 于 某 个 整数 六 外 CA 在 了 外 , 取 : 为 这 种 整数 中 最 小 的 一 
个 . 因 jitl 委 | 旧 <e 故 有 [1. 由 定义 ,人 (一 1)68(6EPF ,所 以 对 人 
一 1),《* ) 式 成 立 , 而 


(一 Da/E) = A 和 1)， 


这 时 得 到 更 强 的 结论 , 即 (t 一 1)8(twDE 六 ,因为 4[ 与 2 EW, 叉 
因 8(t/#) EW, 故 
(二)= Qa Dp( 专 )+ a(f)e WWCVY. 
为 了 得 到 一 般 的 定理 ,我 们 需要 一 个 引 理 . 
引 理 邻 L(G)=V, 旨 VP,, 将 LCG) 分 为 两 个 矢量 空间 ,于 是 映射 
PLOO—r GG, {yt )t—r expvyr * expts 

在 0 点 蚌 局 部 微分 同 有 凸 .“ 

证 wp 是 以 下 的 复合 


* cf, P. Tondeur, Introduction to Lie groups and transformation groups, p, 113, 
Lemma 6. 3. 2. 
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1 PD 户 
4 表示 乘积 . 利用 uip,e) 二 nleyp) 二 7 ,很 容易 计算 出 妇 ==id. 
作为 一 个 系 , 邻 (X;,…,X,) 是 5(0) 的 矢量 空间 基底 ,于 是 


:LO)—> CC， 
Se 于 eXPTKE X,Y 
是 马 部 微分 同 有 蚜 , 它 的 逆 叫 做 第 二 燃 标准 坐标 . 
现在 令 了 :8Q 一 >G; 为 连续 同 态 ,(X),…,X,) 是 上 (G1) 的 基底 . 
于 是 对 于 每 个 1<&i<&n， 
ht) = flexp tX,) 
都 是 2: 的 单 参 数 子 群 , 因 此 也 是 光滑 子 群 ,于 是 映射 


fo PIL ) 一 一 ~-G， 
DX A I expctx,))| 一 11 ps) 

也 是 光滑 的 . 这 说 明了 在 点 <e€E 6 是 光滑 的 .但 是 很 容易 推论 出 ,在 
。 光滑 的 同 态 一 定 处 处 光 清 . 

解决 了 唯一 性 问题 后 ,余下 的 是 存在 名 题 . 每 一 个 拓扑 群 都 能 
做 成 Lie 群 吗 ? 显 然 需 要 一 些 限 制 ,Lie 群 至 少 是 一 个 拓扑 流 形 , 即 
为 局 部 欧 几 里 德 ,能 否 给 加 圭一 个 光滑 构造 使 成 为 Lie 群 ?这 就 
是 Hilbert 在 1900 年 国际 数学 会 上 查 出 的 Hiibert 第 五 问题 (在 这 次 
会 上 ,他 提出 了 各 个 领域 中 二 十 三 个 大 问题 ). 在 50 年 代 , Mont- 
gomerry 和 Zippin 终于 做 出 了 肯定 的 回答 ,成 了 Lie 群 理论 中 的 一 
个 重要 高 潮 、 


8 4. Lie 群 上 的 Taylor 级 数 展开 式 ， 
更 多 的 应 用 


上 -- 节 的 结果 建筑 在 -~ 件 事实 之 上 , 即 指数 映射 exp:L(0) 
一 6 是 原点 0E€ L(G) 的 一 个 邻 域 中 的 局 部 微分 同 且 , 从 此 给 出 了 
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微分 流 形 的 一 个 局 部 坐标 系 ( 即 对 数 ). 自然 地 要 问 exp 怎样 把 
L(G) 中 的 代数 运算 和 G 中 的 群 运 算 联 系 起 来 ,这 一 节 的 中 心 问题 
就 是 探讨 这 个 关系 . 我 们 将 会 看 到 ,这 里 又 有 许多 意料 之 外 的 问 
题 . 
2 中 的 基本 运算 是 乘法 和 道 . 令 X,YE ECG) ,考虑 
a{t) = (exp t£X) {exp tY), 
BU) = (exp tX)™!', 
a (t) 不 是 一 个 单 参 数 子 群 但 仍 是 一 条 曲线 . 所 以 我 们 可 以 计算 
w 人 0), 下 面 再 讲 乘 法 运算 
u:G xX G— 0. 
有 导数 
dx: LG) X LG) —> L(G). 
由 线性 关系 
AKC 了) = dy(X,0) + dut0,Y), 
GXG 中 过 (e,e) 点 的 方向 为 (X,0) 的 曲线 是 y(2) 二 (exp 1X,e). 因 
此 jyQ) 二 exp tiX, 从 面 
au(X¥,0) = (ny) C0) = X. 
于 是 有 dx(X,Y 了 ) 一 X 十 Y.a 是 以 下 映射 的 复合 


RPG x 0-0. 
因此 
a (0) 一 gu(X YY) 一 六 十 了 (1) 
与 此 相似 ,有 
PF(0) =— X. (2) 


对 这 些 计 算 可 以 解释 如 下 ;车 t 充 分 小 , 则 
alt) = (exp tX) (exp {Y) = expp(t, X,Y), 
这 里 p(t,X,Y) 是 点 texp tX) (exp 太 ) 的 对 数 坐标 , 且 有 
p0,X,Y) = 0. 
因为 texp= 二 jd, 故 
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a' (0) = dexp (pO XT) = p00.X,Y). 
故 (1) 式 表明 gp' (0,X,Y) 二 X 十 Y. 
9p(tXY) 是 一 个 5 图 数 , 所 以 可 以 考虑 它 的 Taylor 展开 式 


x 
BER ~ Mp0, XY) pe 


(这 里 一 只 表示 对 应 关系 而 不 表示 右 方 收敛 ). 而 上 面 所 述 只 涉及 
到 前 两 项 ,因此 ,L6G) 中 的 矢量 空间 运算 XxX 十 Y 和 一 X 只 是 群 6 中 
群 运算 求 积 和 求 逆 的 一 阶 近似. 既然 如 此 ,它们 当然 只 是 粗略 而 不 
精确 的 .例如 ,和 十 Y 是 可 换 的 而 6 中 的 乘法 一 般 却 不 是 . 最 后 , 希 
望 能 得 到 gp 的 完全 的 展开 式 . 我 们 要 指出 ,甚至 这 种 简单 的 一 阶 
的 结果 也 会 有 未 曾 预 料 到 的 很 强 的 结果 ,这 就 是 E. Cartan 定理 ， 

定理 (E. Cartan) Lie 群 6 的 任意 闭 子 群 都 是 Lie 子 群 . 

我 们 需要 证 明 HC6 是 一 个 子 流 形 ( 不 论 是 哪 一 种 意义 的 )， 
为 此 要 有 下 面 三 个 引 理 . 

引 理 ! 设 {X,} 是 L(G) 中 一 串 非 0 矢量 ,而 且 

(1) X.—*0; 

(ii)》 expX,E 和 对 一 切 n 均 成 立 ; 

(Ci) X,/1X,| 一 > 了 ,7Y 是 L(G) 中 一 个 元 ， 
则 对 一 切 :ER 有 exp(tY) EH. 

证 设 已 知 0 隆 iER, 则 |X.|/t 一 >0, 对 每 一 个 n, 取 使 得 1/7 
<<1x%.1A 的 最 小 的 整数 ps, 于 是 有 


工区 二 -1 
二 人 


即 


1 


EN 
pO— 1 


所 以 如 |X,| 一 一 t, 从 而 
exp(p,X,) 一 ep |X, | 六 一 op tY. 


但 是 expkp,X,) 二 (expX,)"E 寻 , 因 为 是 闭 子 群 , 故 知 exp(tY) EE 
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(t 尖 0).t 二 0 时 结果 是 明显 的 . 
仿 太 二 1 人 L400) exp 他 E# 对 一 切 LER 成 立 }. 
引 理 2 ACL(G) 是 一 个 子 空间 . 
证 设 Y 了 ,YER 且 了 十 Y2 关 0, 对 于 小 的 二 记 
(exp 1Y |) exp 1¥2) = expf 0). 


由 前 面 的 计算 知 170) 二 0, 了 (0) 二 了 十 Y2, 即 是 说 fCDVi 一 > 让 十 


7 今生 一 Fl 则 (Ci (ii 都 成 立 , 而 (ii) 中 的 了 = (7; 十 
ys 十 Yz1 .所 以 
YY = 1 二 YlY ER. 
引 理 3 expK 是 e 在 五 中 的 一 个 邻 域 . 
证 记 L(G)==KDK' ,我 们 知道 
PALO —— 0 (YY) (expY ) (expY') 

是 0€ L5G) 附近 的 局 部 微分 间 及 . 设 这 引 理 不 真 . 于 是 有 一 串 (， 
站) 使 得 (expy,) (expY,' ) 所 旦 ,fexpy)(expy 一-e 而 了 ,' 关 0, 于 
是 对 于 一 切 n 有 expY,' EH, 可 以 找到 一 个 子 序 烈 了 使 得 了 /1Y,| 
一 一 ,由 引 理 ! 得 YE KNE'. 这 是 矛盾 的 ,因为 IY'|=1. 

Cartan 定理 和 前 面 关 于 光滑 构造 唯一 性 的 结果 提供 了 寻找 
Lie 群 有 用 的 办 法 . Lie 群 的 每 一 个 闭 子 群 总 本 身 也 是 Lie 群 . 此 
外 ,上 面 的 证 明 也 断定 了 它 的 Lie 代数 . 

L(H) = {Y € L(G) |exp 培 € 对 一 切 i 成 立 } 

中 所 包含 的 矢量 正 是 相 联 的 单 参数 子 群 全 在 {中 的 矢量 . 

按照 Cartan 的 定理 ,前 而 证 明了 的 子 群 -- 子 代数 对 应 关系 中 
还 有 一 个 欠缺 , 即 需要 对 于 代数 RCLCGG) 作 一 个 代数 的 刻画 使 得 
相应 的 子 代 数 为 闭 , 我 们 所 知道 的 只 是 吾 由 集 {expY 1YE KR}) 所 生 
成 的 .可 以 取 瑟 的 闭 包 所 ,由 Cartan 定理 , 吾 是 Lie 子 群 ,可 能 会 有 
L5H) 大于 太 的 情况 ,事实 上 ,对 于 环 面 上 的 无 理 流 就 发 生 了 这 样 
的 事 . 

我 们 再 举凡 个 例子 .在 第 一 章 里 指出 了 正 交 群 O(n) CaLtcn) 
是 一 个 子 流 形 . 读者 可 以 看 到 ,那个 证 明 是 Cartan 定理 的 特例 - 事 
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实 上 .Cartan 定理 就 是 由 von Neumann 对 于 GCCnR) 的 团子 群 证 
的 . 

例 1 xzn 非 异 复 拖 阵 ( 即 非 异 复线 性 变换 ) 之 群 Ln.C). 和 
实 的 情况 一 样 , 也 是 一 个 Lie 群 (但 实 维 数 为 2?) ,而 它 的 Lie 代数 
是 - 切 *xz 复 矩阵 之 矢量 空间 B(x.,0). 

PL(a,C) 有 一 个 子 群 即 薄 群 {rn), 即 保持 C' 中 之 内 积 的 线性 
变换 之 群 , 用 矩阵 表示 

LO) = {AE CLC)|A4' = A*A = 7), 
4' 一 ( 久 ) 是 共 因 转 置 .显然 (n)CoLGa,C) 是 一 个 闭 子 群 . 利用 无 
穷 小 条 件 , 容 易 看 到 , 它 的 Lie 代数 由 反 Hermit 对 称 和 矩阵 (或 称 反 
共 轿 矩阵) 组 成 : 
L(An)) = {XE E(n,C)|IX+ xX" = 0}. 
由 此 ,很 容易 算出 ,4(a) 的 ( 实 ) 维 数 是 
dimti{n) = 2S\， 十 二 n(n 一 1) 十 RR 二 让. 
注意 ,GLCGa,R)CGLCn,C) 以 自然 的 方式 形成 一 个 闭 子 群 ,而 且 
Un) 门 GL R) = O(n). 
例 2 令 SLGC)CGLCGn1C) 是 么 模 (unimodular) 箱 阵子 群 
SL(n,C) = {A € GL(n,C) Hdetd = 1}. 
这 显然 是 GL(r,5) 的 一 个 团子 群 . 为 了 决定 地 (SGCa yc)) ,我 们 要 
注意 ,若是 挎 阵 X 的 固有 值 ,而 相应 的 固有 矢量 是 * 则 由 X% 二 
各 得 到 
(expX)v 一 2 Xv/k! 一 { >t1)s = ew. 


由 此 容易 得 出 ,着 (为 ,… ,为 ) 是 的 全 部 轿 有 值 组 (各 按 其 重 数 
计 ), 则 Cen，…,e*) 是 expX 的 全 部 固有 值 组 ,特别 是 
det(expX) = e's, 
Tr(X) = 六 是 X 的 迹 (trace). 由 此 ,再 用 无 穷 小 条 件 , 有 
LOSL(RC)) = {X € BO,C) {Tr(X) = 0}. 
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类 似 地 ,可 以 定义 纪 (a,R) 一 SLCasCc) 门 (CnR) ,而 且 
LCOSL(aAR)) = {X €E EOER)|TIX = 0}. 
例 3 SLCa:c)y 站 uc) 一 SC SL,R) OG) = S00n). 
现在 我 们 再 何 到 一 般 的 讨论 ,回忆 一 下 ,着 已 知 X,YELCG)， 
并 对 小 的 上 记 
(exp 1X) (exp 1 ) = expp(lt, X,Y), 
我 们 已 经 证 明了 
pO XI) = 0, pO0,X,F)=X+Y., 
现在 求 y 的 高 阶 导 数 . 为 此 , 回 到 一 些 基本 的 考虑 , 令 XEY(C) , 台 
则 是 与 X 相 联 的 不 变 矢量 场 ,对 干 一 个 光滑 函数 f, 我 们 有 函数 
文 (人 ); 若 gE€Q 是 一 个 点 ,我 们 有 
(XI) (9) = (XCg) ,1) = (LX ,FY 


d 
= (X,f° Ly) 一 页 fCyexp tX) leo- 


引 理 (XD) (9)== 千 f (gexp tX) -rs 
证 因 
{Xf) (gexp sX) 一 f(gexp SX » exp £X) lo 
a 
= KfC9exp C+ s)X) Nes = Ef Cgexp sX), 
于 是 由 归纳 法 有 
(KX"f) (gexp sX) = f(gexp sX). 
而 引 理 只 是 *= 0 时 的 特例 .还 有 更 一 般 的 结果 
[CXX2 FI) 
在 
一 两- 人 (9exp bi Xi *eXP taXa*'** "EXp dX1) | = tt. (x#) 


我 们 希望 应 用 ( * ) 式 于 一 个 特殊 的 了 沙 数 f, 妈 对 数 坐标 函数 ， 
首先 注意 ,虽然 (* ) 是 对 实 值 函数 f:c 一"R 建立 的 , 它 不 难 推广 
到 矢量 值 疯 数 . 对 数 坐 标 函 数 就 正 是 这 样 一 个 函数 . 回忆 一 下 ,在 
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e€D 的 一 个 邻 域 站 . 它 的 定义 如 下 : 

fi LG), expYrm—*Y. 
具体 地 说 ,给 定 XELC6G), 则 

flexp itX) 二 1， 对 于 小 的 
这 个 函数 特别 的 好 处 在 于 它 是 关于 ! 的 线性 函数 ,这 便于 使 用 
Taylor 展开 式 (* ). 例如 在 (* ) 中 若 取 X 一 各 一 … 一 区 一 人 且 9 
一 e, 则 得 


(站 (e) = exp XexpitsX 


exp &X) | 一 


根据 定义 
flexp tiX » +» exp tX) = flexp (ti + XN) 
一 (4 十 … 十 LX. 
显然 , 当 对 它们 作用 元 2 元 时 ,有 
(XI Ce) = (人 
0,1>1. 


这 表明 当 我 们 在 e 点 处 应 用 (x* ) 式 于 对 数 坐 标 函 数 了 时 ,能 去 掉 ! 
形 如 着 (>1) 的 一 切 单项 式 ,例如 说 ,在 fCexp 5Xi exp tzXs) 中 二 
阶 项 为 (注意 ,现在 X, 取 XX;) 


(Kf) Ce) = 于 |， =0, 


(X22f) (0) = 过 |， = 0， 


(XXf) Ce) = 
i 
24 of 
pd ee 


| 
na 
一 一 一 


去 (2: + 这 7) 十 忒 区 | ee 
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因为 误 ,, 一 般 是 不 可 换 的 , 故 有 

( 训 , 十 寅 2)? 一 总 2 十 芝 2 十 访 宗 十 这 2 这 4. 
因而 

CX 
奴 而 ,上 述 第 一 项 作用 于 f 并 在 e 取 值 得 零 ,这 是 因为 它 是 平方 ， 
第 二 项 按 定义 得 
[#Y, 一 XX |e) 一 LX Xa 
六 此 得 展 到 二 阶 项 的 Taylor 展开 式 
exp(CXDexp(tX) =expC CKs + Xa)t+ EX X]e 十 OCP))， 


这 个 公式 提供 了 括 弧 运 算 LX ,Xs] 的 群 论 解释 : 它 是 测量 
Cexp tX,) 和 (exp 坟 Xz) 非 交换 性 的 二 阶 项 ,就 此 而 论 ,人 它 是 一 个 比 我 
们 以 前 学 到 的 更 为 精确 的 结果 ,已 知 对 一 切 * 与 1,exp 二 ! 与 
exp sX> 可 换 , 则 [X ,Xj 二 0. 

下 而 再 作 一 些 计算 ,以 便 对 括 弧 运算 提供 另 一 种 看 法 ,对 任 一 
9EC, 有 左 ,. 右 平移 五 与 品 : 在 前 而 的 讨论 中 ,它们 虽然 是 基本 的 
但 并 不 是 群 的 同 态 映 射 ,由 于 这 个 原因 ,它们 本 身 不 容易 适应 据 
Lie 氏 定 理 所 建 立 的 群 一 一 代数 关系 , 然而 ,可 以 把 它们 合 在 一 起 
得 到 一 个 群 同 态 映 射 , 即 “内 自 同 构 ” 映 射 如一 己 。 品 :，, 即 

DG—* OG, ri grg™!. 
1, 显然 是 群 同 态 旭 光滑 的 映射 ,因此 ,对 它 微分 得 到 L(G) 上 的 线 
性 映射 dg, 这 个 线性 映射 称 为 g 的 “ 共 斩 ?并 用 Adlg) 表 示 , 例 如 ， 
为 了 对 YEL(C) 计 算 Adlg)Y, 取 曲线 exp 垃 .构造 函数 
只 一 一 如， ti—> g(exp tg !. 


办 之 
Ad(g)Y 一 (gCexp tg ) |io, 


虽然 我 们 并 没有 一 个 公式 来 作 右 方 的 计算 ,但 仍 可 能 作出 一 些 简 - 
108 - 


易 的 结论 . 例如 1 一 -rg(lexp 1X)g-' 显 然 基 一 个 单 参数 子 群 , 它 
的 初 矢量 按 定义 为 Ad{g)Y. 因此 Ad{g)Y 二 了 的 充分 必要 菜 件 是 
9Cexp i 文 )g 一 exp LX 或 者 说 9 同 单 参数 子 群 exp LX 可 交换 . 

为 了 得 到 较 好 的 结论 ,进一步 讨论 ,对 于 任意 9Ee,Ad(9) 是 
非 奇 异 的 ,确实 ,由 于 对 yoEe 成 立 1 一 1,。4,… 豆 得 

Ad(gg1) = Ad(g)Ad(g.), 
人 以 及 Ad(g)-! 二 Ad(g-'). 最 经 
di: 一 > OL(L(O)) ,gm— Ad(g) 

为 - - 群 同 态 况 射 并 称 为 “ 共 思 表示 ”. 因为 0L{L(G)) 为 一 Lie 群 ， 
它 的 Lie 代数 (LCG)) 二 14.6) 的 自 同 态 代数 . 由 于 Ad 是 同 态 映 
射 , 对 之 微分 即 得 线性 映射 aq ,满足 


ad 


L(G)Y ECLOG)) 
exp exp 
Ad 
CG GLCL(G)) 


现在 计算 ad. 对 于 XE 4CG) ,ad(X)E ECLCG)) 为 线性 映射 . 为 了 确 
定 它 , 取 exp tX 并 在 CLCLCO)) 中 构造 曲线 Ad (exp tiX) ,对 它 关 于 
微分 ,然后 令 t= 二 0, 因 此 , 设 YEL(G) 为 一 矢量 ,由 如 下 公式 计算 矢 
县 ad(X)Y，; 


ad(X)Y = {GAdCexp 1X) | 《Y) 


一 全 {Ad(exp LX)Y },o: 
我 们 恰好 看 到 
Ad(cxp tX)Y = 二 Caen (exp s¥ )) | 
因此 
a d 
ad(X)Y = XP XY exp sY) (exp (~ OX) N00, 
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这 正 是 (* ) 式 说 明 如 何 进行 的 那 类 计算 . 在 fCexp tiX)(exp 4X) 
《exp taX)( 是 对 数 坐 标 函 数 ) 中 上 略 去 平方 项 旨 , 吕 各, 则 二 阶 项 为 
COXY)f YC ts tt [CRF Ce bts tt COXY)F I Ce) tts. 

然后 牌 t=t,t=s B=—t 并 再 略 去 平方 项 ,最 后 得 

(XYFf) Ce) ts — PE) Ce) ts = [X,Y ss, 
即 ad(X)Y = 二 [X,Y], 这 只 不 过 是 括 弧 运算 . 

总 之 ;现在 我 们 已 经 决定 了 在 对 数 坐 标 
{exp tX) (exp itr} ~ expf (t, X,Y) 

中 了 的 Tayler 展开 式 的 头 三 项 为 

f(0) 一 0,P(0) = X+ ,M0) = (X,Y, 
它 纯 粹 利用 LC0) 的 局 部 结构 ,问题 是 ;关于 高 阶 项 情况 如 何 ? 若 计 
算出 它 的 一 切 项 ,的 Tayicr 级 数 收敛 于 了 吗 ? 亦 即 ,函数 了 是 解析 
的 吗 ? 关 于 第 一 个 问题 ,就 我 们 从 Lie 氏 定 理 早 就 学 到 的 知识 而 
言 ,L(G) 局 部 地 决定 了 G6, 所 有 的 项 均 由 L(G) 决定 ,虽然 如 何 用 显 
式 方式 写 出 他 们 是 另 一 个 问题 . 至 于 第 二 个 问题 ,我们 还 没有 根据 
对 它 下 结论 ,虽然 这 个 答案 实际 上 是 肯定 的 , 它 表 示 了 Lie 群 论 的 
另 一 惊人 之 处 . 在 我 们 说 明 它 以 前 ,让 我 们 首先 解释 一 下 它 的 含 
义 ， 

对 一 个 光滑 流 形 下 , 它 的 任意 两 个 坐标 (Vi,g) 和 (Uj,p;) 之 间 

的 转移 函数 pj; 二 p。p;! 是 光 渭 了 沙 数 ,可 能 找到 一 个 坐标 系 {CU， 
9.) her, 使 得 ,不 仅 是 光滑 的 ,而 且 甚 至 是 解析 的 . 也 可 能 找到 多 
于 一 个 这 样 的 坐标 系 ,它们 不 是 解析 等 价 的 (当然 ,是 光滑 等 价 
的 ). 换 句 话说 ,有 一 个 在 给 定 的 光滑 结构 内 解析 结构 的 存在 性 和 
崔 一 性 问题 , 设 可 以 找到 一 个 eEG 的 局 部 坐标 系 人 ,四 使 得 在 表 
示 op 上 的 乘法 函数 m 是 解析 的 , 即 ( 取 ,UCU,U-!1CU) 


UxU U 
名 久久 及 
puUIX pp 0) 
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中 了 是 解析 的 . 则 可 用 平移 CE) ,mp 。L,)yes 来 覆盖 0, 这 样 我 们 
就 得 到 一 个 解析 结构 ,因为 , 若 取 两 个 这 样 的 pp- ,wy 且 设 
iD 门 Zr CD 天 四 ,这 表示 # 一 99 ED 故 


(po LE) tp Ly =p Lp 
即 对 x€ gp(0)， 
(po be pz) = pkg (x)) = fpk)z) 
是 关于 的 解析 函数 . 


至 于 唯一 性 ， 若 取 《54 ,gqp) 为 对 数 坐标 ， 则 我 们 可 简单 地 逐 
字 重 复 在 证 明光 滑 结构 唯一 性 ( 见 § 3) 时 所 作 的 论证 , 即 可 对 解 
析 结 构 得 到 同样 的 结果 . 所 以 我 们 的 结论 是 每 一 个 Lie 群 有 了 唯一 
的 解析 结构 . 


$ 5， 解析 结构 和 存在 性 定理 


为 了 证 明 由 
expX « expY = expf (X,Y) 

定义 的 通 数 fC(X,Y) 是 解析 的 ,我 们 再 一 次 依赖 微分 方程 理论 . 想 
法 如 下 ,由 于 了 描述 了 Lie 群 的 乘法 , 它 必 须 满足 某 些 条 件 ,例如 
结合 律 ,可 北 等 等 .这些 条 件 表 示 为 了 必须 满足 的 微分 方程 , 当 我 
们 将 这 些 方程 化 成 最 简 形式 时 ,我 们 确认 这 是 一 些 常 系数 常 微分 
方程 . 而 微分 方程 中 的 定理 (Cauchy-Kowalewski 定理 ) 断 定 它们 的 
解 必 为 解析 函数 . 这 些 方程 的 导出 完全 是 简单 的 ,在 Pontrjagin 的 
书 [3] § 55 一 $56 中 详细 地 写 出 来 了 . 因此 , 我 们 将 采用 该 书 的 记 
号 .选取 (9) 的 任 一 组 基 Xi,… ,Xs 把 X= 二 了 zcX,E LCG) 与 欧 
氏 点 z 二 (x1, ,z,.) 等 同 起 来 . 阴 数 f(z,y) 一 zx*y 是 作 乘 法 * . 定 
义 线性 变换 w(z) 或 矩阵 函数 Cuw(z))， 


vz) Ch) = Lim ff 


即 zz) (8) 二 f(z,27 1 为 在 点 (z, 所 一 (zyz-1) 处 关于 变量 z 的 
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方向 导数 ,因此 .我 们 有 Tayter 展开 式 
(zr vr + OF). 


令 引 为 甜 阵 [ 中 ,有 通常 的 Taylor 展开 式 
Te ( RE) + op 


记 of 一 (于 cn, 有 
(fo ry! 
= (zf 二) #7! = vx) (hk) + OP). 
另 一 方面 
OF 4 = of C0) 十 OP) 

三 wn (2¥ CD 十 Oo)， 
得 

wn)(¥)= gy: (1) 
由 于 2《0) 二 1 , 故 当 zx 很 小 时 ,v(z) 是 非 奇 蜡 的 . 因此 若 记 a(f) 圭 
2 站 -1, 则 (1) 式 可 改写 成 

2 


YF 一 usCPu(z). 
人 
Ee = Dudf lx) ) vlz), CD 
f 还 满足 初始 条 件 | | 
T(t0,y) = yg. 


由 前 面 证 的 Cauchy-Kowalewski 定理 推 知 , 当 " 系 数 ” 函 数 s 是 解析 
的 时 , 则 了 将 是 唯一 的 并 且 是 解析 的 . 
截至 目前 为 此 ,我 们 仅 使 用 了 乘法 * 的 一 般 性 质 . 因此 形 
如 (1) 的 方程 在 任何 坐标 系 中 成 立 . 以 下 特 指 对 数 坐 标 . 车 z(!) = 
exp iX 为 具有 初始 方向 X 间 参数 子 群 , 取 ==sz, 则 得 
(z+ hr!—= flexp sx) = sr, 
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bf(z)z 一 工 (2) 
最 终 对 于 固定 和 的 7z. 由 ww 人 ) 二 tw(r) 定 义 一 个 矩阵 沙 数 ze 必须 
满足 条 件 : 
u(t0) = 0, wl) = vz), 
方 和 (1) 或 (1)!' 正 是 第 1 章 (§ 3) 描 述 过 的 那 种 类 型 的 方程 . 因此 它 
必须 满足 按 Frobenius 定理 所 要 求 的 可 积 性 条 件 . 计算 得 这 些 条 
件 ， 


Dusp(z) umlT) 
| es 一 人 uC) 
Qurs Ch) Ov f) 
= > ee 


对 一 切 z 与 了 成 立 .由 于 变量 zx 与 了 已 经 分 离 , 故 每 一 边 均 必 为 常 
数 必 ,因此 得 到 条 件 


ua (7) ul 
二 一 2 和 2 po (TL (7). (3) 


这 些 常数 cs 有 简单 的 含义 , 令 0 则 得 
_ au(0D anC0) 
Ta, 


ee am _ 1 (表单 位 阵 ). 


对 y 微分 ,得 
Tay) Gf {0,y) 2 )= 
< ” 十 oo 人 zi 二 
令 y= 二 0, 即 得 
akC0) _ Eh 0) 


但 是 ， 右边 的 含义 是 熟知 的 ， 它 就 是 括 驱 运算 [X Xi 的 第 上 个 支 


量 (回忆 一 下 X,,…，X, 是 我 们 在 L(G) 中 选 的 一 组 基 ), 亦 即 
113 


LX,,X:|] = DyanX. 
因此 己 == 思 一 矶 是 由 Lie 代数 LC(0) 的 结构 所 完全 确定 的 一 组 常 
数 ， 
现在 由 微分 (2) 式 得 


Dy 3, 十 wz) = 6,. 


上 


利用 (3) 式 ,得 

> -ye 
由 此 可 知 

bE a, 十 弘 (x) 一 如 十 > cozoop(z)、 


上 


”而 上 式 可 以 改写 为 
dus,, Ct) 
人 


一 如 十 >ycoszolon(D， (4) 
a 


且 满 足 
0 一 0， w(l1) = v(x). 

因此 ,对 于 给 定 揭 x*,yEZ(c) ,由 (4) 式 以 及 初始 条 件 w(0)= 二 0 可 以 
解 出 w; 由 v(z) 二 w(1) 得 到 解析 函数 v(x). 再 次 利用 Cauchy- 
Kowalewski 定理 即 得 /解析 性 ， 

同样 的 作法 也 可 部 分 地 回答 下 述 存在 性 问题 : 即 给 定 任 一 Lie 
代数 工 , 是 否 能 找到 Lie 群 6 满足 LL(G)? 从 L 开 始 , 先 建立 方程 
(4), 由 于 这 是 线性 常 微 分 方程 组 ,总 是 有 解 (xz)( 并 且 是 解析 的 ). 
结果 建立 的 方程 (i) 自动 满足 条 件 (3). 根据 Frobenius 定理 ,我 们 
得 到 的 了 定义 了 一 个 乘法 * ,事实 上 ,必须 核对 群 的 公理 满足 . 例 
如 ,仔细 的 计算 表明 * 的 结合 性 是 二 中 Jacobi 恒等式 的 一 个 推论 . 
遗 佑 的 是 当 我 们 这 样 作 了 以 后 ,我 们 并 未 完全 得 到 一 个 群 ,x 可 能 
仅仅 定义 在 0 的 某 邻 域 5 的 某 一 子 集 VY 上 . 因此 这 是 所 谓 的 局 部 
群 ,关于 是 否 存 在 一 个 真正 的 群 6 满足 L(G) = 问题 仍 未 回答 ， 
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并 且 它 还 不 能 用 局 部 理论 来 加 以 回答 . 
§ 6. 单 连通 Lie 群 


由 Lie 的 基本 定理 ,我 们 知道 两 个 共存 相同 的 Lie 代数 的 Lie 
群 是 局 部 同 构 的 . 本 节 我 们 将 更 仔细 地 讨论 局 部 同 构 的 概念 , 令 
人 ,Cz 为 Lie 群 ,f:L 一 ?2 是 eE 8 的 一 个 邻 域 teE 8; 的 一 个 邻 
域 ,上 的 局 部 辐 构 . 一 个 自然 的 问题 是 :了 什么 时 候 可 以 拓展 为 一 
个 大 范围 同 构 了 :0G, 一 >023 一 般 说 来 ,f 不 一 定 能 拓展 . 即 令 可 以 、 
拓展 后 也 不 一 定 同 构 . 我 们 先 看 第 二 点 . 为 简单 起 见 ,假设 我 们 讨 
论 的 是 连通 Lie 群 , 这 时 ,了 是 全 射 . 因 为 忆 生 成 C:, 于 是 有 6:=61/ 
ker ,说 了 是 单 全 射 二 一 “4 表示 局 门 kery 一 ee 即 eEkery 是 孤立 
点 , 换 句 话说 ,kerfC Ci 是 离散 子 群 . 这 意味 着 kerf 不 太 复 杂 , 至 少 
从 Lie 群 的 观点 看 来 是 如 此 ,因为 它 是 0 维 的 (例如 , 当 G, 为 紧 时 ， 
kerf 必 是 有 限 的 ). 所 以 了 :6 一 6; 的 几何 形象 就 容易 设想 了 :对 
每 个 gE G1, 了 ~!1(g,) 是 离散 集 . 对 不 同 的 9.,f-'(9:) 有 相同 的 个 数 ， 
因为 它们 恰 是 kerf 的 傍 系 (cosets). 事实 上 还 可 以 得 到 更 多 的 结 
论 . kerfC cl 是 正规 于 群 (normal subgroup) ,任意 连通 拓扑 群 89; 的 正 
规 子 群 一 定 包含 在 中 心 子 群 (center) 中 . 特别 ,ker 了 是 Abel 群 

这 正 是 我 们 和 希望 看 到 的 情况 . 所 以 我 们 给 出 一 个 形式 的 定义 : 
两 个 连通 Lie 群 中 的 同 态 了 :9 一 >6z 称 为 蓝 盖 同 态 《covering homo- 
morphism) , 如果 kerfCeG 是 离散 的 . 这 就 等 价 子 说 了 是 局 部 同 构 . 
我 们 蓝 说 明 ,虽然 我 们 讨论 的 是 Lie 群 ,其 光滑 构造 在 这 里 不 起 什 
么 作用 . 容易 看 到 ,如 果 我 们 只 假设 一 个 群 是 Lie 群 , 因 f 之 为 局 
部 同 构 将 使 另 一 个 群 也 成 Lie 群 , 而 且 了 成 为 光滑 的 ， 

现在 固定 一 个 Lie 群 6 并 看 它 的 一 切 覆 盖 详 、 我 们 将 说 一 个 

盖 群 (G61,， 1)“ 大 于 ”(>>) 另 一 个 覆盖 群 (cz， 产 )， 如 果 存 在 
一 个 覆盖 同 态 1: 一 62 使 以 下 的 图 式 为 可 换 的 
1t5 


0 一 工 -os， 
J 
这 样 ,G 的 全 部 覆盖 群 之 集 {CG} 成 为 偏 序 集 (partially ordered). 
覆盖 群 fo:0 一 一 6 称 为 万 有 的 ， 如果 它 是 这 个 偏 序 集中 的 绝对 最 
大 元 (如果 它 存在 , 则 必 是 唯一 的 ). 一 个 Lie 群 6, 如 果 是 它 自 身 
的 万 有 覆盖 群 ， 则 称 为 单 连通 的 ， 每 一 个 Lie 群 G 都 有 一 个 万 有 
盖 群 /60:G6 一 *G. 《Abel) 群 kerfo 定 义 为 6 的 基本 群 , 记 作 

FifG). 我 们 说 8 为 单 连通 的 , 当 且 仅 当 (6) 二 {0}. 

我 们 很 容易 证 明 下 面 的 定理 . 

定理 ” 令 5 是 两 个 连通 Lie 群 ,f:0 一 “0 是 局 部 同 构 . 车 
如 是 单 连 通 的 , 则 了 可以 拓展 为 一 覆盖 同 态 六 C 一 一 ,特别 是 ， 
若 6? 也 是 单 连通 的 , 则 了 为 大 范围 同 构 . 

作为 一 个 系 ,我 们 可 以 用 大 范围 的 语言 来 重 述 Lie 的 基本 定 
班 . 

定理 (Lie 的 基本 定理 ) Lie 代数 和 单 连 通 Lie 群 间 有 一 个 一 
一 对 应 . 

证 了 定义 一 个 同 构 了 :ZL(61) 一 x5C62) 以 及 一 个 子 代数 

KE= {f(z EE L(G)} CL(G) xX LCG,), 

令 PCGxe 是 天 所 决定 的 子 群 . 我们 知道 坪 一 -GXGr 一 >*G 是 
局 部 同 构 , 因 此 是 一 个 覆盖 映 射 , 因 为 C:, 是 单 连通 的 , 它 必 定 是 大 
范围 同 构 . 

单 连通 的 定义 正 是 为 了 使 这 个 定理 成 立 . 所 以 真正 的 要 点 在 
于 怎样 决定 一 个 群 什么 时 候 才 是 单 连通 的 ,或 者 更 为 广泛 的 问题 
是 ,怎样 计算 和 (2). 回想 小 段 积分 曲线 是 怎样 拓展 到 整个 R 上 
的 ,那么 正 是 由 于 R 是 单 连 通 的 ,从 向 (3 一 2 更 一 般 地 说 ,R- 
是 单 连通 的 ,而 fi) 一 到 ). 我 们 以 后 将 会 看 到 ,整个 这 一 切 都 是 
一 个 广 玫 得 多 的 问题 的 特 语 . 我 们 最 后 将 会 知道 怎样 去 计算 Lie 
群 的 基本 群 x/(0). 
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第 六 章 ”微分 形式 


§ 1. 3 引 


读者 们 都 知道 , 初等 微 积分 有 两 个 主要 部 分 ; 微分 和 积分 . 这 
两 部 分 由 微 积分 的 基本 定理 连接 起 来 ， 流 形 上 的 微 积分 也 是 按 这 
个 程序 ， 所 以 在 讨论 怎样 做 微分 以 后 ， 我 们 现在 进而 在 波形 上 建 
立 积分 理论 , 读者 都 知道 , 有 好 几 种 “积分 理论 ” 例如 ，Lebesgue 
积分 等 等 . 也 有 好 几 种 处 理 方法 , 例如 用 测度 理论 或 泛 函 分 析 等 . 
我 们 不 去 管 这 些 “ 神 奇 ” 的 理论 , 我 们 要 介绍 的 积分 就 是 老 的 Rie- 
mann 积分 ,并 不 是 不 能 在 流 形 上 建立 更 一 般 的 积分 , 而 是 由 于 在 
绝 大 多 数 时 间 , 我 们 的 讨论 的 对 象 都 是 光滑 的 , 至 少 是 连续 的 ,所 
以 用 不 到 Riemann 积分 以 外 的 积分 . 主要 之 点 不 在 于 用 什么 理论 ， 
而 在 于 什么 是 被 积 者 ， 什 么 是 积分 区 域 ?例如 说 ， 如 果 是 在 R 上 ， 
当然 是 积分 一 个 za 元 函数 了 (z， …，z)， 并 且 是 在 让 的 某 个 区 域 . 
例如 # 维 立方 体 C 上 求 积分 .这 个 积分 记 作 


1= | flxis Ta rT, ) dridr2dr,. 


我 们 也 知道 , 在 这 个 记号 里 “微分 ”dzridzz…er, 其 实 不 代表 和 件 
人 么 ， 而 只 不 过 是 一 个 形式 的 记号 ， 它 告诉 我 们 链 法 则 ， 也 就 是 换 
元 法 则 在 积分 中 的 用 法 ， 设 有 变量 变换 
Dg ) = t= 12 
要 记 住 ， 我 们 不 仅 要 把 函数 了 换 成 
了 (pe = fC) sx) ,2 ty)), 
而 且 必 须 按 行列 式 法 则 变换 微分 部 分 ， 从 而 得 到 
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[中 


Dr Yar 


a | es dyyd 
| 《区 y.) DEy. ya ydya"" 
: D(zi, ‘7 Za) 

这 里 | 多 re) 是 Jacobian， 


在 流 形 上 总 是 要 做 变量 变换 这 不 过 是 直 个 坐标 邻 域 变 到 
另 一 个 开标 邻 域 。1tz，…，z=) 和 了 (yy，-…， 加) 是 定义 在 流 形 
上 的 同一 个 函数 的 不 同 表示 ， 从 上 面 的 讨论 看 到 ， 我 们 不 能 只 是 
积分 一 个 函数 而 是 要 积分 这 样 一 个 对 象 ， 它 会 在 变量 变换 时 自动 
rae 行列 式 的 基本 特征 是 :如果 商行 或 两 列 对 
换 时 ， 它 会 变 导 ， 即 是 说 它 是 反对 称 的 ， 处 理 反 对 称 性 的 代数 就 
是 外 代数 ， 我 们 将 要 用 到 它 . 

在 求 积 | /Cz)dz 时 最 简单 的 情况 就 是 1(z) 一 P(x), 即 1(z) 是 
某 个 函数 的 导 函 数 ， 这 时 有 


[sca = [rar = | Sea 


一 ee = F(b) — F(a). 

这 当然 就 是 微 积 分 的 基本 定理 ， 在 一 元 的 情况 下 它 总 是 成 立 
的 , 任 一 个 连续 函数 了 (zx) 痢 可 以 写成 f(x) 二 Fr (x)(F(z) 正 是 f(x) 
的 原 国 数 ). 在 多 元 情况 下 , 我 们 就 要 看 治 养 某 个 曲线 y 从 从 0) 到 
y(1) 的 线 积 分 

[ Plzxiy)dr t+ Q(x,g) dy. 

现在 我 们 需要 知道 ， 若 (P(z,y) ,Q(x,9)) 是 某 个 函数 plzx,) 的 

梯度 | 2 二 所， 到 汪 和 } .或 者 换个 说 法 ,说 微分 形式 
Plr,y)adr t+ Q(x,y)dy 
是 函数 y 的 “全 微分 ” 


a Dar a 


oy 
这 样 就 有 


| pd OD dy p00 p00)). 
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能 够 堆 虑 到 微分 在 积分 下 的 行为 以 及 在 变量 变换 时 的 行列 式 
法 则 的 形式 语言 叫做 外 微分 形式 ， 我 们 将 在 本 章 讨论 亡 ， 


$ 2， 函 数 的 微分 与 一 次 微分 形式 


令 M 为 一 流 形 ,PE NM 为 -- 点 ,Tp《M) 为 P 点 的 切 空 间 , 对 于 
矢量 XE Tr《M) 和 定义 在 PP 附近 的 区 数 f, 有 沿 X 方 向 求 导 数 这 个 
基本 运算 , 记 作 

X(f) = (X,f) ER 
采用 〈X，f》 这 种 记 喘 是 为 了 暗示 这 是 一 个 双 线 性 运算 ， 基 可 以 
关注 于 两 个 变 元 中 的 任何 一 个 .在 作 微 分 时 ， 固定 XX 而 讨论 /的 
变动 ， 并 且 得 到 如 Leibnitz 法 则 这 样 的 基本 事实 
X(Jg) = X(Cf)g(P) 十 f(P)XK9)， 
从 另 一 个 观点 来 看 它 ， 即 国定 1， 得 到 映射 
Co fTHM) >R, KF-—>tX,f). 
个 映射 显然 是 线性 的 ， 即 (7 是 TiCM) 的 对 偶 空 间 T8 (MM) 中 
全 们 把 它 叫 作 了 在 已 的 微分 ,并 记 作 di, 或 简 记 为 是 ,如 果 
~ 点 是 意 会 了 的 话 . 因此 就 有 一 个 二 而 一 的 关系 式 
XCf) 一 (X,f) 一 gf(X). 
对 侦 空 间 ?CM)M 和 做 P 点 处 的 余 切 空间 . 

这 样 ,对 于 每 个 函数 1, 有 微分 4f€ TF (CM). Ti (M) 是 4= 
dimi4 维 矢量 空间 . 我 们 要 证 明 函 数 的 微分 可 以 扩张 它 . 事实 上 ,我 
们 可 以 证 到 更 多 的 东西 . 令 (V,g) 为 P 附近 的 一 个 坐标 系 , 若 &E 
心 ,我 们 记 . 

PQ) = (qs), 
第 i 个 坐标 函数 记 作 
UU—>R, QF—g, 
《以 后 记 9 为 8 一 (zz)) 国 它们 的 微分 则 记 和 作 (ze ,… ,dz,). 
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另 一 方面 有 切 矢量 六 .而 县 | 冯 ，…, 庆 是 YCM) 的 一 个 基底 .已 
知 一 个 定义 在 上 的 函数 了 后 ,就 有 它 的 定义 在 R 上 的 表示 Jr， 
2 ze) 一 了 。 史 - 

命题 (dz …,dz) 是 7 (MM) 的 基底 , 它 是 Ti CU) 之 基底 


( 志 …, 寺 ] 的 对 侦 基底 .已 知 任 一 画 数 了 , 则 有 


xl 
df = > (HE) (1) 


证 由 定义 


故 着 >) du 一 0, 等 式 两 边 作用 以 区 ,得 
i 9 
0 一 | 2 edx ( 一 @&,. 


车 ET CU) 是 任 一 线性 泛 函 , 令 a 一 E36 则 9 将 由 这 些 a 所 
唯一 决定 ， 记 


a= Dyadz,. 
则 因 坟 世 }=a， 所 以 a 二 p， 即 yp 可 以 写成 dz, 的 线性 组 合 
p= 二 Pyaar,. 


对 任意 函数 了 ， 必 有 一 组 常数 a 使 af = 2 adz,, 


“一 相 起 )= 作 轩 = (0). 


(1) 式 告诉 我 们 df 确实 是 了 的 “全 微分 所 以 我 们 所 作 的 

是 正确 的 .至 此 为 止 , 我们 只 是 在 一 个 点 P 了 进行 微分 ， 如 果 考 虑 

所 有 的 TF CM), 就 会 得 到 一 个 M 上 的 矢量 从 7T* CM) 二 中 Ts CM)， 

即 切 然 TCM) 的 对 侦 从 (自然 叫做 型 的 余 切 从 ). 车 /是 定义 在 菜 
12] 


个 开 集 L 上 的 函数 , 则 对 每 点 PEL, 有 dfrET8(M), 这 就 定义 了 
一 个 截 口 

df :TM), Prdfi, 
仍然 称 为 了 的 微分 . 若 半 是 上 上 的 一 个 矢量 场 ， 我 们 将 会 有 一 个 
函数 〈X， 有 以 及 一 个 二 而 一 的 关系 式 

XpfFf) 一 《CCP) = dfr(Xp), 
也 可 记 作 

X(f) = (Xf) = df (KX). 

只 说 7T" CM) 是 合并 一 切 TE (MM) 而 成 不 足以 说 明 T' CM) 是 矢 
量 共 . 必需 要 找 出 迁移 函数 . 回忆 第 三 章 中 讲 的 一 般 的 理论 ; 设 溃 
一 -+8B 是 一 个 秋 量 从 ,有 局 部 坐标 (4,,9,) ,i 一 1,2 和 迁移 函数 

91,2 U1 NM Eo GL(n,R), 
则 对 偶 从 应 有 迁移 函数 
,2 = (g7.4)' 
{hz 种 91,z 部 表示 矩阵 而 不 是 矩阵 的 元 ,4 表示 4 的 转 置 ). 对 于 切 
从 TCM) 一 MM， 我 们 知道 它 的 局 部 坐标 可 以 从 流 形 M 的 局 部 坐 
标 得 出 ; 流 形 1 的 每 一 个 局 部 坐标 《5 ，(zxi，*…*，x.)) 都 定义 了 
切 从 的 局 部 坐标 


UXR— rT (CM), (P, (m)) >~ > “(总 ),， 


而 (Kx + NX,)) 和 《F ， Cy "ny gx)) 间 的 迁移 矩阵 是 


= {总 
(A,) a (器 ). 


命题 ”对 于 4 的 每 个 局 部 坐标 〈( ，(m，…，zm)) 映射 
CXR TM), (Po Dyadz, 
定义 了 了 (M) 的 一 个 局 部 坐标 . 也 就 定义 了 了” CM) 为 TCM) 的 对 
偶 从 . 
证 迁移 矩阵 号 之 元 B, 由 定义 应 该 由 下 式 决 定 
dz, = 2) Bdy;. 


122 


从 而 


9 Or 
及 一 好 | 二 一 区 
( 训 ) Oy, 
i DCriy* 7 A Ys 
于 是 8= (4 ')'、 因为 em py I ) -上 为 递 短 御 . 


现在 我 们 确实 有 了 一 个 处 了 CH) 一 =* 邓 ,而 每 一 个 光滑 函数 
了 都 定义 此 头 的 - -个 光滑 截 口 if (由 其 局 部 表示 公式 可 以 知 它 是 
ek 二 7T* CU) 还 有 其 它 的 截 口 不 一 定 是 好 形状 . 一 般 
说 , 任 一 个 这 样 的 埠 口 w 孝 称 为 一 个 一 次 微分 形式 (简称 二 形式 ). 
a 光滑 的 等 等 ,我 们 今后 状 虚 的 截 口 至 少 都 是 连续 
的. 所 以 我 们 恒 假 设 我 们 讨论 的 截 口 是 连续 的 . 1- 形 式 和 矢量 场 是 
对 偶 的 对 人 象 , 这 不 仅 由 于 它们 被 定义 为 互 为 对 候 的 空间 的 元 ,更 重 
要 的 是 它们 在 坐标 变换 下 变化 的 方式 和 不同 , 即 是 说 ,7TCU)7 和 了 
(CM) 作为 从 也 是 对 偶 的 . 这 与 古 暴 的 微分 几何 中 一 些 名 词 有 关 , 回 


A 


志 二 (1) 

而 微分 dx, 则 服从 另 一 个 规则 
Na dt 4 
dz, 一 3 人 (区 jw (2) 


(这 就 是 我 们 已 经 得 到 的 关系 式 B= 二 (471)'. 传统 上 , 凡 按 (1) 式 变 
化 的 东西 均 称 为 “ 逆 变 的 ”, 按 (2) 式 变化 的 则 称 为 “ 协 变 的 ”. 这 个 
区 别 是 很 重要 的 ,在 一 维 流 形 上 考虑 一 个 1- 形 式 %, 若 
中 一 Wr)dr = oy)dy, 
则 
Ci = { 20 和]ar = CD)a 全. 


正 是 积分 号 下 作 变 量变 换 的 方式 .这样 我 们 就 更 信服 至 今 为 止 我 

们 作 的 都 是 对 的 ;一 维 ( 线 ) 积 分 的 被 积 表 达 式 是 1- 形 式 . 对 于 高 维 

的 多 重 积 分 ,需要 把 i- 形 式 概念 推广 为 高 次 形式 ,使 它们 按 行 列 式 
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法 则 变换 坐标 .但 在 这 以 前 需要 先 说 明 两 件 事 . 

1- 形 式 按 协 变 方式 变化 ,有 一 个 容易 的 但 极 重 要 的 关于 在 上 映 
射 下 的 行为 的 结论 , 比 它 作为 矢量 场 的 对 偶 这 个 概念 有 用 得 多 . 令 
和 型 一 ~ 是 两 个 流 形 间 的 瞻 射 , 若 有 切 矢 量 XE ?pCM), 我 们 可 
以 用 微分 好 将 它 推 前 成 为 上 之 切 矢 量 yoE?oCxv),Q@=AP), 即 
定义 Ye 为 Ye 一 afCXr) ,但 是 ,车 有 一 个 六 上 的 矢量 场 了 ,一 般 地 却 
不 能 给 出 上 一 个 适当 定义 的 矢量 场 x. 但 车 有 一 个 履 上 的 1- 形 
式 @. 则 我 们 可 以 把 它 按 

BXp) = wldf (Xp)) 
这 个 公式 拉 回 为 MM 上 一 个 1- 形 式 %, 名 就 叫做 被 的 “ 拉 回 ”并 
记 作 f'w, 以 后 我 们 会 看 到 , 可 以 被 “ 拉 回 ” 正 是 一 切 被 标 为 “ 协 
变 ” 的 对 象 的 特有 的 性质. 

第 二 件 是 属于 技术 性 的 ,在 构造 一 个 微分 形式 时 十 分 有 用 . 设 
虽 是 弄 上 的 一 个 1- 形 式 ，X 是 M 上 一 个 矢量 场 ， 则 有 一 个 函数 
wo， 一 )》 定义 为 

(wo,X)(P) = wl Xp). 
让 我 们 稍微 形式 化 一 点 . 令 .4 (MD) 表示 MM 上 一 切 矢 量 场 之 
集 ，4” (MM) 为 上 H 上 一 切 光 滑 实 值 函 数 之 集 ， 则 4* (MM) 是 一 个 
环 ,而 .YCM) 是 4*《M) 上 的 一 个 模 . 于 是 一 个 1- 形 式 定 义 了 一 个 
映射 
OICOMI A MUM), Kw X), 
它 显然 是 加 法 的 .但 也 是 一 个 4CM)- 模 映射 : 
‘wfX) = fw X), FE A'CM), 


lt 
(wfKI P= Cw, (FX PY = Cw, FPIXCP)) 
=f(P) lw, Xp)=f(P)((w, X) (CP)) 
=[f(w, XJCP). 
反 过 来 、 有 


命题 〈 关 于 微分 形式 的 判 据 ) ”一 个 映射 
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wr HM) A CM) 
是 一 个 ! -形式 当 且 仅 当 它 是 -- 个 4 (8%)- 模 映射 , 即 它 是 可 加 的 、 
有 ol 一 Po) reE di) ,这 里 Leibnitz 法 则 不 成 立 . 

证 令 PEHXH. trETr(UH) ,我 们 要 定义 w(Xe)， 一 个 不 费 思 素 
的 办 法 邵 将 Xe 拓展 成 一 个 P 附近 的 矢量 场 X( 这 总 是 可 能 的 ), 然 
后 就 有 一 个 函数 ‘w，X)， 可 以 定义 为 

of(Xp) = Cw, XP). 
当然 问题 在 于 这 是 不是 适当 的 定义 ,这 就 相当 于 问 ， 如 果 一 个 矢 
量 场 XX 使 Xs==0. 那么 是 否 一 定 有 (tw,XX)(P) 二 0? 令 (U(x 
xz,)) 为 了 附近 的 一 个 局 部 坐标 ， 则 头 一 定 可 以 写成 


X= Da 去， 
a 是 = 的 某 些 函数 ， 所 以 若 是 一 个 心 ca) - 模 映射 ， 我 们 有 
(ws,X) = 2 neo, 去) 
但 因 XCP) 一 0 即 x(P) 一 0, 所 以 即 可 得 到 命题. 


§ 3。 外 代数 的 概述 


我 们 已 经 提 到 ， 讨 论 肥 对 称 对 象 的 代数 就 是 外 代数 ， 在 第 三 
章 中 已 经 简单 地 讨论 过 它 。 作 一 个 更 详细 概述 是 有 用 的 ， 反 对 称 
基本 上 说 的 就 是 当 次 序 改变 时 应 该 变 号 , 比方 说 zy= 一 yx, 这 也 可 
以 改 一 个 说 法 ， 因 为 

(zy = 十 zy + yr， 
所 以 说 对 于 一 切 z 有 x:==0 和 说 区 二 一 yr 是 一 回 事 . 在 代数 中 时 常 
是 这 样 ， 如 果 你 需要 一 个 什么 ， 你 可 以 简单 地 希望 你 所 需要 的 是 
一 种 “万 有 人 性质” 具体 到 我 们 的 情况 ， 我们 从 一 个 矢量 空间 r 
(不 论 是 R 上 的 或 C 上 的 或 别 的 特征 了 壮 2 域 上 的 ) 开始 . 设 4 是 一 
个 代数 “和 r 有 共有 相同 的 基 域 ;，p:Y 一 "4 是 一 个 线性 空间 的 线 
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性 映射 ， 我 们 称 mw 为 外 映射， 如 果 2o(z)2 一 0， 对 一 切 xEF7 成 立 
(在 这 里 引入 了 4 中 的 乘积 )、” 上 的 外 代数 就 是 由 一 个 代数 4 和 
一 个 外 映射 
一 

所 组 成 的 一 对 〈4, 让， 而且 ;对 于 这 个 性 质 是 万 有 的 ， 叶 车 B 是 
一 个 代数 , gp: 一 8 是 另 一 个 外 映射 , 则 必 有 了 唯一 的 代数 间 的 映 
射 g 存在 使 得 下 而 的 图 式 是 可 换 的 

| 

i 
任 一 个 按 这 种 方式 成 为 万 有 的 东西 必然 是 唯一 的 《最 多 相差 一 个 
同 构 }. 但 除非 证 明了 外 代数 确实 存在 , 以 上 所 述 虽 然 好 也 是 没有 


用 处 的 ， 令 了 (P) = yy) 是 了 上 的 张 量 代数 . 在 TCV) 中 考虑 


由 所 有 《zx@x|lzEry》 形状 的 元 所 生成 的 理想 〈ideal) !， 于 是 我 们 
就 有 一 个 代数 4 = TOP) 及 一 个 映射 : 
i TOL 
很 容易 计算 , (4, 让 满足 万 有 性 质 . 这 个 代数 4 通常 记 作 4(F) , 若 
Tz COO COT 是 在 站 (中 , 疡 在 A(V) 中 的 象 记 作 ziAzA: Ah 
x 由 定义 ,4(P 记 中 的 元 就 是 这 种 形状 的 式 子 的 线性 组 合 . 但 是 这 
样 的 表达 式 决 非 唯一， 比方 说 ， 我 们 有 
zrAy=— yAz, wyEV 

《否则 我 们 就 不 会 讨论 它 了 ). 这 说 明 若 希望 在 4 (7) 上 定义 某 种 
映射 wm, 我 们 不 能 简单 地 规定 p 《zt A… Ax)，, 必须 要 检查 它 是 否 
有 外 性 质 ， 以 后 ， 如 果 我 们 确实 通过 给 定 (z;1A…Ax) 之 值 而 
定义 了 wm， 这 都 意味 着 yp 的 合法 性 已 经 状 清 楚 了 . 

代数 4(7) 是 分 次 代数 (graded algebra) ,其 原因 在 于 ;(1) TCY) 
二 2)7'(Y) 是 分 次 的 : (2) 理想 1CTCV) 是 齐 次 的 ， 因 为 它 是 由 
齐 次 的 元 素 xcaz 所 生成 的 ， 于 是 有 
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AP) = Dy (7), 


本 (1) 是 T0010) 的 象 . 即 zy AzzA'…Ax 这 种 东西 的 组 合 . 很 显然 有 
PY A A CT AA), 
ggAb=— A at HbEA, 
具有 上 上述 性 质 的 分 次 代数 有 时 称 为 在 分 次 意义 下 是 可 换 的 . 
矢量 空间 4ryCA4C) 也 可 以 用 万 有 性 质 来 定义 
( 见 第 三 章 ): 任 -反对 称 t- 线 性 映射 :YX… XL 一 xrW 都 诱导 线 
性 映射 p9: 1400) 一 -~ 下. 

还 要 注意 , 国 为 理想 7 中 没有 低 于 二 次 的 东西 . 上 映射 :VY 一 一 
4 是 单 射 ， 即 可 将 了 与 由 CDC340P 看 成 相同 的 ,4(CF7 即 由 
4 生成 . 

设 dimF 二 x， (xi, 呈 rv ) 是 的 -- 个 基底 . 显然 ,形状 为 zh 
AAz, 的 元 生成 .4 (1), 又 因为 改变 x 的 次 序 只 导致 变 导 ,所 以 在 以 
王 的 那些 元 中 我 们 只 需要 一 定 次 序 . 例如 取缔 之 .特别 是 , 当 
k>a 时 (二 0, 集 {z AzAn < 0 
是 4(P 的 一 个 基 谋 . 这 可 以 直接 验证 ,但 是 更 好 的 办 法 是 回 到 万 
有 性 质 如 下 

令 4,， 8 是 两 个 分 次 代数 ， 可 以 把 它们 的 张 量 积 变 成 一 个 代 
数 ， 即 定义 其 乘法 为 

(a Wo) (a Wb) 一 (一 1)*aal 的 如， 
这 里 bE A, a1€E 8. 这 里 有 -- 个 符号 因子 , 看 来 奇怪 , 其实 它 保证 
了 车 4 和 8B 是 分 次 意义 下 可 搁 的 ， 则 4C98 也 是 . 
设 有 两 个 矢量 空间 1 和 六 ， 考 虑 映射 
57 BW AAT) WO AW), 
zty= (x D> (81) + UY, 


(z601+ 1607) = (x 1 701) + (x 1) C1060) 
+ (0 (6701) (1 (1 
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=(xAzO1 + — r+ IV AD 

一 0 
这 里 就 用 了 那个 看 来 奇怪 的 符号 规定 ,所 以 i 是 外 映射 ,而 且 它 也 
有 万 有 性 质 ， 由 此 可 知 407 中 W) = 4CV)C9ALW) 或 者 确切 些 说 ,5: 
诱 出 一 个 同 构 

A OD WI A OW AW). 
设 【 了 一 岂 由 … 电 7 六， 其 中 六 一 《<)， 我 们 有 
A(V) = 40) 6 A(F2) 因 … AC). (Cx) 

但 是 4 (7,) 的 基底 是 {1, z}, 四 (x* ) 式 即 可 计算 4( 六 的 维 数 ， 
特别 


Lr 
dim 少 (7 ) 一 机 9 


所 以 dimAtV) 二 >) (= 


最 后 一 个 外 积 1) 的 维 数 是 [ "} 一 | ,基底 只 有 一 个 元 素 o 一 
x 人 zz 和 信人 xz， 注意 % 不 只 依赖 于 集 {z1， zs,，…, zx}， 而 且 还 依 
赖 于 其 次 序 , 即 是 说 , 42(V) 之 基底 元 素 依 束 于 V 之 有 序 基 底 {z,， 
To 

若 {y1» yrs *, 如)} 是 了 中 任意 的 有 序 集 ， 作 记 Ayz A Ay, 
E 4 于 是 有 

AyA A =ArArA A 
4 是 一 个 常数 ， 它 定义 为 有 序 4 元 组 {p，…，#)} 对 有 序 基 底 
{z，…，z} 的 行列 式 det fy ，"…， 如 )， 它 就 是 厌 来 定义 的 行列 
式 ， 因 为 若 
包 一 2 4x,, 
出 知 4 二 det(4,) ,例如 na 一 2 时 ,有 
HAy= AT 二 Azz2) A CAziTi + Asx2) 
一 4ndazl 六 zs 一 424azi 人 za 
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Alt Ais 
刁 dr ds 
所 以 毫 无 疑问 ， 我 们 所 做 的 是 对 的 ， 

如 果 人 fj，…， 四 ) 也 是 一 个 有 序 基底 ， 则 det{y,… ,如 } 冯 0， 
车 它 污 0, 我 们 就 说 {yy ,… 如 } 与 {7,,… ,zt.} 是 等 价 的 (当然 基 域 是 
实 的 ) ,这 样 形成 的 等 价 类 记 作 [x,… ,zj] 称 为 Y 的 定向 ,VW 有 两 个 
可 能 的 定向 ， 

还 要 讲 一 点 ,在 我 们 的 应 用 中 ,矢量 空间 Y 将 是 切 空间 
TrCM) ,I- 形 式 则 是 在 对 偶 空 间 F* = 二 7T# 《MM) 中 ,所 以 高 次 微分 形 
式 是 在 4ACV') 中 ,不 论 是 否 对 侦 ,* 总 是 一 个 矢量 空间 ,所 以 我 们 
知道 怎样 按 以 上 方法 讲 4(Y*' ); 另 一 方面 我 们 又 知道 ,万 有 性 质 使 
我 们 能 以 其 它 方式 来 讲 4CY* ). 我 们 将 给 出 4(Y* ) 的 一 种 讲法 ,而 
对 我 们 是 有 用 的 . 回想 一 下 ,我们 称 重 线性 映射 . 


fi XX 
称 为 交代 的 ， 如果 当 两 个 坐标 交换 时 它 会 变 导 ,车 WW 是 基 域 , 这 
个 特例 下 的 了 称 为 交代 的 重 线性 泛 函 . 它们 的 集 记 作 4:(Y) ,4'(7) 
显然 是 矢量 空间 . 例如 4 7) 一 7 就 是 了 的 对 偶 空 间 ， 
令 4(WV) 一 > 二 (Y)》 是 直 和 ， 我 们 想 通过 直接 描述 其 乘法 而 


使 它 成 为 一 个 代数 若 pE4KPF) , 节 E4(F) ,定义 
(pA IT Tt) 


Xs A 2 


1 
= Py DTTCOL2 EI DC (Cx) 
ER 


Si+: 是 十 ! 个 文字 的 置换 群 (permutation group),elo) 二 土 ] 视 0 为 
偶 或 奇 而 定 ， 显 然 pAyE 411(V)， 作 组 合计 算 即 知 -由 ,使 这 个 乘 
法 成 为 结合 的 《没有 它 不 行 ) 于 是 我 们 有 了 一 个 代数 . 
考虑 包含 映射 
i ”一 4 一 ”~4(7)， 
由 4(Y) 中 乘法 的 定义 ,有 
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PA PI Ta) = PA Pr) ~— Plra P(A) 一 0. 
所 以 : 诱 出 一 个 代数 的 映射 
WAC ) 一 .4(F)， 
:是 -- 个 同 构 ,这 只 需 直 接 写 出 洒 ! 就 可 以 看 到 . 令 (rxzz， 和 zu) 为 
的 基 床 ,(91,p，,… ,PP) 是 它 在 V' 的 对 偶 基 底 . 若 pE 4() 则 
p= DD) pa tp A Pp A A p,. 


这 样 ,代数 40 就 是 AC(V*) 的 另 一 种 描述 ,在 下 一 节 里 ,两 种 描述 
都 要 用 到 . 

注 乘法 公式 《* ) 还 有 一 些 问 题 . 在 有 的 文献 中 ，(* ) 被 
写成 

(pA YI Tyra Tt 
= tT DD Pen oe ) zs tn) (tn) 


OE St 
求 和 部 分 是 标准 的 ,处 处 都 一 样 , 它 使 PA?# 成 为 反对 称 的 . 但 是 前 


面 的 系数 有 不 同 的 取 法 ,只 要 使 结合 律 成 立 就 行 了 . 很 容易 看 到 ， 
ES 


可 以 用 别 的 系数 ,例如 直方 :只 要 
A(k30) = Eki, 4 人 (7 = A( KR), 
(十 由 1 (二 + 1m}! 


ACRHUmAR) ARH mAC,m) 
这 三 个 式 子 可 以 递 推 地 决定 4G4, 四 ,但 4(4,1) 可 和 任意 决定 ,对 子 
《# ) 式 , Atk,]) 二 #1 对 子 (C¥ *),ACE,1)= (十 1)1. 


3 4， 高 次 微分 形式 


现在 可 以 定义 流 形 上 上 的 高 次 微分 形式 了 . 令 % 为 一 个 n 维 流 

形 ，7T* (M) 是 它 的 余 切 处 . 我们 可 以 作出 了 CU) 的 天 次 外 乘积 丛 

CT* CM)). 这 是 M 上 的 一 个 从 ,各 点 PE M 处 的 纤维 是 外 乘积 

A'(T2《M)). 更 加 重要 的 是 , 它 的 迁移 函数 可 以 由 了 CM) 自然 地 
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导出 ( 见 第 三 章 ). 次 微分 形式 (简称 为 二 形式 )w 就 是 涉 (7" CM)) 
的 截 口 ， 在 绝 大 多 数 情况 下 ， 我 们 只 讨论 光滑 的 微分 形式 ， 虽 然 
也 可 能 只 是 连续 的 , 甚至 是 一 般 的 映射 而 不 一 定 连 续 . w 可 以 定 
义 在 整个 型 或 其 部 分 上 . 从 .上 一 节 里 已 经 讲 过 的 ,可 以 用 以 下 的 
两 种 方式 来 讲 形式 

(1) ”车 Ci， (zi、 zo …，z,)) 是 一 个 局 部 坐标 ， 则 在 ! 
上 可 以 写作 z 

o= DD) dt, A dr, A A dr, 


1' 
Pe 


.是 上 的 函数 ， 这 是 的 坐标 表示 ， 用 这 种 讲法 ， 必 须 注 

意 . 同一 个 形式 在 不 同 的 标 系 中 有 不 同 的 表示 ， 和 人 秽 如 一 个 形 

式 w 在 两 个 坐标 系 (Wz)，(Y ，y) 中 的 关系 ， 可 以 从 下 式 得 出 
已 二 GZJdzl 大 人 rs A wer A adr, = Ply)dy A dy A ve A dy,. 


现在 y 一 y(z) ,dy, 一 》) 嘲 dr, ， 我 们 知道 


A ye A A dA 
ny 
所 以 
a(x} = pce)det[ 于 ) 


这 正 是 行列 式 法 则 ， 而 我 们 这 一 套 代 数 工具 正 是 设计 来 保证 它 成 
立 的 . 

(2) 中 也 可 以 看 成 是 :对 每 一 点 已 和 了 rz( 必 ) 中 丰 个 切 矢量 
Xips Xzp Xe 都 对 应 一 个 实数 

(wpr Kirs Kzps "es Xin), 
而 且 这 个 对 应 是 交代 的 ,* 重 线性 的 , 于 是 w 对 于 矢量 场 的 上 元 组 
《Xi1， 1， XX) 对 应 一 个 函数 《ww，X 1 ，X2，，…*，X,)， 它 是 交 
代 的 ,* 重 线性 的 (对 函数 关系 而 言 ;， 用 这 种 讲法 ， 就 有 关于 推 
广 徽 分 形式 的 判 据 : o 是 一 个 形式 当 且 仅 当 (w，X\,…,X,) 是 
交代 的 ， 而 且 对 于 函数 关系 是 上 重 线性 的 . 
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在 应 用 中 ， 这 湘 种 讲法 可 以 根据 方便 而 自由 换 用 ， 在 上 一 节 
里 就 已 讲 了 为 何 互 换 ， 例 如， 我 们 有 


ary A A des Ki Ks) = Peo) Xo sz Kon yz 》， 
ES 


和 1- 形 式 一 样 ， 高 次 微分 形式 也 有 拉 回 ,例如 ,车 f:M 一 >N 是 
光滑 映射 而 是 六 上 的 一 个 二 形式 , 则 f"*w。 是 以 上 的 一 个 志 形 式 
如 下 : 
Cf wes Kp Xe) = wedf (X10) ,Af (XW0)), 
8 = f(P). 

到 此 为 止 ， 我们 只 是 给 出 了 微分 形式 的 语言 。、 要 记 和 住 、 微 分 
形式 是 准备 作为 被 积 表 达 式 用 的 . 那么， 从 积分 的 观点 来 看 ， 有 
些 1- 形 式 比 其 它 的 更 好 . 这 就 是 那些 %, 它们 是 某 个 沙 数 的 微分 
df (一 个 专门 的 名 词 是 ; o 称 为 了 的 梯度 形式 ). 因为 车 % 二 df， 则 


线 积分 为 
= 下 


= | Ya = 601)) — #600)). 


在 我 们 的 程序 中 , 函数 了 i (因为 形式 之 集 记 
作 4'(M), 所 以 也 用 4*(M) 表 示 消 数 之 集 ). 一 个 0- 形 式 可 以 在 0 维 
区 域 上 “积分 ”, 即 在 点 上 求 值 . 所 以 微 积分 的 基本 定理 可 以 解释 
为 :如 果 1- 形 式 “是 一 个 0- 形 式 了 的 微分 中, 则 的 一 维 积分 也 可 
以 化 为 了 的 0 维 积分 . 我们 当然 也 希望 对 于 高 维 的 形式 也 有 同样 的 
情况 ,但 是 现在 这 样 说 还 没有 意义 ,因为 对 于 微分 形式 。 还 没有 定 
义 dw. 我 们 需要 这 样 来 定义 :dw 使 得 积分 的 化 约 成 为 可 能 . 如 何 来 
定义 是 有 一 些 线索 的 ,因为 我 们 对 于 积分 知道 一 些 化 约 的 定理 . 回 
忆 一 下 Green 定理 


| me 十 一 几 ( 肝 加 iy 


D 是 民 中 一 个 区 域 ,y=9D 是 了 的 边缘 . 对 于 什么 样 的 区 域 也 才能 
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用 这 个 定理 有 -- 些 条 件 . 但 是 对 于 图 6 一 ! 中 简单 的 矩形 区 域 . 
Green 定理 就 是 微 积分 的 基本 定理 ,全 为 我 们 有 


| Pray = ftea,w — Q{0,9) dy, 下 
| Frdy 二 上 {P(xz,1) — Plx,0) dr. 0 
上 两 式 的 右 方 在 适当 调动 符号 之 后 就 是 & 
所 需 的 线 积分 . 不 必 担 心 怎样 把 它 推广 ry > 
到 一 般 区 域 上 去 . 对 于 我 们 ,重要 的 是 知 
道 Green 定理 启发 我 们 这 样 定义 dw 使 
| 衫 oP 
dPdr 十 Qdy) = (过 By 
但 通过 形式 的 计算 很 容易 达到 这 一 点 ,因为 
dP = Fd 十 $y, 
二 又 24 
dQ 二 学 条 十 WY 
所 以 只 需 这 样 *“4” 就 行 
dtPar + wdy) = dP A dr + do Nay 
{1 op 和 好 
= (Ya + ay) Aart [对 ob dy 
= Pdr 人 站 十 第 和 yA dx 一 ( 召 -- 动 j 科 A dy. 


于 是 对 于 函数 ,我 们 定义 “2a” 就 是 普通 的 微分 ,对 于 铀 分 形式 wo 一 
Plz ,定义 dw 二 dP A 反 , 特别 是 对 于 w= 和 z, 我 们 有 dw 二 0. 对 于 符号 
应 该 小 心 ,因为 在 外 代数 中 Pdr 二 dz.P(ldegP 二 0,degdz 一 1), 所 以 可 
能 误会 iCdz*P) 二 dz A dP 二 一 dP Adz, 即 是 说 应 该 规定 会 自动 地 变 
动 符号 .在 作 了 这 样 一 组 规定 之 后 ,就 能 用 任 一 个 @ 的 局 部 表示 来 
计算 由 了 ,这 在 形式 上 就 成 为 下 面 的 定理 . 

定理 在 4(M) = 2 AM) 中 ， 存 在 唯一 的 算 子 
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dA'(CM) 一 全 人 () 


有 具有 议 下 姓 质 
{1) 4d 是 线性 算 子 (对 常数 而 言 ); 
(2) Ad=0; 


3) dlwAA)=doApt Cl oAad, t=degw; 
(4) ”对 于 函数 了 E4"CM)、of 就 是 前 面 定义 了 的 了 的 微分 . 
证 这 些 规则 已 经 定义 了 上 着 w=adzi A…Adi 和 
do 一 da 六 并 A dz, (x) 
但 是 我 们 不 能 说 (* ) 式 是 4 的 定义 , 因为 我 们 必须 证 明 4 是 与 坐 
标 无 闫 的 ， 凡 用 坐标 方法 、， 总 是 有 这 种 头疼 的 事 ， 真 接 验 证 虽然 
不 难 , 但 是 下 面 的 作法 却 更 好 (用 与 坐标 无 关 的 方法 总 是 比较 好 ， 
但 这 种 好 处 几乎 总 是 事后 之 见 ), 取 一 个 1- 形 式 , 例如 w=alm，, 子 
是 dw 是 一 个 2- 形 式 : 
(dw KX, Xe) = daAdr, XI, Xu) 
= (KX, a) Kz TY ~ (XL Zi) (Xi, 0), 
但 有 
Xi a) Kzs x 一 CX a Xs, 7)) —a (XI, (Xs, 21)) 
= (KX,, {tadzl, X21)) —a (X,, (Xo, x1)) 
= Xi (ww X21) —a CX, (Xr, I1)). 
同 理 
Karar KT) = CX CO KE) — a Kos LX, ,71)), 
所 以 
dw Xt, Xa) 一 CX (Ww KX2)) 一 (X22 (w, XI)) 
—a ( [Xl, X2j, x1} 
=(X1, (ww, X27)) — (Xs, (ww XI》 一 
‘w, [LX),, Xsj), 
这 里 已 不 再 有 坐标 出 现 ,所 以 各 已 适当 定义 . 如 果 作 组 合计 算 , 就 
可 以 对 形式 得 到 一 艇 公式 
(dw, Xos Ks, Xi) 
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= 入 (一 DX (Xo NX)) 


4 


人 1， (¥ *) 


上 加 - 就 老 示 这 个 元 素 应 该 除去 . 

算 子 ! 称 为 外 微分 . 它 只 是 求 导 在 微分 形式 中 的 形式 推广 ,所 
以 ， 它 自身 并 没有 重大 的 意义 ， 我 们 把 一 些 熟 知 的 问题 用 如 下 话 
言 来 级 述 ， 或 者 可 以 得 到 更 好 的 看 法 . 

在 初等 的 三 给 矢量 分 析 中 , 我 们 学 过 矢量 的 两 种 “ 积 ”， 内 积 
4" 了 是 一 个 数 

4+:B= AB AB; + A Bs. 
“又 ” 程 4xB 是 一 个 笑 量 ,而 可 以 用 行列 式 写成 
AXB= |A A 4s 
BI BB Ba 
二 (AsB! 一 AiBs)ez 十 (4 由 一 ArBi)es, 
Ce ev es) 是 RR 中 的 标准 基 谨 .内 积 可 以 推广 到 任意 维 欧 氏 空间 
去 . 但 是 又 积 就 不 能 推广 . 因为 4x 上 8 不 应 该 是 一 个 矢量 , 而 应 该 
是 42(R3} 中 的 一 个 2- 矢 量 
半 AAB= (die tt dez + Ase3) A {Ble + Bes Baes) 
= {AsB3 ~— die A es (CAB — ABia)es A ee 
十 (A 一 AsBi)e, A ez- 
在 Rs 中 碰巧 又 有 dimA?(Ri) 二 dimti(R’) = dimR; 二 3, 于 是 就 可 以 
把 4*(R’) 和 4'(R*) 看 成 相同 , 且 把 4 A 8 看 成 一 个 “矢量 ”而 在 其 
它 空间 就 不 能 这 样 . 
类 似 地 ， 在 典型 的 高 等 徽 积分 的 课程 里 ， 我 们 还 学 到 
(1) ”对 一 个 纯 量 (或 标量 scalar) 函数 /= fCz,y,z), 其 梯度 


是 一 个 矢量 函数 | 江 , 革 ， 
of 地 


Wt 


— (dsBs 一 AsB,)e) 


df = Haz + 
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(2) ”对 一 个 矢量 函数 了 = (J,，f:、fs)， 我 们 有 矢量 函数 
二 {2 of2 ;i af of 半 )， 


以 及 纯 量 函数 


fafa 
二 十 


qiv 了 一 一- By 区 


它们 应 该 分 别 相当 于 一 个 i 形式 


w= fdr fdyt fads 
和 一 个 2- 形 式 
HA=fidy A dz flz Ndrt flr A dy 
的 外 微分 ， 即 


_ fafs 9f aj dfa 
t=[ 轨 -本 和 六 上 十 (要 -要 ji 庆 Az 


af _ of) 
ar 3 


d j= 时 + 况 + 稚 jarAwy A 


而 通常 的 和 恒等式 
curllgrad 门 一 0， div(curl 门 一 0 


+| dz A dy, 


正 是 = 
从 实用 的 观点 来 看 ,这些 想法 都 不 太 重 要 ， 但是， 把 事物 放 
在 一 定 的 联系 之 中 ， 时 常会 给 出 新 的 见解 和 较 深 的 理解 ， 如 关于 


电磁 场 的 经 典 的 Maxwell 方程 ， 用 通常 的 矢量 语言 ,它们 是 


1 a8 
] 》 Aut] B= -Fy 


1 05 
2) curl 五 一 玉 到 


3) div B=0, 
4) div =0, 
8, 如 是 电磁 场 和 矿 场 矢量 消 数 (依赖 于 空间 变量 z，y，x 和 时 间 
变量 起， 为 简单 计 ， 假 设 电 磁场 中 没有 源 . 在 四 维 时 空中 引入 两 
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个 2- 形 式 
w= (Bd Body + Eada) A cdt + Hdy A ds 
二 Hzdz A dr Hsdr A dy, 
"w= — (Hdr tt Hody + Hadz) A cdt + Bady A dz 
+ Edz A dr + Edr A dy 
( 称 为 Faraday 形式 及 其 对 偶 )， 容 易 看 到 Maxwell 方程 化 为 
do 一 路 必 一 (0. 

大 家 知道 ,认识 到 Maxwel 方程 在 牛 地 泽 标 变换 (或 称 区 里 略 变 换 
z 一 7 十 Pit，z 二 y 十 vot， 二 z 十 wat) 下 并 不 变 ， 由 此 终于 导致 了 特 
殊 相对 论 ,上 且 Maxwell 方程 可 以 在 四 维 空间 中 表示 , 却 为 陈述 相对 
论 提供 了 一 个 数学 的 框架 . 

现在 再 回 到 一 般 的 理论 . 我们 知道 ， 最 好 的 一 类 微分 形式 就 
是 作为 微分 的 那 一 类 ,， 即 w 一 此 称 为 “恰当 的 ” 什么 时 候 会 是 这 
样 呢 ? 因 为 下 ==0, 所 以 一 个 必要 条 件 应 是 so 一 0, 我 们 也 给 满足 这 
一 条 件 的 微分 形式 一 个 名 称 , 称 之 为 “ 闭 ” 的 《closed). 所 以 恰当 
形式 一 定 是 闭 的 ， 而 其 逆 不 一 定 真 ， 我 们 更 仔细 地 考查 一 下 . 最 
简单 的 情况 是 R' 上 的 形式 . 那里 只 有 1- 形 式 又 都 是 恰当 的 . 这 正 是 
微 积分 的 基本 定理 . 但 是 即 令 是 一 维 的 情况 也 有 复杂 性 .在 一 维 
球 S' 上 就 有 不 恰当 的 1- 形 式 ， 例如 w= 二 cos?t dt， 因为 如 果 它 是 , 则 
必 有 定义 在 3 上 的 函数 了 使 o 一 时， 这 时 因为 所 谓 了 是 3 上 的 函 
数 ， 意 味 着 {2} 二 了 (0) ,所 以 
| cosst dt = f(274) 一 f(0) = 0， 


这 当然 是 不 对 的 . 另 一 方 而 ,， 若 将 限制 在 5 的 一 部 分 上 ， 则 它 
是 恰当 的 .函数 了 就 是 通常 的 原 函 数 
了 一 二 十 型 蔚 
由 于 出 现 t/2, 了 不 是 周期 的 ,因而 不 能 作为 整个 $+ 上 的 函数 ， 这 
个 例子 说 明 ， 问 题 与 其 说 是 在 分 析 方面 ， 宁 可 说 在 流 形 的 拓扑 方 
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面 ， 在 二 维 的 情况 也 有 类 似 之 处 ，Rz: 中 的 1 形式 的 形状 是 
w= Pdx 十 Qiy. 


如 一 0 意味 着 
op 9% 
为 使 。==df， 意味 着 求解 一 组 方程 
Cl 让 这 
3 P, Dy 2. { ) 


但 若 回顾 Frobenius 定理 ， 就 知 〈《* ) 式 正 是 使 (** ) 式 可 解 的 

可 积 人 性 条 件 ， 事 实 上 ， 这 时 可 直接 求 J， 令 

则 
入 = P(x,y), 
Ba_ f Ppt,y) 
dy 0 穷 

二 Q(z,Y) 人 QO,Y). 
求 f(y) 使 疡 (y) = 二 8(0,9) 并 邻 f(x,98) 二 gCz,y) 十 Fly) , 则 有 


af of 
Ww? =P 


以 上 的 证 明 依 束 于 可 以 从 原点 到 任何 一 点 (z,，y) 积分 ， 即 是 说 ， 
区 域 中 没有 “ 泻 ” 挡 路 ，。 如 果 有 洞 ， 就 会 出 现 麻烦 . 考虑 定义 在 
Rz 一 (0 上 的 微分 形式 


怒 一 二 十 Er 
因为 0 被 除去 了 ， 我 们 可 以 用 极 坐 标 〈”， 8). 为 使 9 有 确定 值 , 再 
除去 正 实 轴 工 一 {(z,0)1z 之 0} ,于 是 
0:R? 一 LU (0,2m). 
当然 有 9(z， 妇 二 tan-!(y/z)， 面 且 w= 二 46 于 R: 一 LL 上 .但 是 不 可 
能 有 一 个 了 使 在 让 一 (10) 上 ao 一 上 因为 这 时 将 会 使 49 一 太一 0 
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一 一 一 一 上 要 


于 展 一 上 上 ， 从 而 
二 9 十 const， 在 及 一 上 上 ， 

但 是 这 样 的 了 不 可 能 连续 太 展 到 R: 一 {04 时 然 由 不 是 怡 当 的 . 但 直 
接 计 算 可 知 它 在 民 一 10} 上 是 闭 的 . 

因此 闭 形式 和 怡 当 形 式 的 关系 涉及 到 拓扑 学 的 考虑 , 局 部 地 ， 
确 有 肯定 的 回答 . 不 幸 的 是 ,我 们 对 Ri 上 的 1- 形 式 所 给 的 证 明 并 未 
含有 普遍 到 是 以 应 付 一 般 博 况 的 思想 .这 个 思想 应 该 基于 同 伦 的 
构造 .既然 不 能 从 上 述 特 例 把 这 个 思想 逐步 诱导 出 来 ， 不 如 就 直 
接 说 明 它 . 考虑 0ER' 的 一 个 邻 域 (, 若 xEL->4rEL, 0 委 ! 委 1 就 
说 下 对 于 原点 是 “ 星 形 的 ", 

Poincare 5| 理 ”定义 在 是 形 邻 域 UCR* 上 的 闭 形式 ww 必 为 恰当 
的 . 

证 令 1= [0, 1 为 单位 区 间 , 定义 两 个 包含 映射 [一 i XX 
| 

i (0, 7), tT (|. x). 
因为 星 形 ， 所 以 能 定义 一 个 向 伦 
H:IXU— VU, (tt, 1) tz, 

注意 H, 二 id 而 #6== 常 信 映 射 . 在 4 上 给 定 一 个 t 形 式 w, 则 有 它 
在 1XU 上 的 拉 回 #H"w (严格 说 ， 它 不 完全 对 ， 因 为 1xU 不 是 一 
个 流 形 ， 但 这 只 是 一 个 技术 细节 , 妃 显 然 对 上 和 > 都 光滑 ?， 为 了 
证 明 wo 为 怡 当 ， 我 们 需要 一 个 己 上 的 (4 一 1) -形式 ， 其 方法 是 通 
过 对 {积分 在 "中 除去 一 个 变 元 ， 令 7= 字 为 R 上 标准 的 矢量 
场 ， 在 LU 上 定义 一 个 一 1) -形式 lw 如 下 

lwoyvir (7) 一 | Hw Tv UT dt (Cx) 
我 们 有 

do (一 Do 


《因为 我 们 是 在 户 中 ， 所 以 没有 [ww，z] 二 0 项 ) 
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上 ， 
ee 2 【一 Dp, | a OT 本 


且 
1 
《dv 一 feo, Tyee ea 
) 
-| ‘dH oT ,0 vt 
0 
1 1 
一 | DreH’ wv sd dt 二 3 上 《一 1 
0 1 
Ds CH wT py sd Vi) 
i 
一 | 页 六 wv td — Alo so), 
站 
但 是 
上 
| 六 
0 
= CH ws te C1 x) So 
= web sh) x) 一 0， 


w= dlw + Idw, (x ¥) 
所 以 ， 当 dw 二 0 时 ，% 二 dilw 是 恰当 的 ， 
同样 的 计算 可 以 推广 到 以 下 和 情况, 流 形 之 间 的 光滑 映射 
f9: 术 一 匀称 为 向 伦 的 , 若 存 在 一 个 光滑 映射 
Hi X M——N, 
使 得 HC(0,P)== 了 (P),H(1,P) 二 gqg{P); 对 尺 上 任 一 形式 ww, 仍 用 同 
样 的 方程 (*# ) 在 愉 上 定义 一 个 (一 1)- 形 式 ,对 向 样 的 计算 加 以 
修正 , 即 加 上 [wv.,z,] 项 以 及 考虑 [T,sj]= 二 0 表明 ,方程 (x* ) 成 为 
gw— fw-= dwtt law. 
下 一 章 将 用 到 这 个 关系 式 . 
Poincaré 引 理 一 般 是 不 真 的 . 为 了 衡量 其 不 真 的 程度 , 引入 以 
下 的 上 同调 的 形式 语言 ， 可 以 用 外 微分 运算 把 上 形式 空间 审 起 
来 成 为 一 个 “ 复 形 ” 《complex) 
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OAM ACM) Tr ACM) 
4M 
它 有 时 也 记 作 
A (M) = > A'(M), 


称 为 de Rham 复 形 . 任意 象 这 样 一 串 空间 和 映射 4， 只 要 通 合 4 二 
0 也 都 称 为 一 个 复 形 ， 这 时 ， 定 义 

Zr(M) = ker(A(M) 一 A M)), 

BM) = Im(ATI OM) 一 一 A'CM)) 
为 “循环 ”Ccycle) 和 “边缘 ”(boundary)， 在 我 们 的 情况 下 ， 它 
们 各 是 团 形式 和 恰当 形式 的 空间 ， 作 一 个 复 形 ， 意 味 着 

BOM) C ZOM). 

而 定义 第 * 个 上 同调 空间 为 


HM) = SD 


及 (CH 

称 为 de Rham 上 间 调 . Poincaré 引 理 只 不 过 是 说 At 一 0， 人 > 0， 
只 要 UCR 是 星 形 的 . 所 以 在 一 般 情况 下 , 空间 成 (CH) 越 大 (它们 
是 R 上 的 矢量 空间 ) Poincare 引 理 不 真 越 严 重 , 根据 我 们 所 已 经 了 
解 的 , 城 CM) 十 分 地 依赖 于 以 的 拓扑 . 著名 的 de Rham 定理 则 进 
一 步 断 定 , 它 只 依赖 于 对 的 拓扑 . 我 们 正在 一 步 步 向 这 个 定理 深 
入 ， 人 得 是 在 一 段 时 间 之 内 还 到 不 了 这 个 定理 ， 在 结束 本 章 之 前 再 
卉 清 几 个 问题 ， 


$ 5， 其 它 问题 


回想 一 下 ， 外 代数 的 要 点 在 于 它 考虑 到 次 序 . 我 们 也 曾 用 次 
序 来 定义 矢量 空间 7 的 定向 : 两 个 有 序 基 底 (elj，ez，…，e) 和 
(dj， 四，…， 有) 定义 V 的 同一 个 定向 ， 如 果 在 以 下 变换 式 

eAeh** Ae= Ad Ado Ahad, 
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中 系数 为 正 ，4 恰好 是 联系 基 次 的 矩阵 〈4,) 的 行列 式 ， 这 里 
p, 三 >A,. 
就 单个 矢量 空间 1 来 说 , 这 是 很 简单 的 . 上 有 两 个 可 能 的 定向 , 但 
是 村 于 矢量 从 8 一 >8, 定向 就 比较 复杂 . 希望 能 给 5 的 每 一 个 纤 
维 ,以 定向 ,而 使 得 在 某 种 意义 上 ,所 有 纤维 都 有 相 辣 的 定向 . 这 
件 事 很 容易 陈述 如 下 ; 令 (Li,) 是 EE 的 一 族 平凡 化 邻 域 . 我 们 知道 ， 
给 一 个 局 部 坐标 po :ts XT 一 >B 相当 于 给 出 一 组 定义 在 4。 上 的 
局 部 截 口 p= 二 《ps ，ps,，*…，Po,)， 对 这 样 一 组 截 口 赋 以 次 序 就 叫 
做 一 个 局 部 标 架 (trame}), 一 个 局 部 标 架 wz 对 于 每 一 点 EVs 给 出 
一 个 有 阅 基 底 pe) 一 Cpe C0) ,p00),… ,po.《60)), 如 果 5EU Us， 
pa 的 和 pstb) 之 间 关 系 如 何 ? 如 果 能 找到 这 样 一 族 局 部 标 架 Cps) 使 
得 上 cas 天 儿 时 ,和 产 给 出 相同 定向 ,就 说 如 是 可 定向 的 . 若 底 
空间 8 是 连通 的 ,(p,) 称 为 8 的 大 范围 定向 . 可 定向 从 一 -x8 有 
两 个 可 能 的 定向 . 可 定向 性 相当 于 说 所 有 迁移 矩阵 (go) 都 有 正 的 
行列 式 . 另 一 个 说 法 如 下 :考虑 最 高 次 外 形式 从 4(8) 一 一 B, 它 是 
一 个 线 从 ,是 耕 为 平凡 视 它 是否 有 一 个 大 范围 的 处 处 不 为 0 的 截 口 
而 定 . 所 以 吾 是 可 定向 的 当 且 仅 当 小 (8) 为 平凡 的 ,4*(8) 的 一 个 
处 处 不 为 6 的 大 范围 截 口 就 定义 了 号 的 一 个 定向 - 不 可 定向 从 的 
最 简单 的 例子 就 是 Mabius 带 亦 即 在 P! 二 S$1+ 上 的 典 则 线 从 yp'). 
Mébius 带 沿 中 线 剪 开 后 仍 是 一 个 整体 ,这 说 明 yCP') 二 41Cy(P')} 
是 非 平 凡 的 . 如 果 流 形 路 的 蕊 从 TCM) 一 一 是 可 定向 的 ,就 说 于 
是 可 定向 的 , 即 这 时 可 以 找到 一 族 饭 部 坐标 系 忆 rs) 使 得 所 有 的 
Jacobian 矩阵 (axs/9xs) 都 有 正 行列 式 . 因为 当 且 仅 当 T" (3) 为 可 定 
向 时 ,TCM) 才 是 可 定向 的 ,所 以 TCM) 可 定向 当 且 仪 当 存在 一 个 
大 范围 的 处 处 不 为 0 的 形式 (n 二 dimi4). 任 一 个 这 样 的 形式 名 在 
M 上 定义 一 个 定向 . 最 简单 的 不 可 定向 流 形 是 射影 平面 p:. 回忆 
一 下 ,Pr 是 从 球面 5 将 x 点 与 一 z 点 视 为 相 司 得 出 的 . 我 们 有 以 下 
图 示 
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da 
TS ) —— 7(P’) 


S? P? 
因为 4 是 局 部 微分 同 薄 , 故 在 每 个 纤维 上 dr 都 是 同 构 , 从 这 里 可 
以 看 到 TCP?) 可 描述 如 下 记 住 
T(S7) = {(r,y) lz € Sy €E R’,ir,y) = 0}, 
把 (z, y) 与 (一 z。 一 y) 视 为 相同 ， 所 得 的 商 空 间 就 是 r(P?) ， 
对 于 一 点 5 二 [z] EPP，A42(T,(P?)) 中 的 元 是 以 下 形式 的 对 象 之 线 
性 组 台 


fz,y) A Lr,y]. 
车 将 z 换 成 一 x, yy, 纪 都 要 变 导 而 YA#w 不 变 . 把 yj 信 yw 与 yt XY 看 
成 相同 , 因为 y, ;都 与 x 正 交 , yyXy4 应 与 x 平行 . 这 意味 着 若 P? 
可 定向 ， 可 得 到 一 个 函数 p:P? 一 >5? 使 xp 二 1， 即 得 覆盖 映射 5? 


一 一 P 的 一 个 截 口 , 这 是 不 可 能 的 . 因为 如 果 这 样 一 个 p 存在 , 一 
2 也 将 是 一 个 截 口 . 这 时 , 8 一 ImoUlm( 一 ,有 旦 Imo 门 in( 一 站 一 
好 ,这 是 不 可 能 的 ,因为 8 是 连通 的 . 

必须 看 到 ,可 定向 性 的 定义 只 是 给 出 了 一 个 概念 . 定义 本 身 并 
不 包含 判断 是 否 可 定向 的 有 效 办 法 . 不 论 如 何 , 一 个 矢量 从 有 许 许 
多 多 局 部 标 架 . 有 更 有 效 的 办 法 能 从 这 里 而 找 出 一 个 大 范围 的 定 
向 ,或 者 证 明 找 不 到 这 个 定向 ,后 而 我 们 会 讲 到 这 一 点 ， 

应 该 指出 ,可 定向 性 完全 是 -- 个 “ 实 ? 丛 的 问题 .我 们 讲 到 了 正 
行列 式 , 车? 是 一 个 复 矢量 空 间 , 它 当然 也 是 一 个 实 空间 ,因此 有 
两 个 可 能 的 定向 . 因 上 是 一 个 复 空 间 使 我 们 能 作 一 个 确定 的 先 
择 , 令 Y 作为 一 个 复 矢 量 空 间 有 一 个 基底 (e);-;( 这 样 写 法 表示 我 
们 不 管 “ 的 次 序 ). 于 是 Y 作为 实 域 上 的 矢量 空间 ,有 基底 (e， 
/一 Te). 现 在 按 下 而 的 规则 排列 这 个 基底 

和 
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即 。, 后 面 紧 接着 /一 le- 

引 理 ”上 述 定 向 与 (1 的 选择 无 关 ， 

证 令 (d)*-, 是 另 一 个 复 基底 ,我 们 需要 比较 4, 一 14， 
dv 一 Ti 和 (ev 一 feel 一 le 因为 它们 是 从 一 个 
已 定 的 次 序 开 始 再 作 同 样 的 排列 ,所 以 原来 的 次 序 显 然 没 有 关系 ， 
事实 上 ,作为 复 矢量 空间 我 们 有 一 个 复数 C 使 得 

由 大 天 下 一 Ce 人 从 eu 
令 (C=4 十 vv 一 15.4 和 是 是 实 的 ,所 以 
dA Ad= A Me lle) Aeh-: he. 
与 此 相似 有 
(VE I) A A (VE) 一 4 一 ie) AAA(vV 一 je) 
一 5 ACV 一 le) A…A(wv 一 1e)， 
所 似 
dA AdA CT Ta A A Ta,) 
= Ae A Me A VT le) A A te) 
— BA le) Aeh he heh (Vv 1e) A 
“A CV Tey. 
把 右 方 第 二 项 中 的 VV 一 Te 与 6 对 换 ,将 要 变 号 4 十 (# 一 1)==2x 一 1 
次 ,所 以 
dA AdACTE TA) A A C/T) 

= |Clie A Ae A (A/T ey) A A (VT Je). 

注定 向 (el, 一 Ielyery vv 一 le ,el 一 te) 是 一 个 固定 
的 但 任 选 的 定向 ,也 可 以 选用 另外 的 定向 如 (eer…esv 一 le， 
v 一 le 二 Je), 有 的 文献 上 确实 也 是 这 样 用 的 . 但 我 们 的 选 
法 有 特殊 的 理由 ,与 Lie 群 有 关 . 令 

也 一 2 Cuei， 
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人 一 4 十 一 TB 而立, 表示 2X2 实 矩阵 
2 A — BB,\ 
入 pe 
很 容易 看 到 , (ev 一 Ltd 一 did 和 (ev 一 lowye， 
/一 Je) 之 闻 的 矩阵 是 (Cu) ,这样 我 们 就 得 到 了 一 个 杠 入 
GLOACI—>0L(2R RY, (0) (6,,), - 
从 而 使 纺 (x,0) 成 为 0L(2r,R) 的 一 个 子 群 ,我 们 需要 的 就 是 这 个 
待定 的 娆 入 . 
令 一 >8 是 一 个 复 和 撩 量 从 ,和 一 个 单个 矢量 空间 一 样 , 它 也 
是 一 个 实 矢量 丛 . 利用 局 部 复 标 架 ,我 们 可 以 如 上 而 一 样 在 每 个 纤 
维 上 给 以 定向 . 上述 引 理 说 明 . 这 个 定向 是 适当 定义 的 ,即将 每 个 
复 矢 量 丛 做 为 实 撩 量具 来 看 ,都 是 可 定向 的 ,而 我 们 所 采用 的 规定 
就 选 定 了 一 个 定向 . 待 别 是 ,每 个 复 流 形 都 是 可 定向 的 ,从 而 有 确 
定 的 定向 . 
微分 形式 是 矢量 场 的 对 偶 概 念 . 因此 .关于 矢量 场 的 许多 定理 
对 于 微分 形式 有 对 偶 的 定理 . 如 Frobenius 定理 . 
令 .了 为 流 形 上 的 一 个 世 维 分 布 . 记 
1C.2) = {w € ACM) ol Xs, Ki) 一 0 Xi € ,7}, 
息 然 1(.7)C4CM) 是 -- 个 理想 . 
定理 (Frobenius 定理 ) ”分布 .2” 是 对 合 的 当 且 仅 当 a C7)) 
CLIC.). - 
证 取 一 个 点 PE 以. 我 们 可 以 书 部 地 找到 矢量 场 X,,，… ,XX。 
《a 二 dimM) 使 (Xi1，…，Xi) 对 于 Po 之 一 个 邻 域 5 中 的 任何 一 点 
P 都 是 .Z 的 基底 ， 令 (w，…，w,) 是 《XI，…，X,) 的 对 偶 | 
形式 ， 即 有 
w(KX,) = 6,. 
于 是 《wiry ，w.) CI(.Z)、 而 且 事 实 上 生成 1(.7z)， 由 定义 有 
do XX) = Kw X,)) 一 Xs XY) 
一 《wo LX,, X,]). 
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若 :，) 委 丰 4 人 下。 前 两 项 都 为 0， 而 有 
do (XX 一 一 a Wp. .Mb 
很 明显 当 且 仅 当 [ES 天 他 ,和 时 doo(X，X) 一 0， 定理 得 证 . 
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第 七 章 和 只 分 


§ 1. 引 


上 一 章 我 们 建立 了 微分 形式 的 语言 ， 微 分 形式 是 打算 用 作 积 
分 的 被 积 式 的 . 因为 我 们 要 做 的 积分 是 Riemann 积分 ,所 以 没有 什 
么 读者 不 知道 的 本 质 上 的 新 东西 .问题 在 于 找 一 个 比较 好 的 讲法 ， 
使 得 在 流 形 情况 下 的 要 点 讲 得 最 清楚 . 第 一 个 也 是 最 恒 要 点 是 不 
变性 ， 即 积分 在 坐标 变换 下 的 性 态 . 第 二 是 化 约 ， 即 微 积分 的 基 
本 定理 , 它 将 以 Stokes 定理 的 形式 出 现 . 我 们 想 表明 , 如 果 表 述 适 
中 .为 此 目的 ， 我 们 不 打算 按 通常 教科 书 上 讲 流 形 上 的 积分 的 讲 
法 ，、 而 是 按 H，Wwhitney “Geometry Integration Theory”(〔( 几 何 积分 
理论 ) 一 书 ， 讲 法 如 下 . 

当然 我 们 将 在 * 维 区 域 上 求 积 -形式 ,区 域 被 分 成 小 块 ,积分 
是 Riemann 和 的 极限 , 但 是 我 们 不 是 分 成 小 矩形 ,最 基本 的 小 块 我 
们 将 采用 三 角形 、 或 者 一 般 就 说 是 单 形 (simplex). 这 种 作法 全 是 
技巧 上 的 理由 . 因为 有 一 些 组 侣 学 的 考虑 使 单 形 比 矩 形 用 起 来 更 
方便 . 但 是 不 论 是 矩形 还 是 三 角形 ,在 流 形 上 统统 没有 . 但 在 坐 
标 邻 域 中 总 有 扭曲 的 三 角形 .斯 包 只 要 积分 在 变量 变换 下 行为 规 
和 矩 ， 我 们 就 能 用 小 块 上 的 积分 建立 大 范围 的 积分 . 


路 


$2. 单 形 


令 F 为 矢量 空间 , 线性 子 空间 WCrY， 所 谓 V 的 仿 射 (affine} 
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子 空间 就 是 一 个 子 集 4CF 、 其 形状 如 下 
并 二 zx6 十 访 ， 
meEr， 即 是 说 4 是 由 子 空间 六 经 过 下 面 的 平移 而 得 
了 一 一 ~ ，2| 一 一 并 十 ZX0， 

4 的 维 数 定义 为 W 的 维 数 ， 

一 般 说 来 ， 只 要 在 矢量 空间 中 作 平 移 ， 就 从 矢量 范畴 进入 优 
射 范畴 ， 从 几何 观点 看 ， 仿 射 对 象 更 为 自然 《为 什么 只 考虑 过 不 
点 的 直线 呢 ?)， 但 从 代数 观点 看 ， 矢 量 运 算 更 为 容易 。 要 搞 仿 射 
对 这 些 代数 的 计算 就 必须 加 以 修正 . 例如 , 令 Gas …， we) 是 由 


的 一 个 基底 ， 令 二 zw 十 ww， 线 性 表达 式 >》 Ne 变 成 
Dy hu = Dh, 一 xp) 一 Daz, 十 Mozn， 
其 中 为 = 一 3 和. 因此 ，(w,t, 线 性 无 关 就 相当 于 (x.)+, 仿 射 无 


关 ， 仿 射 无 关 的 定义 是 > 2zx = 0, 同时 


DS)% = 0=% = 0, i= 0,1,%,k 
4 mm 
一 个 zE4 可 以 表示 为 “ 仿 射 基底 ”(z，z2，…，2) 的 “ 仿 射 组 


合 ). 


上 上 
z 一 mm 十 了 ?iu 一 如 十 ZI 和 (一 各) 
:= | 4 一 上 
= > zz，( 和 一 1 一 7) 
r=0 Ce | 


而 >)% = 1. 例如 , 当 zo 闫 zt 时 (zo, z1) 是 仿 射 无 关 的 , 这 时 , 过 
:=0 
zo，zi 的 仿 射 直线 或 简单 说 就 是 直线 ， 正 是 
L= {hrot (1—%) zi | hER}. 
如 果 我 们 只 需要 线段 wz1， 可 以 限制 % 在 0，1 之 间 : 0 委 jx< 委 1 更 
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一 般 地 ， 我 们 有 
定义 中 的 + 维 单 形 、 简 记 为 证 单 形 ， 即 一 个 子 集 


+ + 
二 (ro, pi bp 一 { > 和 zx| D4=1, 0<2% 委 1 
1 一 0 4 一 了 


Cs xz zt) 是 仿 射 无 关 的 .这 些 点 称 为 单 形 的 顶点 . 


= 2 OAEl, 2X= :1 


是 唯一 的 . 《2225 服从 了 = | 的 限制 ) 称 为 zx 的 重 
心 伙 标 《barycentric coordinate) b,(z) 二 入 ， 上 面 的 式 子 称 为 * 同 组 
全 由. 

0- 单 形 就 是 一 个 点 , !- 单 形 是 一 个 区 间 , 2- 单 形 是 一 个 三 角形 
等 等 . 求 积 分 时 必须 考虑 定向 . 所以, 记 o= 《ro x ，…，z)》， 理 
解 为 其 顶点 即 按 此 次 序 排 列 〈 或 者 说 ,基底 按 Gm，…， tw.) 次 序 
排列 )，o 称 为 有 向 单 形 . 这样 我 们 就 有 如 下 的 图 形 ， 


图 7 1 


在 作 积分 时 ， 我 们 希望 能 在 同一 单 形 上 按 各 种 定向 积分 若干 

次 ， 或 者 在 好 几 个 单 形 上 积分 ， 所 以 考虑 “ 链 ” (chain) 
之 jmo,( 有 限 多 个 0), 
这 里 是 整数 ，a, 是 单 形 ， 我 们 约定 ， 当 o,€ S641 时 
Xoo yzYodly) Lop) = eT ro Ts ,TY, (Cx) 

处 理 这 类 问题 有 一 种 形式 的 方法 .因为 以 后 变 多 次 用 到 它 ， 所 以 
在 这 里 我 们 一 次 讲 完 . 

令 证 是 具有 单位 元 1 的 可 换 环 , 4 是 任 一 个 集 , 由 4 生成 的 R- 
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自由 模 {free module) 即 集合 
FA) 二 {9:4 一 rRIpla) 关 0 只 对 有 限 多 个 a€ 4 成 并 }. 
它 与 上 面 “ 链 ”的 定义 关系 如 下 
l， z=4, 
0, za, 
显然 5E F(A4). 这 样 可 和 将 4 与 (4) 的 一 个 于 集 伍 同 起 来 , 即 4 一 一 
F(A4), a 一 >4, 车 gEF(4), 目 g(a) 二 入 关 0, i 二 1，2,*…,， 则 
易 见 


ttA4——rR, i = 


男 一 Dy Aa. 
在 我 们 的 情况 下 ，R=% 为 整数 (这 时 下 实际 上 是 自由 Abel 
群 )，S=V 中 的 一 切 间 形 之 集 ， 这 时 FC(5) 称 为 链 群 ， 
F(S) = DIF(S) 一 PFS), 


F(51) 一 4 维 链 群 = 由 上 单 形 生成 的 自由 群 . 

令 了 为 PCS) 中 由 关系 式 (* ) 生 成 的 子 群 , 商 群 G5) 二 FCS)VI 称 
为 有 向 链 君 . 不 难 证 明 ( 虽 然 并 不 显然 )8#(S) 仍 是 自由 的 ,而 且 由 
有 向 单 形 的 等 价 类 所 生成 ， 

化 约定 理 把 o 上 的 积分 和 其 边缘 上 的 积分 连接 起 来 ， 所 以 需 
要 单 形 0 之 边缘 的 定义 ， 其 形式 定义 是 : 令 一 xo» TI 7 ZY 
为 一 个 大 单 形 、 对 每 一 个 0<<i<k， 除去 所 得 的 (4 一 1) - 单 形 6 
二 《xo; Zi》 称 为 相对 于 z 的 (一 1) - 面 ， 它 也 是 一 
个 单 形 ，。 所 以 自己 也 有 面 ， 仿 此 以 往 ， 所 有 各 维 的 面 均 称 为 0 的 
面 ， 定义 o 之 边缘 如 为 链 


我 们 说 过 ， 采 用 单 形 方法 有 一 些 组 合 学 的 理论 ， 其 中 之 一 如 
下 : 边缘 3 定义 了 一 个 线性 映射 
(CS 一 一 (CS 1). 
命题 (FP,9) :一 一 F(SD) 一 PFCS， 一 一 FPCSo) 一 
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So yh 


0 是 一 个 链 复 形 , 即 39 二 0. 
这 个 命题 将 会 多 次 出 现 , 所 以 值得 详细 地 介绍 , 它 实际 上 只 是 


+ 
abc = D2),(— 1)'90,. 
3m 


求 Qzone ;zi) 就 是 再 除去 一 个 顶点 tz ,然后 按 ZJ 之 位 置 加 
上 一 个 符号 , 当 j<i 时 ,z, 是 在 第 ;个 位 置 ,所 以 应 该 加 (一 1):, 但 
十 对 于 ;> 时 ,x, 是 在 第 ;一 1 位 置 ,加 的 符号 应 是 (一 1) 六 !, 因 
此 
990 = 2 (一 DD (一 站 mo 
,=0 Dd 


a >») (一 1 (ro, --: ,0 ] 


jl 


= > {= Oti( pos eo 2, se » X17 
i 
十 >， 和 汪汪 Tos" yz 52 2 


第 二 项 里 把 1,j 对 调 , 因 为 两 个 求 和 式 项 数 相 同 (图 7 一 2) ,所 以 一 
切 项 全 部 消 完 . 


上 
天 2 
ji>! ~- (ror 》 
= i {rir ) 
Aj< 
i 和 
图 7 一 2 


倒 QToyT1 yz》 一 《2zZ1972 7》 一 《0oyxz2》 十 《zoyZ1)， 

在 求 积分 时 需要 把 一 个 单 形 切 成 小 块 . 其 作法 当然 为 数 无 穷 . 
但 为 简单 起 见 , 我 们 只 按 一 种 切 法 , 称 为 “重心 重 分 ”(barycentric 
subdivision). 对 于 一 个 志 单 形 ge 一 (zoyzl p20》 ;点 


i> 
b{0) 一 Py ER 


称 为 其 重心 , 我们 已 经 定义 了 = 的 面 ， 它们 也 是 单 形 ,所 以 内 已 也 
有 面 . 我 们 用 r<o 表示 上 是 = 的 面 .= 的 重心 重 分 就 是 由 = 的 一 切 
面 的 重心 作出 的 一 组 单 形 , 对 2- 单 形 可 以 画 出 一 个 图 ,其 中 5 是 2- 
单 形 的 重心 ,5 ,by, 是 三 个 1 维 面 的 恒心 ,而 zo,Z1Z1z 本 身 是 0 维 面 
的 重心 从 这 个 图 中 我 们 发 现 ~- 个 格式 ,每 一 个 小 的 2- 单 形 的 形状 
都 是 (yo, ,y2) ,yo 是 一 个 顶点 ( 即 0- 单 形 之 重心 ) ,如 是 某 个 1- 单 形 
之 重心 ,如是 2- 单 形 的 重心 :ys 二 8C0) ,这 就 告诉 我 们 怎样 来 给 出 一 
般 的 

x 定义 ” 令 o 为 一 太 单 形 ,o 的 重心 重 
分 D(o) 是 一 组 形 如 《C50),b Cr),…， 
bs b, 5C)) 的 二 单 形 ,这 里 .<o 是 0 的 i 维 面 
《因此 r 是 顶点, = 一), 且 二 <r+i* 换 言 

之 ,每 个 小 的 缚 单 形 由 一 串 面 性 < 


< 一 决定 ， 
图 ?3 需要 说 明 这 个 定义 的 合理 性 . 例如 说 ， 


应 该 证 明 B(to0) ,5C7T1),… ,b(t)) 是 一 个 单 
形 , 即 证 明 它 们 的 顶点 仿 射 无 关 . 但 这 是 容易 的 . 俩 如 说 , 若 + 一 
《ze sx, , 风 | 


2 hh 
2 2 


I 


+{ 合 十 - .+ ij 
十 ， … 二 1 
更 为 重要 的 是 , 重 分 中 的 小 单 形 彼此 不 会 重 迭 . 这 并 不 是 说 
Doc) 中 的 单 形 是 互相 分 离 的 ， 而 是 说 它们 以 最 经 济 的 方式 相交 ， 
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确切 些 说 ，DC(o) 中 的 两 个 单 形 一 定 交 在 一 个 公共 面 上 . 以 后 将 讨 
论 它 . 

我 们 必需 和 弄 清 重 分 以 后 是 否 缩小 了 单 形 . 直观 上 看 这 是 清楚 
的 .形式 地 看 也 是 容易 的 . 当然 ， 对 矢量 空间 必须 给 以 某 个 内 积 
来 定义 其 长 度 . 令 一 (fo) Ti," ZT) 为 一 个 妆 单 形 ， 若 z， 3 各 
DV， 有 


y = Sg O&AE1l, Dh=1. 
所 以 ee 
» 
Iz—y¥|= | Dy —x) | Olea 
suplz— nl supls—s,l, 
"之 直径 <suplz = 


对 DCo) 中 的 一 单 形 应 y 用 上 式 表 明 我 们 只 须 考 虑 5G7) 50D 1,z< 
A: 因此 ， 假设 


b(7) = ti 
] 国 
b(n) = rp 1 之 过 大 


因 


[LC(7) —Bb(p) 1sup|z,—b(4) | 过 sup 
1t JS 


= 一 二 [2s 
= sup 二 TD zy) 
字 > |s~—s, 
ee 的 直径 )， 
所 以 , 当 我 们 重复 地 作 重 心 重 分 时 , 单 形 的 大 小 将 趋向 于 0. 递 推 地 


定义 ?次 重心 重 分 (0) 二 D(C-1(0)) ,D'(a)= 二 Dl0) 我们 看 到 上 
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《o) 中 每 个 单 形 之 直径 可 以 任意 地 小 ,只 要 充分 大 . 
在 积分 中 ， 定 疝 是 一 个 基本 的 考虑 ， 例 如 ， 在 初等 微 积分 中 
有 这 样 的 规定 


[rea=— reoDa， 


就 是 说 , 当 一 维 单 形 (a,5) 改 变 定 问 时 ,积分 就 要 变 导 .在 定义 单 形 
的 重心 重 分 时 , 洲 (o) 中 的 每 一 个 单 形 都 髓 有 了 一 个 定向 必 (r0)， 

bv) btT)). 但 是 ,这 种 赋 定 癌 方 法 只 是 为 了 方便 ,为 了 应 用 
序列 人 < 刻 人 < 由 此 而 来 的 定 亲 与 原来 单 形 oc= 《x60,7;,…， 
#*) 的 定向 不 一 定 相 符 , 这 从 *==2 的 单 形 ( 图 7 一 4} 可 以 着 到 . 但 是 ， 
这 图 也 告诉 我 们 应 该 怎样 调整 :6 二 =z。 是 o 的 一 个 顶点 ,mn 所 
以 二 = 《zn,). 这 样 我 们 得 到 o 的 一 串 顶点 (zyz sz) (zi 是 亏 
的 顶点 ,但 不 在 z 一 中 ). 令 了 表示 排列 (0,1,… 如一 (ii 
8)，, 则 六 (0o) 中 的 有 定向 单 形 应 该 取 eCt) (BCr0) ,b(t ,b(t))， 
我 们 约定 ,如 (e? 这 样 定 向 


图 7 一 4 
最 后 一 个 问题 。 如果 要 用 单 形 作 为 基本 的 积分 区 域 ， 就 需要 
定义 其 体积 .我们 这 里 用 “定义 ”二 字 ， 实 有 深意 ， 即 在 指出 体 
积 的 概念 有 一 定 的 任意 性 , 在 RR" 中 通常 都 是 给 出 一 个 内 积 , 然后 
把 “大 小 ”和 “体积 ”这 商 个 问题 一 同 处 理 ， 但 从 概念 上 说 ， 这 
样 作 不 太 对 .大 小 是 一 个 拓扑 上 的 事 ， 是 为 了 取 极 限 之 用 (事实 
上 这 样 说 只 是 为 了 方便 , 大 家 知道 ,不 用 长 度 也 能 做 拓扑 )， 所 以 
在 积分 中 并 非 根 本 问题 ， 但 体积 对 于 积分 显然 是 根本 的 ， 它 并 不 
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是 ， 事 实 上 也 不 是 一 个 度量 概念 . 

令 上 为 矢量 空间 . 假设 已 经 取 了 一 个 固定 的 有 序 基底 (e, ez， 
…，6)， 如 果 (5 wr:…， vw.) 是 另 一 个 有 序 的 矢量 组 〈 不 论 是 
否 线性 无 关 )， 我 们 知道 一 定 有 一 个 常数 4 使 得 


vAvA Av, = A Aceh Ae,s (x*) 
和 且 4 是 以 下 展开 式 的 系数 矩阵 (4,;) 的 行列 式 
殷 一 Dy 4uer 《# 关 ) 


但 它 还 有 另外 的 解释 ， 取 ?一 2 的 情况 设 v= Alett Al2e2, b2 = Azie! 
十 4zzez， 则 
4 一 4 一 424z — A11 Ad22 
正 是 矢量 ,所 成 的 平行 四 边 形 的 面积 ”所 以 我 们 一 般 地 “ 定 
义 ” 有 4 为 平行 多 面体 (四 ，z2， 相对 于 有 序 基底 (el ，ez， ***, 
e) 的 体积 .所 以 体积 总 是 对 一 个 固定 欧 但 是 任意 的 基底 来 说 的 . 

这 就 是 我 们 上 面 提 到 的 “一 定 的 任意 性 ” 
描述 体积 还 有 另外 一 个 方法 . 
令 广 是 上 的 对 侦 空 间 , (er ,e2 ，…， 
er ) 是 VY* 中 对 偶 于 (e，e，…， 
e) 的 有 序 基底 . 再 令 oE 4 ) 是 
-形式 ， e2 
oe A A he G0) b> rt 
显然 有 
= 《wo, tA MB). Cnr) 图 7 一 5 
反之 , 车 wE 4d(V*) 是 任 一 非 0 元 ， 
总 能 找到 广 的 一 个 基底 六 一 (er ,ef ，…, et:) 使 (xxx*x) 成 
立 . 令 e 二 《eiyez,"…',e,) 是 六 中 对 个 于 e* 的 基底 , 则 由 (xxx ) 式 算 
出 4 后 , 代入 (*) 式 总 能 使 它 成 立 . 一 名 话 , 对 于 定义 体积 , 在 
7 中 取 一 个 基底 或 在 4《Y*) 中 取 一 个 非 0 元 ,作用 是 一 样 的 .所 
以 “叫做 体积 元 素 ， 我 们 愿意 采用 这 个 说 法 ， 因 为 它 完 全 适合 我 
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v2= ( Az1+ 412 ) 


们 的 程序 . 记得 , 一 个 波形 必 上 车 有 一 个 处 处 不 为 0 的 大 范围 *- 形 
式 w, 它 就 是 可 定向 的 ， 对 每 一 点 PE AM, w《P)E ACT8(M)) 定 义 
了 矢量 空间 ToCM) 上 一 个 体积 元 素 ， 所 以 ,我们 将 把 。 叫做 一 个 
体积 形式 ， 我 们 将 看 到 (至少 在 履 是 紧 流 形 时 ) w 确实 会 定义 1 
的 一 个 数值 “体积 ” 

从 平行 四 边 形 到 单 形 是 很 容易 的 . 令 "一 《zy z1，*……， zm 是 
一 个 有 序 纪 单 形 ， 有 棱 矢 量 〈 核 就 是 单 形 的 一 维 面 ) 

人 一刀 一 ZX0， 一 1，2，… 大 

而 有 序 基底 Co ，u，…，u] 生成 一 个 矢量 空间 W. 车。 是 的 
体积 元 素 ， 即 人 (六 ) 中 的 非 0 元 ， 则 定义 o 相对 于 @ 的 有 序 体积 
为 


a 


因子 六 -的 出 现 显然 来 自 三 角形 面积 公式 前 的 了 


$ 5， 矢量 空间 中 的 积分 


现在 我 们 可 以 给 出 积分 的 定义 了 . 令 o= (zo, HH，…， zx) 是 

矢量 空间 上 中 的 有 序 刀 单 形 ， 边 缘 矢 量 w 之 定义 是 
y= ro 2 二 ]，2,，**',. 

令 吾 为 《zo 张 成 的 入射 空间 ， 则 8 是 一 个 £ 维 流 形 .因此 可 以 
谈 得 上 吾 上 和 约 形 式 , 一 点 zxE 呈 处 的 切 空 间 就 是 zX 下 , 广 是 (om)i， 
张 成 的 矢量 空间 ， 所 以 对 vc 上 的 任 一 形式 e，ow(z) 都 是 克 的 交代 
重 线性 洪 函 ， 这 里 zE 0. 

令 是 定义 在 co 上 的 一 个 二 形式 ， 我 们 定义 


wx oi (wlb0)), tA Av), (1) 
其 中 Me) 一 于 上 ix 是 的 重心 


一 
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对 (1) 式 解释 如 下 :车 在 六 中 给 一 个 面 定 的 体积 元 素 mo， 我 们 
把 (1) 式 看 作 一 个 立体 的 十 1 维 体 积 ,这 个 立体 以 中 的 wy A … 
vw 为 底 ,“ 高 当 为 

wb(0)) = ho. 
换言之 ， 我们 把 变形 式 w% 搁 成 了 一 个 “ 常 值 ”形式 w(b(oo)),， 并 
旦 由 平 项 体积 (1) 通 近 “真正 的 ”体积 .和 恰好 和 初等 微 积 分 的 作 
法 一 样 . 下 一 步 该 做 什么 很 清楚 了 . 令 产 (c) 为 第 4 个 重心 重 分 ， 
我 们 称 
Pw) 一 DP {oro lo € Po)) 

为 的 第 4 Riemann 和 ， 这 里 0 是 (Co) 中 赋 了 前 述 定 向 的 单 形 . 
最 后 定义 名 在 co 上 的 积分 为 


| v= lim PF(w), (2) 


只 要 这 个 极限 存在 . 读者 当然 熟悉 围绕 着 这 个 定义 的 一 些 问题 . 例 ， 


如 ,在 Riemann 和 定义 中 没有 什么 东西 有 特殊 的 意义 , 可 以 用 小 块 
代 蔡 重心 重 分 :可 以 用 内 任 一 点 代替 重心 5Co) 等 等 .但 是 我 们 
知道 ， 只 要 连续 即 可 ， 而 以 后 又 总 是 作 此 假设 ， 我 们 之 所 以 这 
样 定义 ， 是 为 了 尽快 接近 中 心 问题 

第 一 个 中 心 问题 是 微 积分 的 基本 定理 .我们 已 经 看 见 了 它 在 
一 维和 二 维 时 的 形状 (后 者 即 Green 定理 ). 一 般 地 , 它 叫 做 Stokes 
定理 . 其 最 简单 的 形式 如 下 : 

Stokes 定理 令 o= (zo, TI 1》 是 某 矢 量 空间 了 中 的 一 
个 有 向 二 单 形 ,% 是 定义 在 oc 上 的 0' ( 即 具有 连续 一 阶 偏 导 数 ) 类 
人 一 1) -形式 ， 则 

| 2 一 | 


此 
各 一 2; (一 ])oi， 
一 0 
Ti 一 《2z0， *"*, 和》 "2 令 b 二 0), 二 blo,) 各 为 和 oo 的 重 
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证 回想 一 下 


心 ， 虽 然 只 定义 了 一 个 单 形 上 一 个 形式 的 积分 ， 但 是 很 明显 ， 用 
双 线 性 扩充 可 以 定义 微分 形式 的 线性 组 合 在 链 上 的 积分 . 
由 定义 
k! doxo= dw, vA Am)y (b)， 
故 有 
kladoxo= DC— TID, oo AAA A mn) C8) 


(i | 


十 其 它 项 ， 
其 中 D, 是 沿 w 的 方向 导数 ,. “其 它 项 ”中 包含 请 如 《w， vA 入 
[w， 2 A Aw) 之 类 . 因为 凡是 马上 的 常 值 矢量 场 ， 所 以 [wy 
] 一 0 对 一 切 1 和 了 了 成立. “其 它 项 ”实际 上 是 没有 的 . 
另 一 方面 又 有 
(ko— 1)!oxodr = (— 1}! i 1)iw x g,, 


j= 
eT 
v,， ;县 
Fo 1 oxg= (ob) A ho A- Amn). 
但 当 ;==0 时 , 0 二 《x1，*…'，z1)， 其 楼 矢量 是 妃 ==z 一 zy 二 5. 一 ,i 
二 1，2，…，& 所 以 有 
whAwA AD= Cp A vo—v) A A oO—v) 
= DI DA ABA .Av, 


(EF—1)! ow 90= (wbo), to A A to) 


十 by Diw CB) sv A A BA hb,) 


= Pe- DT Cwlbo) — olB) so A ee ADA A va). 
因为 w 在 C 中 ， 所 以 可 以 应 用 中 值 定理 .这 时 要 用 到 矢量 
bo— b= 二 [Ya — 之 ,zi] = 二 (ax 一 2) = 二 ， 
IF my 
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于 是 


上 
tl wxor = DC— Dip om AAA Aum)le), 


1 是 1 


(2) 
< 是 线段 5 上 的 某 一 点 . 

比较 (1) 和 (2) 式 即 知 ，wx ao 和 dw x*o 几乎 相同 ， 除 了 只 
在 不 同 点 5 和 6 取 值 , 当 我 们 把 " 分 细 时 , 这些 点 将 会 趋 近 , 而 由 
连续 性 知 ， 其 差 很 小 ， 利 用 一 致 连续 性 即 知 定理 成 立 . 

上 面 的 证 法 的 精华 在 于 它 说 明了 Stokes 定理 本 质 上 是 一 个 初 
等 的 组 合 学 的 事实 , 其 余 的 只 是 逼近 而 已 . 通 近 之 所 以 能 起 作用 ， 
理由 和 一 维 时 一 样 , 在 于 中 值 定理 . 所 以 说 Stokes 定理 实际 上 就 是 
微 积分 的 基本 定理 ， 这 是 完全 正确 的 ， 如 果 读 者 再 愿意 回去 看 看 
Frobenius 定理 ， 就 会 发 现 ， 其 要 点 仍 在 中 值 定理 (我们 在 那里 用 
到 某 些 苑 数 为 常 值 ,因为 其 仿 导 数 全 为 0, 而 这 就 是 中 值 定理 ). 所 
以 尽管 我 们 得 出 了 许多 神奇 的 东西 ， 在 微 积分 的 基本 概念 上 ， 从 
没有 走 得 太 远 . 

Stokes 定理 可 以 推广 到 更 一 般 的 区 域 ， 这 里 又 有 必要 再 作 双 
近 . 对 于 我 们 , 目前 的 形式 足够 用 了 . 最 后 ,熟悉 Stokes 定理 的 十 
典 讲法 的 人 可 以 看 到 ,我 们 的 证 明 中 从 来 未 用 逐次 积分 ， 即 Fubini 
定理 ( 见 上 一 章 关 于 Green 定理 的 证 明 ). 

从 流 形 的 观点 看 ， 积 分 的 中 心 向 题 是 不 变性 问题 ， 即 当 变量 
变换 时 ,积分 是 否 改 变 ， 变 换 变 量 即 是 做 一 个 映射 。 于 是 我 们 可 
以 这 赃 提 出 问题 ; 设 且 单 形 oCrV,o CV 以 及 映射 f1o 一 =o. 车 
。 是 定义 在 wo 上 的 一 个 形式 ,我 们 可 以 用 了 把 它 拉 回 成 为 。 上 
形式 /*w( 妈 是 作 变量 变 棉 ), 积分 [fo 和 |, 比较 如 何 ?我 们 
当然 希望 它们 相等 。 但 是 在 最 一 般 情况 下 ， 这 是 不 可 能 的 ， 例 如 
说 ， 当 了 是 常 值 喘 射 时 |，f*。=0 耐 | 不 必 是 0, 所 以 必须 对 7 
加 上 条 件 才 能 获得 我 们 希望 的 结果 ， 例 如 说 要 求 了 是 o 到 "上 的 
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微分 同 号 《顺便 说 一 下 ， 即 令 % 不 是 光滑 的 , 了 必须 是 光滑 的 f* 
才 有 意义 , 检查 定义 ). 有 一 个 简单 的 情况 使 这 个 结论 之 成 立 是 不 
足 道 的 《至 少 是 十 分 明显 的 )， 即 当 J 为 仿 射 映 射 : 映射 f:F 一 一 
让 称 为 仿 射 爱 射 ， 如 果 有 一 个 EV 以 及 一 个 线性 映射 w:F7 一 一 
六， 使 了 可 以 写成 
f(x) = x0 Pz), 
即 仿 射 映射 就 是 线性 映射 继 之 以 平 黎 ， 仿 射 映射 保持 仿 射 组 合 不 
变 ， 即 
fh) 一 fa), 若 之 人 = 1， 


而 且 具 有 这 个 性 质 的 映射 一 定 是 仿 射 映射 ( 令 2 一 f(0) ,pr) 一 
f(z) 一 xz5). 当 且 仅 当 mw 是 单 全 射 时 ,了 也 是 . 特别 是 , 仿 射 同 构 映 了 
中 的 大 单 形 为 了 中 的 六 单 形 . 若 了 与 交 分别 用 有 序 基 底 e= (el， 
6) 和 二 (81,… ,es) 来 定向 ,我 们 可 所 比较 C61，… :6) 和 (phe;), 
…,9(es)). 根据 它们 是 相同 或 相反 定向 ,我 们 说 了 保持 或 反 转 定 
向 , 于 是 在 这 个 简单 的 情况 下 有 

引 理 令 o= (zo,zy…', 吉 )CB 是 一 个 大 单 形 ,f:5 一 v8 是 
一 个 仿 射 同 构 , 而 o 一 (ffzo) ,f(z1) ,f(t3))CB. 著 是 wo 上 的 


大 形式, 则 
| f° w= | 


证 frox oi (oC)) a0) A…AdfCo)), 其 中 5 是 o 

的 十 心 ,= 一 zw ,但 对 于 仿 射 映射 f,f 了 0) 二 5 是 0 的 重心 ,而 
df BIW) = PW) = PT r= pr) — plzo) 
、 =f(2)—f(r0) =w, 
是 的 校 矢量 ， 因 此 有 
下 "从 区 人 一 四 # 二 

应用 此 式 于 重心 重 分 即 得 引 理 . 

这 个 引 理 几乎 是 不 足 道 的 ， 因 为 仿 射 爱 射 了 在 各 点 z 的 导数 

160. 


都 是 间 一 个 线性 映射 p. 一 般 说 来 , 光滑 映射 /不 是 仿 射 的 , 所 以 
这 个 引 理 无 所 用 . 但 是 局 部 地 看 , f 几乎 是 仿 射 的 ,引入 导数 其 实 
讲 的 就 是 这 回 事 . 令 xo 是 一 个 定点 ;对 了 在 zo 点 一 定 联系 着 仿 射 映 
射 了 ， 就 是 了 在 wo 附近 的 Taylor 展 式 的 前 两 项 

fx) 一 Ffzo) 十 Af (x0s7 — 20). 
选 zo 的 一 个 邻 域 , 在 其 中 可 以 任意 地 接近 了 准确 说 ， 有 如 下 等 
式 


fa = y= ha 二 


= olllz 一 zol， 

“是 线段 zz 中 的 某 一 点 . 因为 df(z,v) 对 (x,v) 是 连续 的 , 这 样 得 到 
上 述 的 结论 ， 以 下 很 简单 ， 我 们 把 积分 区 域 分 成 小 片 ， 在 每 个 小 
片上 把 了 换 成 它 的 仿 射 近似 了 再 用 上 面 的 引 理 .这样 作 会 有 一 些 
误差 ， 但 是 它 会 在 求 极限 时 消失 ， 这 个 计划 的 实现 主要 是 一 些 技 
巧 性 的 事 ， 所 以 下 面 只 说 一 个 大 概 . 

因为 我 们 处 理 的 是 微分 回 胚 ， 所 以 把 积分 域 拓 展 成 为 Y 的 开 
集 更 为 方便 (就 是 讨论 反常 积分 }. 这 样 我们 讨论 的 微分 形式 之 
次 数 等 于 最 高 维 数 : % 之 次 数 =V 之 维 数 二 k ”我们 已 经 知道 怎样 
在 单 形 上 求 积分 ,下 一 步 要 在 不 互相 重 迭 的 单 形 的 并 集 上 求 积分 . 
这 个 并 集 叫 多 面体 或 单纯 复 形 。 其 定义 如 下 

定义 中 的 (=dimV) 维 单纯 复 形 或 多 面体 , 即 *- 单 形 的 
有 限 并 ， 这 些 单 形 中 的 任意 两 个 相交 在 一 个 公共 面 上 〈 空 集 可 视 
为 (一 1]) 维 面 ). 

若 了 是 有 定向 的 ， 我 们 约定 多 面体 中 的 每 个 单 形 都 赋 以 了 中 
的 定向 . 

对 于 定义 在 多 面体 了 上 的 万 形式 w， 我 们 定义 

j -中 
因为 一 个 多 面体 可 以 用 不 同 的 方式 齐 分 成 为 单 形 的 有 限 并 ， 所 以 
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上 述 定义 是 否 适当 还 不 清楚 ， 但 实际 上 没有 问题 . 

现在 令 UCY 是 一 个 开 集 ，o 是 定义 在 VU 上 的 一 个 微分 形式 ， 
考虑 集合 

2(U)=={D1D 是 含 于 5 内 的 多 面体 }- 

定义 外 ) 中 一 个 次 序 9>8;, 即 指 D8. 这 样 使 多 (成 为 一 个 
偏 序 集 , 即 是 已 知 8 ,@E 史 (0), 必 可 在 多 由 ) 中 找到 一 个 5D 使 D 
81,DQs. 这 并 不 是 明显 的 ,当然 人 们 会 取 D 了 =8;U8:, 但 是 名 和 
:中 的 单 形 可 能 互相 重合 ,这 是 可 以 克服 的 . 于 是 积分 运算 定义 一 
个 网 (net》 


2 一- pr 一 | 
如 果 这 个 网 是 收敛 的 ,就 说 在 避 上 可 积 ,而 其 极限 则 称 为 在 局 


上 的 积分 
|= nm, (jo): 


这 个 定义 似乎 有 些 奇特 ,但 是 除了 在 一 个 简单 的 情况 之 外 ,我 们 很 
少 会 用 到 它 , 令 o 是 定义 在 尾 一 流 形 上 的 形式 ,于 是 说 在 一 点 PE 
MU,oCP) 一 0 是 有 意义 的 .因为 (4P) 是 一 个 矢量 空间 中 的 元 ,定义 
w 的 支 集 (support) 为 以 下 的 闭 集 
supp(o) = {PlotP) A OF, 

即 P 冬 supp(o), 当 且 仅 当 己 有 一 个 邻 域 忆 使 wj 一 0, 若 supp(o) 是 
紧 的 , 而 一 supp(o) 是 任 一 开 集 ， 则 显然 上 在 了 上 可 积 ， 只 需要 
拷 一 个 多 面体 也 使 supp(o)CDCU， 面 当 supp(@o) 为 紧 时 ， 这 总 是 
办 得 到 的 〈 记 住 2 是 单 形 的 有 限 并 )， 于 是 


-人 


对 于 具有 紧 支 集 的 形式 ， 在 一 个 开 集 上 上 求 积分 只 不 过 是 同 避 特定 
积分 区 域 的 一 个 方便 之 计 ， 现 在 我 们 可 以 提出 一 般 的 定理 . 
定理 令 V,V' 为 两 个 定向 的 矢量 空间 ,5 入 是 VY 和 六 中 的 
开 集 
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了 一 
是 从 忆 1 到 FO 三 必 上 的 保持 定向 的 微分 同 是 . 若是 VU' 上 的 一 个 
记 形式 (£ 二 dim Y= 二 dimV'), 则 当 且 仅 当 f*w 在 WH 上 可 积 才 有 oo 在 
Ut 上 可 积 ， 击 且 

re [> 


证 第 一 个 情况 , 设 。 有 紧 支 集 KK' 二 supplo)CU', 则 f*o 也 
有 紧 支 集 天 一 三 《有 ) CU 注意 , 当 了 是 仿 射 映射 时 定理 是 成 立 
的 ,因为 车 DPCV 是 包含 天 的 多 面体 , 则 P' 二 f(D) 是 包含 K' 的 
多 面体 ， 且 祷 中 的 单 形 恰好 是 必 中 的 单 形 在 了 下 的 象 ， 于 是 应 用 
关于 单 形 的 仿 射 映射 的 引 理 即 可 得 到 定理 的 证 明 . 

一 般 情况 下 ,对 每 一 个 PEK, 取 P 的 一 个 邻 城 UCU. 令 旋 
为 了 在 P 点 处 的 仿 射 近似 , 注意 广 :F 一 凡是 一 个 保持 定向 的 同 
构 , 这 是 由 于 时 -二 dfs 根据 假设 是 非 奇 异 的 且 保 持 定向 . 对 任意 。 
>0, 取 Uz 充分 小 使 1f 一 疡 |< 高 在 UV 中 一 臻 成 立 (不 妨 取 使 


Us 为 紧 的 )，4 二 Up 关于 VV 中 一 个 面 定 的 体积 元 素 ow 的 总 体积 ,8 
=sup la(9) | ,这 里 o(@) 一 af@)m ,用 好 覆盖 天 ,并 选择 一 个 有 限 


子 覆 盖 (V,==UVp ,于 是 (二 了 (U0)) 是 K! 的 一 个 有 限 村 盖 , 令 (m) 是 
从 属于 (Un) 的 光滑 的 一 的 分 着, 定义 @= 二 qrw 则 由 定义 是 具有 
紧 支 集 于 心中 的 4- 形 式 ， 忆 一 Zuw， 我 们 有 


Jr 人 
3 


一 > | (fi 一 六 


js。—| 从 
[a ef 


使 得 


< 
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第 二 种 情况, 妈 一 般 情况 . 令 @ 在 0 上 可 积 , 则 由 网 的 收 钱 
性 ,对 任意 :>0, 一 定 有 一 个 多 面体 PCUw' 使 


由- 


令 D 二 f7'(D), 取 函数 9p,0 人 gp 扩 1,9lo==1,9 在 刀 外 为 0, 记 多 一 9 
村 f! ; 则 有 


< b 


ce = | 到 ha vo 


| 
ww-p 


另 一 方面 ,ww 具有 紧 支 集 , 于 是 应 用 上 一 个 情况 于 六 (Co Co)) 一 
gf wy 有 


二 < 


[er 已 一 | 加 。 
所 以 


[ojorel < 
再 用 以 下 引 理 即 可 得 定理 的 证 明 . 

引 理 ” 令 。 为 一 开 集 4 上 的 连续 形式 ,! 为 一 个 数 ,如 果 对 
任意 : 沁 0 都 有 一 个 多 面体 DCU 具有 以 下 性 质 ; 对 UU 上 任意 连续 
函数 5p,0 才 gp 守 1,p|s 二 1,supplg) CV 为 紧 ， 均 有 

-jos 
(这 是 有 意义 的 ， 因 为 pw 具有 紧 支 集 于 4 中)， 这 时 % 在 VU 上 可 
积 , 而 且 |, v=. 
证 已 给 e>>0,， 取 D 如 上 ,我 们 想 证 明 : 8 为 多 面体 ， 
pcocusli- [ol<e 
这 样 ,再 用 网 收敛 性 的 定义 即 有 1 二 | .o , 取 一 个 稍 大 的 多 面体 @ 
CU A CInte , |vol® ~—volQ | <e/ (2N), N=suplo| ， 取 一 个 函数 
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9 使 pl。= 王 1，supp(e)CQG ， 且 0 委 wp 委 1， 于 是 


| 


| wl<| lo 天 艺 
好 一 个 eo—y 


于 是 引 理 得 证 . 

令 一 《roy TV 是 一 个 万 单 形 .0 育 ( 一 1)- 维 面 0 一 
0,1,… 光 , 集 5 一 He 称 为 o 之 内 域 . 记 作 Into 或 o", 用 重心 坐标 
表示 为 

1 {二 一 Daxl py = 1 ,入 > 0,t 一 0,1 ,Ek}. 


若 £ 二 dimV,o" 就 是 o 的 拓扑 内 域 , 即 含 于 o 内 的 最 大 开 集 (一 般 说 
来 o" 则 是 o 在 包含 o 的 + 维 仿 射 空间 的 拓扑 内 域 ). 因此 ,如 果 名 
是 定义 在 " 上 的 上 形式 , 它 也 是 定义 在 "上 的 ,如 果 只 在 " 上 连 
续 ,w 在 co 上 一 定 可 积 , 面 且 


| w=) a 
理由 如 下 .因为 为 紧 ,w 在 o 上 有 界 , 若 取 重 心 重 分 并 会 去 紧 接 


于 的 低 维 面 的 那些 小 二 单 形 ,就 会 得 到 一 个 多 面体 DCo*. 如 果 
这 样 分 得 充分 细 , 使 


任意 小 ,这 正 是 网 收敛 性 的 定义 . 
最 后 一 点 说 明 , 上 面 的 变换 定理 就 是 积分 的 坐标 变换 定理 . 因 
为 设 V 与 由 的 坐标 分 别 是 z=《zy 7;z0) 和 y= 二 (yy,…, 妇 ) ,我 们 有 
wty)—=a(y)dy A dyz A A dy:, 


fo(x) = alf (2) Ydet (Lda A drs A A dre 
回 题 起 来 ，| f*。 = | 。 的 理由 其 实 很 简单 . 左 方 是 形式 被 f 


所 改变 , 右 方 则 是 积分 域 被 了 所 改变 , 它们 互相 抵消 . 对 于 线性 映 
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射 f, 这 种 抵消 是 很 清楚 的 ,一 旦 取 了 极限 , 就 看 到 , 在 一 般 傅 况 
下 这 两 个 改变 也 是 会 抵消 的 . 


$ 4， 流 形 上 的 积分 


由 于 有 了 变换 公式 , 在 流 形 M 上 很 容易 做 积分 , 在 M 上 当然 
不 会 有 单 形 和 多 面体 ， 但 是 我 们 确实 有 扭曲 了 的 单 形 而 可 以 通过 
拉 末 在 其 上 做 积分 .这 就 需要 光滑 性 ， 所 以 我 们 形式 地 定义 了 一 
个 奇异 (singular) 刀 单 形 f 为 一 个 光滑 映射 

f:o— MM, 
oCr 是 菜 个 矢量 空间 Vv 中 的 6 单 形 , “奇异 ”的 意思 是 : / 不 一 定 
是 一 对 一 的 ， 也 就 是 说 ， 我 们 容许 很 厉害 的 扭 明 .又 不 是 一 个 
流 形 , 所 以 我 们 需要 弄 消光 滑 性 何 所 指 ,c 所 在 的 仿 射 空间 下 是 一 
个 流 形 . 说 了 在 "上 光滑 即 指 /可 以 拓展 为 一 个 光滑 函数 了 ,而 了 
定义 在 一 个 包含 o 的 开 集 5C8 中 . 

若是 M 上 一 个 形式 , 或 者 定义 在 含 "=f (0) 的 集 上 ，c 
有 定向 ， 则 在 上 的 定向 积分 定义 为 


j»= je 


因为 /是 奇异 单 形 定义 中 的 一 部 分 ,写作 | 易 有 误会 ,因为 
这 个 积分 并 不 只 由 5 作为 一 个 集合 所 能 决定 ， 这 里 又 要 用 到 变换 
定理 如 果 y:r 一 "4 是 由 fo 一-M 改 变 参 数 
(reparametrization) 而 得 ， 即 有 一 个 保持 定向 的 微分 同 胚 mp:c 一 
r 一 ? (9) 使 s。 wp 二 f (于 是 作为 一 个 点 集 "一 = 4 ， 则 积分 之 值 
不 变 : |,o = |, 由 于 ocr 并 非 开 集 而 不 能 直接 应 用 积分 的 变换 
定理 ， 但 是 ，9 一 定 微分 同 是 地 将 0 映 为 zz， 所 以 

[ro 二 je ey jw 
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| oo= | go 


这 样 , 如 果 一 个 集 4CU 可 以 前 分 为 奇异 单 形 ,就 可 以 在 其 
上 积分 w 这 当然 意味 着 我 们 在 一 个 “奇异 链 ”> )m5, 上 积分 。. 


如 果 这 个 链 能 填 满 W ,就 会 得 到 大 范围 的 积分 | ,2 ,而 当 t<cdimM 
时 这 是 办 不 到 的 (有 象 Peano 曲线 这 种 东西 可 以 填 满 一 个 加 盘 . 但 
那 是 一 个 连续 映射 . 对 于 定义 中 所 要 求 的 光滑 映射 ,Sard 定理 指出 
这 是 不 可 能 的 )， 所 以 我 们 考虑 + 一 dim 的 情况 ， 假 设 是 紧 的 
可 定向 的 .如 2 维 球面 和 环 面 ， 很 清楚 地 看 到 , 它们 可 以 用 夸 曲 的 
三 角形 拼 成 . 这 种 “三 角 前 分 ”(triangulation) 总 是 可 能 的 ， 这 就 
是 Whitney 的 光滑 三 角 齐 分 定理 . 以 此 为 基础 , 任意 一 个 最 高 次 数 
的 微分 形式 o 都 可 以 在 整个 MM 上 积分 . 但 是 whitney 的 这 个 定理 
是 一 个 非常 不 简单 的 结果 ( 见 [3] 第 4 章 $ 8，124 页 )， 我 们 不 希 
望 积分 的 存在 依赖 于 这 样 一 个 复杂 的 定理 , 幸而 还 有 另 一 种 方法 . 

我 们 先 指出 适当 的 背景 ， 因 为 积分 总 是 有 向 的 ， 玛 然 我 们 应 
该 设 W 可 定向 . 用 一 个 固定 的 方法 给 欧 氏 空间 民 以 定向 (例如 用 

一 一 人 一 一 一 

标准 的 有 序 基 底 (e1, ez, …, es), 6@ 二 (0，…，1,0,…, 0)). 在 
取 局 部 坐标 :0 一-R' 时 ,只 取保 持 定向 的 . 现在 令 。 是 M 上 的 


-形式 ， 为 了 避免 收敛 性 问题 ,假设 %。 有 紧 支 集 (例如 当 M 本 身 
为 紧 的 时 候 总 是 这 样 )， 若 suppC(w)CU， 定 义 


| = .Yo, 
由 于 有 变换 公式 ， 这 个 定义 是 适当 的 ， 一 般 情 况 下 ， 可 以 用 有 限 
覆盖 (Ui) 来 覆盖 supp(o) , 取 从 属于 《U0,) 的 一 的 分 割 (m)， 则 ww 
一 ao 有 紧 支 集 ，supp Co)CU, 而 w= >)mw，, 我 们 可 以 定义 
] = DJ, 
这 是 适当 定义 的 . 因为 车 (V,)，(B,) 是 另 一 个 有 限 开 覆 盖 和 相应 
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的 一 的 分 割 ， 则 
> 
一 S| 2 0%0) 一 5) 


一 Sh: oO。 Cw = fw) 

实际 上 , 如 果 我 们 有 W 的 一 个 特定 的 三 角 剖 分 ,用 它 来 计算 
和 讨论 积分 | .更 方便 ， 然 而 ， 有 一 个 内 在 的 定义 总 是 更 好 ， 例 
如 说 ， 如 果 M 是 紧 的 可 定向 的 ， 则 它 有 一 个 定向 微分 形式 <。 这 
是 一 个 最 高 次 数 形式 ,而且 因为 以 是 紧 的 ,所 以 4 是 可 积 的 ， 我 
们 定义 MM 相对 于 “的 定向 体积 为 | 4 ， 由 于 这 个 名 词 ，“ 也 叫 体 
积 元 素 . 

低 次 形式 的 情况 要 小 心 一 些 . 若是 戏 上 的 上 形式 ,而 NC 
M 是 一 个 上 维 子 流 形 《〈 例 如 说 是 老 意义 下 的 子 流 形 )， 我 们 想 在 
上 积分 w 因为 我 们 知道 由 Whitney 定理 ， 可 以 用 奇异 上 单 形 
填 满 ， 所 以 可 以 做 这 个 积分 |。- 

另 一 方 而 ,我 们 可 以 通过 包含 观 射 aN 一 ~M 把 o 拉 回 到 和. 
这 样 i*o 是 六 上 的 最 高 次 形式 ,从 而 有 ,i*。 ,这 两 个 积分 是 相同 
的 ,尽管 oN 和 i 是 不 同 的 形式 :对 子 点 PEN,《w|N)(P) 是 T 
《4U) 上 的 交代 + 重 线 性 泛 函 ,而 记 w(P) 则 是 TrCN) 上 的 交代 * 重 
线性 汉 函 ,上 且 7T,(N) 只 是 Ti(M) 的 一 部 分 

很 清楚 ,用 我 们 的 积分 定义 ,变换 定理 成 为 

定理 令 MM, 为 定向 流 形 ,f+M 一 >N 是 保持 定向 的 微分 名 
胚 , N=f (M), wm 是 入 上 具有 最 高 次 数 的 形式 ， 且 有 紧 支 集 ， 则 


jr。 到 | 


车 f 反 转 定向 , 即 gf(P) :TC 一 Tyo (NN) 对 一 切 PEM 均 
反 转 定向 , 则 上 式 要 加 一 个 负 号 . 
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Stokes 定理 也 有 显然 的 推广 ， 若 f:c -一 -凡是 一 个 奇异 天 单 
形 , 我 们 有 它 的 (4 一 1) 维 面 也 是 奇异 单 形 : 了 二 fo,:o, 一 MM 以 及 
奇异 链 3f 二 >》)( 一 1)'f ， 用 前 面 的 记号 ，Stokes 定理 成 为 


[a 一 [0 

是 一 个 (4 一 1) -形式 . 

我 们 想 把 Stokes 定理 推广 成 为 较 有 用 的 形状 ,为 此 ,引入 有 过 
流 形 的 概念 ， 我 们 已 经 看 见 过 这 样 的 流 形 了 .例如 本 单 形 o 昌 不 
是 流 形 ， 但 也 差 不 太 多 它 的 内 域 "完全 是 一 个 流 形 ， 而 在 “ 边 
缘 ”a 上 ， 就 好 象 一 个 内 部 邻 域 被 切 了 一 半 ， 凡 此， 在 它 上 面 做 
微 积 分 完全 没有 困难 ， 但 至 今 为 赴 总 是 把 它们 当成 例外 《例如 在 
变换 公式 中 )， 现 在 我 们 把 它 正式 地 改进 我 们 的 图 形 之 中 ， 

令 UCR 是 一 个 开 集 ， 我 们 知道 一 个 映射 f:0 一 >”R 在 UV 上 
光 清 是 什么 意思 ， 如 果 疙 不 一 定 是 开 集 ， 我 们 说 了 在 允 上 光滑 如 
果 了 能 拓展 成 一 个 定义 在 开 集 上 上 的 光滑 函数 了 ， 面 了 一 05、 虽然 
这 个 定义 可 以 适用 于 一 切 集 Uv ,但 是 若 U 不 是 相当 好 , 这 定义 可 能 
没有 意思 . 所谓 有 意思 是 指 : 车 zEV 而 我 们 想 在 xo 取 了 的 导数 
( 面 不 是 可 微 性 ), 显然 需要 用 拓展 了 于 是 就 有 了 一 个 问题 : 这 个 
导数 是 否 与 拓 震 的 方式 无 关 ?很 容易 看 到 ,下 面 的 条 件 就 可 以 保证 
无 关 : 有 一 个 基底 (e/，e;，、…，e,》CR" 使 得 对 充分 小 欧 非 负 的 
4z0 十 te.EV ,因为 这 时 了 (zo 十 te,) 一 (zo) 二 了 (xo 十 tei) 一 f(zo) 只 依赖 
于 例如 R 中 的 nm 单 形 o 显然 满足 这 个 要 求 . 在 我 们 的 定义 中 ， 
甚至 可 用 更 好 的 集 . 一 个 超 平 面 BCR 就 是 一 个 4 一 1 维 仿 射 子 空 
间 , 它 可 以 用 一 个 线性 函数 g 措 述 ,如 =={zlp(z) 二 c,cER}, 把 
R 分 成 两 个 子 空间 如 二 {zp(z) 守 cj 和 8 二 {zjp(zx) 坟 ec}. B+ 中 的 
开 集 或 者 如 图 7 一 6 之 I ,或 者 如 图 7 一 6 之 工 ,二 者 都 是 很 好 的 集 . 

定义 ”一 个 拓扑 空间 4 称 为 一 个 流 形 , 如 果 每 一 点 PEM 都 
有 一 个 局 部 坐标 p:V 一 ~R*,W 是 P 在 入 中 的 一 个 邻 域 ,p 是 5 到 
9《U)CR 上 的 同 肚 ，、w (UV) 是 某 个 半空 间 中 的 开 集 ，# 称 为 光 清 
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的 ， 如 果 它 可 以 用 光滑 地 连接 起 来 〈 这 句 话 现在 有 意义 ) 的 局 部 


坐标 覆盖 . 
/ 
H 
LC 
~ 一 一 了 
图 7 一 6 7 一 ?了 


这 样 只 不 过 把 工 那 种 类 型 的 集 容 许 人 我 们 的 系统 之 中 . 令 P 
EM (Vp) 是 一 个 局 部 誉 标 使 pCP)=8(8 是 定义 半空 间 的 超 
平面 ), 从 而 (0,p) 是 1 型 的 .这 时 PP 不 可 能 有 工 型 的 局 部 坐标 (VY， 
) ,否则 。#! 将 把 RR 的 开 集 映 为 R*' 中 的 非 开 集 , 而 与 区 城 不 变 
性 定理 矛盾 .于 是 ,W 中 具有 工 型 局 部 坐标 的 点 是 适当 定义 的 . 这 
种 点 的 集 称 为 W 的 边缘 , 记 作 23. 显然 3M 本 身 是 一 个 (sn 一 1) 维 
流 形 . 我 们 以 前 所 定义 的 流 形 只 不 过 是 3W= 好 面 已 .注意 ,对 于 任 
意 流 形 a(9M) = . 

因为 导数 仍 有 意义 ,所 以 可 以 做 切 从 ZU) 如 前 . 例如 , 若 PE 
9M ,TAC(M) 仍 是 一 个 s 维 矢量 空间 . 若 (U,g) 是 一 个 局 部 坐标 使 
PV)CR 位 于 半空 间 x% 守 0 中 , 则 TCM) 仍 有 蕉 底 


( 阁 , 启 ，……' 玉 ，j 加 前 ,而 切 空间 T,(9M) 是 7,CM) 的 (a 一 1) 维 子 
空间 ,其 基底 是 | 站 ，,…, 天 一) ' 只 要 小 心 一 点 ,前 而 对 无 边 流 形 所 
作 的 一 切 都 可 以 移 到 一 般 情况 下 来 

我 们 还 需要 对 定向 作 一 规定 . 对 于 一 点 PE 23M, 我们 总 能 找 


到 一 个 局 部 坐标 (VU,p) 使 pC 了 9M)={ 和 T1987) jz 一 0) 站 gp(0)， 
而 且 wp(CDC{Cz 2,) |z. 实 0}) ,我 们 约定 对 PE3M 总 是 使 用 这 


种 类 型 的 局 部 坐标 .方向 六 E 7,《M) 称 为 内 法 线 方向 . 著 (Y ,办 是 
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另 -个 这 种 类 型 的 局 部 坐标 ,而 加 一 六 (zz) ,由 定义 ,在 w(Y) 


中 六 交 0. 于 是 塞 一 下 之 0, 因 为 二 0) 二 0, 所 
“| > p 
以 
Oy1 Oy, oo 做 
det | : : |= det -1 ds 
dm Ax, By, 
" Ea 
ER Wy 
Di M1 
= det| : : 。 蔚 . 
ya -1 ys!1 
dx! OTs—1 
dr dr 
所 以 det 5 和 det es 问号 ,现在 我 们 设 
gn Ws 
Or Ora] 


M 的 定向 由 [ 起,…' 吉 一, 汇 ] 决 定 ,因为 (a,… ,1) 是 2M 上 的 
局 部 坐标 , 当 在 W 上 由 局 部 坐标 z 保持 定向 地 变 到 局 部 坐标 y 一 
(pm 加) 时 ,在 dm 上 也 由 {zi 2 变 到 局 部 坐标 (9;,…， 


护 -0D ,而 由 上 所 述 , 它 也 是 保持 定向 的 ,所 以 3M 也 是 可 定向 流 形 ， 


侧 ( 寻 ,…, 庆 一] 是 它 ~- 个 定向 , 称 为 39M 上 的 诱导 定向 ,由 上 


述 知道 ,这 个 概念 是 适当 定义 的 . 
现在 可 以 陈述 一 般 的 Stokes 定理 . 
Stokes 定理 在 M 是 一 个 可 定向 * 维 有 边 流 形 ,3M 上 赋 有 诱 
171 


导 定 向 ,w 是 a 上 一 个 有 紧 支 集 的 (x 一 ] )- 形 式 , 则 


| dw = | ww 
对 EF 


证 ” 先 设 p(supp(w)) 


2 包含 在 图 7 一 8 的 局 部 坐标 系 
” 


pa \ 下 ,用 一 个 (x 一 1) 维 多 面体 

名 覆 盖 p(supp(o0)) 门 ,细心 
i) ?8_ ”地 把 它 伸 到 半空 间 内 成 一 个 

PE Supp (1)) [a 4 维 多 面 体 了 若 耻 SE 


图 7 一 8 90,o € D ， 有 许多 怒 彼 
此 可 以 抵消 ， 只 余下 90D=8Uw， 但 是 mw wo 一 0， 现在 


| so= | edo=| vo=| wo+| pw 
HM nh Ei a v 


尝 -ls 一 i 
js | 


一 般 情况 可 以 通过 一 的 分 割 得 到 - 
85. 应 用 


现在 我 们 可 以 继续 讨论 闭 形 式 o 何 时 为 恰当 的 问题 . 这 个 癌 
题 已 经 形式 地 如 以 表述 :定义 开 上 的 闭 三 形式 的 空间 他 (好 ) , 恰 
当 形 式 空 间 记 (M) 以 及 de Rham 群 本 (M) 一 ZCM)/BI(M)( 昌 然 
它 是 一 个 R 上 的 矢量 空间 ,但 是 通常 却 叫 它 是 “ 群 ”). 我 们 的 问题 
就 在 于 获得 关于 HCM) 的 知识 ,在 最 高 维 数 即 二 a 二 dim 的 情 
况 下 ,可 以 用 积分 来 帮忙 , 若 W 没有 边缘 , 则 由 Stokes 定理 有 


| a 一 | = 0， 
即 | 可 以 零 化 (annihilate}B(CM) ,所 以 积分 定义 一 个 线性 映射 
[i 
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任意 的 "形式 w 只 要 | ,。 关 0 都 不 可 能 是 恰当 的 , 当 为 可 定向 


时 ,这 种 确实 存在 . 例如 对 于 任何 体积 元 素 os 都 有 | ,wm > 0, 这 
由 积分 之 定义 可 知 . 短 此 对 任何 紧 的 可 定向 的 .HC(M) 关 0. 

一 个 更 有 用 的 应 用 ,我 们 需要 实地 计算 #" CM) 的 维 数 . 事实 
上 我 们 想 证 明 dimH"(M) = 1, 于 是 体积 元 素 wm 是 由 (8) 的 基 次 . 
注意 ,虽然 任 一 个 4- 形式 w 均 可 写 为 o 一 ao 但 因 a 是 销 数 ,所 以 
这 还 不 能 算数 ,我 们 需要 一 个 常数 4 和 一 个 (一 1)- 形 式 ?使 一 
hoo 十 dy. 

虽然 我 们 主要 地 感 兴趣 的 是 紧 流 形 的 情况 ,处 理 的 技巧 需要 
开 集 和 一 的 分 割 . 这 样 , 非 紧 的 情况 不 能 避免 ,所 以 最 好 把 非 紧 的 
情况 也 包括 进来 . 在 形式 上 ,用 具 (CH) 表 示 型 上 具有 紧 支 集 的 坟 - 
形式 的 空间 . 由 外 微分 运算 的 定义 ,很 清楚 ,supp(eo7Csupp(o)， 
所 以 有 链 复 形 

0— ACM) 一 ALCM) — er AM) 
ep 

这 个 链 复 形 的 第 上 个 上 同调 群 记 作 Hs (型 ), 称 为 具有 紧 支 集 的 de 
Rham 群 . 

我 们 将 从 一 个 简单 说 明 开 始 , 令 六 为 一 流 形 ，NCM 为 一 于 
流 形 . 若 已 知 入 上 的 一 个 光滑 形式 w, 它 总 可 以 拓展 为 并 上 的 形 
式 w， 这 是 因为 : 对 每 一 点 PE M， 都 有 一 个 局 部 坐标 〈5，z) 使 
UN 六 可 以 写成 z= 二 0 人 人 > 昌 ， 在 了 1 站 关上 ， ou 例 如 可 以 写成 

ori rd A A dn 

但 是 这 个 式 子 也 定义 已 上 的 形式 。 听 以 ， 我 位 可 以 用 局 部 有 限 覆 
盖 “D) 去 覆盖 已， 在 每 个 已 上 都 有 一 个 局 部 拓展 内 , 令 (m) 是 从 
属于 (的 一 的 分 割 ， 并 令 


w= Dj po 
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当 PEN 时 ， 有 
afP) = 志 w(Pw(P 一 (> ,gu(CP))w(P) = ofP). 
其 次 考虑 一 些 简单 的 特例 ， 令 R 为 n 维 欧 几 里 德 空间 ， 再 令 
PF= {rE RI 1}, 
Sl= {z€ER|IIz|= 
为 单位 球 和 单位 球面 ，F" 是 一 个 有 边 流 形 ，3B 一 8 我 们 有 下 
面 的 定 更 . 
拓展 引 理 (5"'); 车 。 是 5*"! 上 的 一 个 闭 (x 一 1) -形式 , 且 
| ,w= 0， 则 局 必 为 恰当 的 ， 即 dim #3) 一 1 
《Cr"); 若 ww 是 记 上 的 一 个 闭 - 形 式 , 面 且 在 S*! 附 近 是 谷 当 
的 : o 二 dy， 则 为 了 使 x15"-! 可 以 拓展 到 整 
个 房 上 和 使 w=dz 在 户 上 成 立 ; 必 要 充分 条 


Ne 


证 我 们 将 归纳 地 证 明 
{PF )=> (5)=> (P+ ). 


当 4 一 0 时 ， 引 更 成 立 

(5) 过 (5"), 记 合 二 D+ UD 为 两 个 半球 之 并 ,显然 可 以 在 
D+ 在 5 的 邻 域 D+ 上 应 用 Poincaré 引 理 , 面 知 , 一定 有 一 个 D+ 上 
的 4 使 。=an， 且 


0 | .= J.»— | .= 本 2 
对 2 应 用 《〈 史 ) 即 可 拓展 x， 证 毕 . 
《5S*) 之 (B+!) ,由 Poincare 引 理 ,w= 二 外 , 上 是 1 上 的 一 个 
形式 ， 当 然 6 不 一 定 是 4 的 拓展 ， 但 是 在 上 有 
[¢e-n= [fe-n= [a- | 
Eg p+! 到 +1 3 十 1 
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本 
故 
dE— 41) =w—wm= 0. 

由 (3"), 一 定 存在 5 上 的 某 个 形式 vy 使 s 一 4 二 由 , 将» 拓展 到 + 
(由 前 面 的 说 明 , 这 一 定 可 以 办 到 ), 并 且 将 改 成 <=z 十 四, 仍然 
有 w= 二 dE 但 在 全 上 有 < 一 人 

由 拓展 引 理 还 可 得 另 一 结果 , 若是 R 上 一 个 具有 紧 支 集 的 
闭 "形式 , 设 supp (o) Cnp, 若 | 一 [= 0, 即 在 引 理 
中 可以 取 zw 一 0, 则 由 ( 久 )，z 可 以 拓展 到 中 上, 使 得 o= 在 六 
二 成 立 ， 但 车 令 4 在 PF 外 恒 为 0 即 可 将 4 拓展 到 整个 R 二， 这 就 
给 出 R* 上 的 具有 紧 支 集 的 形式 & 使 w= 二 dx， 即 证 得 


|。= 0=>[o] = 0， 于 妨 (R") 中 ， 


部 Sm 
我 们 可 以 证 明 一 个 一 般 的 定理 . 
定理 令 尾 坚 一 个 连通 的 * 维 流 形 , 则 
1, 若 必 是 可 定向 的 ; 
0, 若 开 是 不 可 定向 的 ， 
证 先 看 可 定向 的 情况 , 任 取 "形式 ww 使 supp《w)Cw 为 紧 ， 
而 必 微 分 同 胚 于 忆 , 且 


dimHi (MAM) = | 


| Ww 0. 

我 们 想 证 明 FwjE BC(NM) 是 一 个 基底 , 即 任 一 其 它 的 具有 紧 支 集 的 
形式 叫 必 可 写成 

w 二 cw 十 dy， {x) 
其 中 c 为 常数 ,yw 是 一 个 (r 一 1)- 形 式 . 用 一 的 分 割 ,可 以 写 出 

WY 二 @ 十 wr! 十 十 0 ， 
其 中 w!' 具 有 包含 在 TV 中 的 紧 支 集 , 记 微分 同 肛 于 R ,显然 我 们 只 
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需 对 各 个 @' 求 6 与 及 使 (*# ?成 立即 可 . 即 我 们 可 以 假设 suppw 仁 
,i 人 微分 同 幅 于 R"， 
因为 4 是 连通 的 , 故 可 找到 开 集 的 一 个 有 限 序列 (5 各 
个 th 均 微分 同 儿 于 R', 和 且 Uo={ ,=r ,t, NinG ,t= 0, 1 sd 
一 1, 取 某 个 形式 名 使 supp(o)CUNUns, 而 且 | 天 0, 因 为 
在 R' 上 已 得 到 了 结果 ,所 以 有 
ao 一 cow 十 do， 


g 一 Cl 十 2 ， 


Wr = Cr 十 dh 
上 面 的 论证 似乎 没有 用 到 可 定向 性 ,但 事实 上 用 了 . 我 们 有 一 
个 类 [o] 使 |。o 天 0, [o] 即 是 已 CM) 的 基底 ,如 果 没 有 可 定性 ， 
就 不 能 在 M 上 积分 . 从 下 面 不 可 定向 的 情况 的 证 明 就 可 以 最 清楚 
地 看 到 不 可 定向 性 的 后 果 , 已 给 M 上 一 个 * 形 式 %, 我 们 想 证 明 
二 dx, 且 wo,% 均 有 紧 支 集 , 利 用 一 的 分 割 , 只 需 考 邢 supp(w) UU ,0 
二 R 的 情况 .车 |，。 一 0 (这 个 积分 总 是 有 意义 的 ), 由 ?上 的 结 


果 即 得 所 求 , 所 以 设 |，% 冯 0, 如果 和 前 面 一 样 作 一 串 局 部 坐标 
(CU,9), 我 们 设 人 ?已 按 一 定 方式 定向 的 ,而 且 适 当选 定 的 定向 
使 p.:0. 一 >R' 为 保持 定向 的 ,这 里 只 对 以 选 定向 而 不 是 对 M 选 
定向 , 但 车 MM 不 可 定向 , 则 至 少 有 一 串 (以 ) 使 me 一 局 (最 后 一 个 ) 一 
而 9 oR 一 >R" 逆转 定向 , 取 形 式 wm 使 supp(w)Cn 
5 和 前 而 一 样 , 使 |，w>0 和 前 面 一 样 ,有 


二 Cow 二 dno， 
am 一 co 十 2 


@-1 = Cr dn 
但 是 在 =0 上 我 们 取 ==%, 则 有 
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| 一 | 一 le wi> 0, = 0,1..…,{— 1. 
对 上 面 一 曲 方 程 作 积分 得 


C， 一 | of | “> 0， ;一 1.…,! 一 2 一 1. 
另 一 方面 ,由 于 wm-,。95!: 道 转 定 向 ,所 以 


人 
0 MA 


0 一 | Wi 二 Ct | WwW= Cr | [3 
Cs t 1 如 


二 一 人 | 了 一 一 CC0 Wp 
Ee Ee 


w= toc Cwtans 
cea<0, 因 | o 坟 0, 所 以 两 边 不 可 能 相等 , 故 必定 有 .| o 一 0. 
因此 是 恰当 的 . 
现在 我 们 可 以 给 出 一 个 很 重要 应 用 . 令 f:M 一 >N 是 两 个 同 
维 数 的 紧 连 通 可 定向 流 形 间 的 光滑 映射 , 对 于 上 任 一 个 形式 
,只 要 |。o 产 0, 我 们 都 可 以 考虑 数 


jw fee 


它 与 无 关 , 因 为 换 一 个 几 必 有 几 一 co 十 好 而 在 代入 上 式 时 , 常 
数 c 会 消去 ,所 以 我 们 得 到 映射 了 的 一 个 不 变量 , 称 之 为 了 的 “ 映 
射 度 ”(degree) , 记 作 deg(f)， 由 定义 ,这 是 一 个 实数 . 然而 ， 如 果 
你 不 知道 其 前 因 后 果 ， 看 到 下 面 的 定理 会 大 吃 一 售 . 

定理 ”deg(f) 是 一 个 整数 . 

证 点 8EN 称 为 了 的 “正则 值 ”, 如 果 PESf'(0)=>dfp: 
To(M) 一 Te(N) 是 非 奇异 的 , 正则 值 总 是 存在 的 . 车 PEf-!'(8)， 
则 由 隐 活 数 定理 ,f 是 局 部 微分 辐 胚 . 因此 P 是 孤立 点 , 面 f-'(8) 
CM 是 有 限 集 . 因为 村 和 NN 是 可 定向 的 ,TsCM) 和 TolN) 都 有 固 
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于 是 


所 以 coc<0. 又 因为 


定 定向 . 现 定 义 局 部 指数 eC(f.P)= 二 土 1 视 dfs 为 保持 或 逆转 定向 而 
定 . 需 证 

deg(f) = > elf,P). 

PEST 9) 

为 证 此 式 只 需 取 & 的 一 个 邻 域 了 上 以 及 互相 分 离 的 开 集 !'5, 每 个 Us 
各 旦 一 个 PEJSJ-1(9) 的 邻 域 ,而 f:45 一 一 V 是 微分 同 有 是 ,在 上 取 
-个 形式。 使 | wz0 且 suppCw)CV, 于 是 supp《f* oo)CUwW 而 
有 

| 四 一 >>) | 
但 由 变换 公式 ，|。f*。 = e(f,P) | ww, 代入 上 式 定理 证 毕 . 

上 面 的 论证 虽然 简单 ， 但 它 亚 示 了 积分 的 局 部 和 整体 两 个 例 
面 的 相互 交织 ， 因 8 此 是 很 有 局 发 性 的 . 我们 碎 后 还 会 看 到 这 类 推 
理 ， 

更 重要 的 问题 在 于 deg( 仆 在 变形 之 下 是 稳定 的 ,确切 些 说 ,我 
们 有 

定理 ” 同 伦 的 映射 具有 相同 的 映射 度 . 

证 回想 在 证 明 Poincaré 引 理 时 用 过 的 算 于 1( 第 六 章 ) ,已 知 
对 于 光 清 同 伦 的 上 映射 了 和 9， 以 下 的 关系 式 成 立 

f°*w—y’ w=diwt ldw, 
在 我 们 的 情况 下 ， 因 aw= 二 0， 帮 由 Stokes 定理 


上 J | 9 
我 们 愿 借 此 机 会 改正 第 二 章 中 的 一 个 错误 .当时 我 们 想 证 明 
5 的 切 从 没有 一 个 处 处 不 为 0 的 截 口 , 我 们 已 经 证 上 明了 对 径 上 映射 4 
(xz) 二 一 ?与 异 等 映射 i 同 伦 ,然后 我 们 的 推理 是 ,det4== 一 1,deti 二 
1 ,因为 同 伦 不 应 改变 行列 式 之 值 , 所 以 发 生 了 矛盾 . 但 这 是 不 对 的 ， 
行列 式 只 对 线性 映射 有 意义 ,但 在 同 伦 变化 之 中 ,映射 不 一 定 始终 
是 线性 的 - 正确 的 推理 应 该 是 :deg4 一 一 tdegz 一 1, 所 以 由 上 面 的 
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定理 得 一 型 御 . 很 容易 看 到 ,对 于 4(z) 一 一 zz 各 休 , 每 一 点 都 是 正 
则 值 ， 县 (Cf, x) ==det4 二 (一 1)"t1， 所 以 deg4== (一 1)"t1、 而 
由 此 可 知 一 声 偶 数 维 球面 的 切 从 玫 没 有 处 处 非 0 的 截 口 (奇数 维 球 
面 则 必 有 ， 其 中 之 -为 

EFT] 9 T2 9 T3921 20) = Co Kos Oo a Oo 2 T2r 1) 

当 避 和 六 是 不 可 定向 流 形 时 . 仍 有 映射 度 的 概念 ,这 时 
三 :(@) 中 点 之 数目 的 mod 2 辣 余 类 只 依赖 于 /的 同 伦 类 .， 它 称 为 
mod 2 映射 度 . 

峡 射 度 的 概念 对 于 读者 不 会 是 完全 生疏 的 .回想 在 复 分 析 中 
讨论 Cauchy 积分 公式 时 ， 介 绍 过 环绕 数 的 概念 如 下 : 令 y: [0， 
1 一 >C 是 一 个 闭 曲线 ,aEC 是 ?之 象 以 外 的 -- 点 ,于 是 定义 》 对 
于 a 的 环绕 数 为 > 上 的 线 积分 ( 见 [1]): 


dz 
ntys4) 一 ! | 


2mi jz 一 人 
我 们 将 说 明 它 是 某 个 映射 的 映射 度 ， 首先 把 4Cz)adz 看 成 一 个 复 值 
1- 形 式 ,f(2) 是 一 个 复 鲨 数 , 即 令 [二 4w 十 iv,ds 一 dz 十 iay, 县 有 
fa)adz = [ulr,y) iv (x, y) (drtidy) 
= (udr— vdy) ti(var + udy). 
为 简单 起 见 , 令 4 二 0,8:C 一 10} 一 >5$! 定 义 为 


?=aT 
因为 ;为 闭 , 且 a 一 0 不 在 y 上 .我 们 可 以 把 它 看 成 一 个 上 映射 y:8! 
-一 ”一 {0} ,于 是 可 得 一 个 复合 映射 
{=p° YS 8!, 

县 nly,0) 二 degJ. 这 是 一 个 虽然 简单 却 值 得 ~- 做 的 练习 ,如 下 : 

取 S51! 上 的 体积 元 素 为 x=wiv 一 vdu. 在 标准 参数 * 一 cost ,一 sint 
之 下 ,有 

#4 = (cosit 十 sinDdt = dt. 


在 “之 下 ,8 的 体积 是 | ,4 一 2 ,我 们 的 结果 要 个 计 算 px 记 住 
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若 gM 一 > 和 ,wE 4CN) 衬 47CT* YY))， 则 
g* (dw) =d(g" w). 
所 以 


du ou i 
Pp’ du 一 十 面 履 ， 8 一 !& 十 ji， 


及 “0 一 Dds 十 多 
所 以 
和 z 一 xydzx 十 Tdy 
Vr (+) 
加 y ydz 一 sydy 
Voi (r+) 
_ tH) yr + zdy) _ zdy — yer 


《z2 十 ye) z? 十 


另 一 方面 
dz _ zz _ (zx— Iy)ldz + idy) 
z zl TT 二 

_ (zdz 十 ydy) + i(zdy 一 ydr) 
z2 十 妨 


-车 寺 是 ip'p= w+ip'p 
在 Cc 一 {0} 上 ,第 一 项 是 恰当 的 ,事实 上 
外 二 a| 本 18(z 十 |. 
求 积分 后 即 得 所 证 . 


计算 虽然 简单 ,结果 却 很 有 用 . 面 为 用 正则 值 来 计算 环绕 数 十 
分 容易 ,而 用 定义 却 不 一 定 能 敌 到 这 一 点 . 
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y 
和 
n{yra)=2 


nty,0)=1] 


nty,a)=]1 nCy0)=2 
图 7 一 10 
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第 八 章 de Rham 定理 


§ 1， 例 和 概述 


上 -~ 章 我 们 计算 了 最 高 维 *=dimM 的 de Rham 群 小 CM), 发 
现 结果 相当 广泛 ， 即 不 太 依 束 于 MM 的 有 具体 性 质 ， 8H"(M) 的 维 数 为 
1 或 为 0 视 M4 可 否定 向 而 定 . 后 来 看 到 它 的 应 用 也 很 广泛 ， 映 射 
度 的 概念 可 应 用 于 同 维 数 流 形 之 癌 的 任意 映射 ， 现 在 我 们 介绍 一 
些 确 实 依赖 于 流 形 A 的 具体 性 质 的 例 . 

取 形 一 全 为 二 维 球 而 ,我 们 知道 tim 《57)==1, 下 一 个 de 
Rham 群 是 五 !(82)， 可 证 H1C5*) 二 10). 令 D+ 和 D- 表 示 5 的 两 半 
球 且 D+ 门 六 三 赤道 二 8 令 虽 为 上 的 一 个 闭 1- 形 式 , 在 Di 和 
D- 上 应 用 Poincaré 引 理 ， 得 知 在 D+ 上 有 一 个 函数 fi 使 %= 且 ;于 
D+ 寺 ,同样 , o= 一 时 -于 D- 上 . 在 S81 上 则 有 f+4 一 f_-)=0. 因 为 851 
是 连通 的 , 所 以 在 8 上 f 一 f- 二 ce,c 是 S1 上 的 常数 . 把 f_ 摘 成 
-十 c, 就 得 出 一 个 整体 地 定义 在 Ss 上 的 函数 f, 使 = 好. 故 
Hi(S2) 二 10}, 事实 上 ， 用 类 似 的 证 法 可 以 妇 纳 地 算出 

HCGS*) = {0}, 0<k<n 

另 一 个 简单 的 二 维 流 形 是 环 面 ?二 S'Xs!， 和 5S? 不同 ， 有 
HCT) 了 {0}. 令 和 有一， 一 1 2 为 第 一 个 或 第 二 个 投 
影 ， 而 六 : S!: 一 rT?, ti 二 1，2 为 第 一 个 或 第 二 个 内 射 (injection)， 
即 六 (z) 一 (zy]),7k 人 2 一 (1z)yzE8 ,注意 ,mr 一 和 因 一 和 恒 等 映 
射 , 而 < 天 = 一 mr 一 常 值 映射 .考虑 

or HIC)IODAIO I— rH (rT?), 
(nu, 8) ra a rib, 
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Bp: HOTDO—rHICSIDHSD), wr(F ww), 
很 容易 看 出 6。a 一 1， 于 是 8 
是 映 上 的 . 我 们 希望 它 是 一 对 
一 的 . 设 。ET? 是 一 个 1- 形 式 
使 得 六 w 和 发 w 都 为 恰当 的 ， 
设 


p: RT? 一 
是 复 迭 投影 映射 ， 且 
m= pw 图 8 一 1 
定义 一 个 民 上 的 函数 如 下 :对 每 一 点 (x,y)ED, 设 
F(x,y) 一 | 0 


我 们 必须 证 明 FC(0,y)= 二 RO ,y), 即 
ZKz,0)ez 一 0， 


这 个 积分 怡 恰 是 六 在 闭 曲 线 记 (C51) 上 的 积分 . 所 以 dim#1 (7?) 之 
2. 事 实 上 ,可 以 用 同样 的 方法 对 x 维 环 面 ?" 二 5 X… X85! 计算 
HMATY)， 我 们 有 1- 形式，w;，，…，w%， 可 以 论断 所 有 的 单项 式 
| A CN A Pe A ,+ <2<C 都 是 线性 无 关 的 9 说 明 


RR 
dimir(7") 六 国 ， ln 


《在 讲 了 了 以 下 各 章 以 后 ， 可 以 看 到 其 实 是 等 号 成 立 )， 

上 面 的 两 个 例 中 ,我 们 都 用 了 Stokes 定理 . 我 们 不 仅 要 细心 地 
处 理 被 积分 那些 形式 ， 而 且 还 要 细心 地 处 理 在 其 上 求 积 分 的 那些 
链 或 循环 ， 在 两 个 例 中 都 有 一 个 奇异 循环 851， 在 5 的 情况 ，S: 一 
aD} 使 我 们 能 断定 日 HH'(S?) 中 只 有 零 ; 在 T? 的 情况 下 ,5S!=y 《51) 不 
.是 边缘 这 件 事 使 我 们 肯定 ,HH!(T?) 中 一 定 有 些 什么 东西 . 总 而 言 
之 ,Stokes 定理 给 我 们 的 信息 就 是 ,MM 的 解析 结构 和 几何 结构 ,二 
者 都 对 #H* CM) 有 重要 的 影响 . 
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研究 循环 是 不 是 边缘 ,这 是 所 让 的 问 调 理论 . 读者 们 可 能 已 经 
熟悉 同调 理论 的 基本 思想 . 例如 说 ,一 般 的 解释 是 ,7? 中 有 非 边缘 
的 循环 8 说 明 7? 有 “ 洞 ”而 8? 中 的 循环 品 都 是 边缘 表明 5? 没 


7 < CO S: 


©! 


图 8 一 2 
有 "“ 洞 ”既然 可 以 从 图 中 看 到 究竟 有 没有 洞 , 这 也 就 算 不 得 什么 深 
刻 的 观察 . 然而 应 该 看 到 , 只 是 因为 我 们 把 7T? 放 在 RR 中 , 天 上 有 
洞 才 是 显然 的 事 ， 如 果 我 们 不 管 周围 的 RR， 那么 怎样 才能 区 别 到 
和 5 呢 ? 即 是 阅 , 我 们 需要 一 些 内 蕴 的 不 变量 ,而 不 是 嵌入 的 不 
变量 . 所 以 ,如果 只 看 T? 本 身 而 不 问 它 是 省 包含 在 周围 的 空间 之 
中 ， 洞 这 个 概念 还 有 没有 意义 就 不 明显 了. 但 是 循环 和 边缘 的 概 
念 显然 是 内 蕴 的 (intrinsic) 即 只 依赖 于 流 形 本 身 ， 它 可 以 用 来 对 洞 
作 内 列 的 描述 , 这 是 Poincaré 的 深刻 的 见地 . 在 这 方面 , 指出 下 面 
的 事实 是 很 有 用 的 . 在 几何 和 拓扑 中 把 内 蕴 人 性质 和 退 入 性 质 区 别 
开 来 是 极其 重要 的 想法 ， 例 奶 曲 率 的 概念 ， 如 果 看 图 ， 那 么 曲 而 
是 “弯曲 的 ”， 这 是 很 “明白 ”的 . 但 是 把 弯曲 设想 为 一 个 内 蕴 的 
概念 ， 认 为 即使 没有 周围 包含 的 空间 《有 了 这 样 的 空间 才能 走 到 
曲 而 “外 面 ” 去 看 曲 而 ) 它 仍然 是 有 意义 的 , 这 就 困难 无 比 了 . 这 
正 是 看 对 论 里 关于 “ 奢 曲 ”时 空 使 入 感到 神秘 的 原因 ，Gauss 是 第 
一 个 看 出 曲率 的 内 草本 性 的 人 ， 这 是 现代 微分 几何 的 起 点 ， 无 怪 
曲率 、 同 调和 积分 都 是 彼此 关联 的 . 这 个 领域 中 最 著名 的 结果 是 
Gauss-Bonnet 公式 、 我 们 将 在 以 后 讨论 它 . 

现在 回 到 润 的 问题 . 让 我 们 看 一 个 比较 复杂 的 例 、 记 住 复 射 
影 空 间 cP 是 由 cf 一 {0} 中 引入 一 个 等 价 关系 一 而 得 出 的 : (>， 
02411 元 ')， 如 果 有 一 个 非 6 复数 和 使 得 
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(zo 2 CP 可 以 用 ?十 1 个 坐标 
邻 域 (i,，p) 团 盖 ， 这 里 忆 = (zz za ECP | 2 天 0) 而 
PC", 


[2z03 Ay os i 《zo/z,，。…， 0 1 
这 样 ,CP" 成 了 一 个 紧 的 复 流 形 ( 因 此 是 可 定向 的 ) ,其 ( 实 ) 维 数 是 
2n. CP" 有 没有 润 ? 因为 谁 也 不 曾 在 之 2 时 “看 见 ” 过 CP* CCP! 一? 
就 是 二 维 球面 }, 这 就 是 一 个 相当 玄妙 的 问题 ,但 是 ,我 们 将 要 用 积 
分 在 cP* 中 找 出 一 个 二 维 的 润 来 , 我 们 已 经 提 到 过 ,在 5 上 我 们 可 
以 考虑 复 值 函 教 和 复 值 微分 形式 . 定义 
dz dz 二 idy, dz= dr— idy 


dz = 计 (e 十 22)， dy 二 言 Cdz 一 dz)， 
Od de 
人 死 ， 各 一 放 训 2 
对 子 复 值 函数 f(z) 一 a(x, 十 ivCx,y), 有 
3f, ,3 
af —Hrt ey 


1 /a HN; 
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Wa Cauchy-Riemann 方程 ,所 以 一 个 光滑 函数 了 是 全 纯 的 ， 
当 且 仅 当 引 = £0, 因此 .又 定义 


= 人 = He 
Hf = af = 此 、 


而 有 4 一 3 十 引 虽然 看 来 我 们 偏好 5, 其实 对 于 3 和 5 情况 是 一 样 
的 ,光一 0 表示 了 是 全 纯 的 (T377] 一 [37/3:]) ,容易 验证 09 一 55 
一 0,33 一 一 32. 显然 我 们 可 以 把 这 些 部 推广 到 C*, 而 令 

af 一 3 He, 引 一 3) es. 
现在 我 们 已 经 可 以 在 cP* 上 给 出 2- 形 式 % 了 ,应 用 局 部 坐标 ,在 
上 令 @, 二 /4, 并 定义 


ay 
六 3glog| 1 十 5) ， Cx) 


2 二 


在 Nv 中 ,有 
! 


已 一 EE 一 (各 /2 ya， 一 Zi， 2 一 a/% 一 i 
; 


于 是 
1 十 Dem 一 1 十 3 
7 
一 1 十 |2 Do 十 人情 一 | 内 jj 


= |2|? (1 十 8). 

将 此 式 代 入 C* ) 定 义 新 的 @, 它 与 与 ( * ) 式 中 的 之 差 是 

/一 Y= a | = Ee 

2 | 邑人 本 一 2 gl} 

_ vTaprtenn (2) — (97) A (HZ) 0 
2712Z11 > 
所 以 (* ) 式 所 定义 的 是 CP" 上 适当 定义 的 整体 2- 形 式 ， 它 是 一 
个 闭 2- 形 式 , 我 们 想 在 CP* 中 找 一 个 2 维 子 流 形 以 在 其 上 积分 ,这 
个 子 流 形 是 
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Log|Z|:— 


Cp! = {[z,z,0 0] € Cp:}. 
cP 中 儿 平一 切 点 除了 [0;1,0,…,0] 以 外 都 在 =c 中 ， 所 以 在 
cP! 上 积分 实际 是 在 Uo 上 求 反常 积分 .在 Vs 上 有 
2 


和 dog{ 1 + 1Z|3) = a 2 | 


~ 一 1 二 |Z 上 
_ Ut 121) 02) A CB2) + ZZ) AZC32) 
(1++ |21)? 
wwAdz 2vV— lerh dy 
二 121? (十 并 二 六)? 


应 用 极 坐 标 有 


| = 二 上 民 Pdrde 一 | 
ce x Jo o (1 二 r2)?  “ 


对 于 不 知 底细 的 读者 ， 举 这 个 例子 实在 有 些 路 人， 公式 Kx ) 
从 哪里 来 ， 没 有 一 点 线索 . 其实 我 们 是 有 意 这 样 做 的 ， 以 便 认 清 
一 件 事 : 如 果 完 全 停留 在 流 形 上 ， 就 不 容易 找到 洞 ， 事实 上 ， 形 
式 w 的 出 现 有 一 些 很 自然 的 理由 , 它 是 CP* 的 典 则 线 从 CCP") 的 
| 第 一 个 陈 氏 类 (Chern's class), 它 是 CP" 的 全 纯 联络 (holomorphic 
connection) 的 曲率 形式 , 它 又 是 cP* 上 标准 Kahler 度量 的 Kahler 形 
式 . 这 个 例 说 明 CP'CcP" 不 可 能 是 一 个 边缘 , 且 HCCP") 关 {0}, 事 
实 上 ,所 有 的 外 需 win 都 给 出 8*CCP*) 中 的 非 零 元 . 于 此 相对 
| 偶 , 这 意味 着 所 有 的 子 射影 空间 cp+CcP* 都 不 是 边缘 ,而 和 球面 完 
全 相反 . 
总 结 起 来 , 我 们 希望 在 循环 上 积分 闭 形式 . 由 于 Stokes 定理 ， 
只 要 这 形式 是 恰当 的 , 或 此 循环 为 边缘 , 这 个 问题 都 是 很 容易 的 . 
求 商 的 形式 步骤 引出 了 de Rham 群 HH" CM), 我 们 要 用 同样 的 步骤 
对 边缘 求 商 ， 这 就 是 同调 积分 运算 在 二 者 之 间 建 立 了 一 个 对 偶 
关系 , de Rham 定理 就 是 研究 这 种 对 偶 性 的 . 但 在 这 之 前 还 有 一 些 
形式 上 的 东西 要 弄 清楚 . 
| 还 有 另外 一 个 de Rham 群 ， 即 H*CM) ,计算 起 来 十 分 容易 . de 
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Rham 复 形 是 这 样 开始 的 : 
0— ACM) > A CM) — >» ., 

所 以 HCM) = kerCA'CM) ACM)). 记 住 4°CM) 正 是 小 上 的 
函数 空间 . 若 MA 是 连通 的 ,4f = 0 就 表明 了 是 一 个 常数 ,所 以 ,对 于 
连通 流 形 HYCM) 二 R. 

形式 可 以 用 外 积 乘 起 来 ， 因 为 有 

daw A = do AnRT (loA adr 

(二 deg@) ,所 以 在 如 "(MM) 中 可 以 适当 地 定义 [wjA[Lxj=[wA nj]. 
于 是 号 "(M)? 成 了 R 上 的 一 个 代数 . 

若 了 4 一 > 六 是 一 个 光滑 上 映 射 , 我 们 有 拉 苛 

fACN—>ACM), wf ww, 
因为 拉 园 和 外 微分 可 交换 , 故 映 射 
H* CN)—rH’ (CM), for 一 [fo] 

是 适当 定义 的 . 它 称 为 了 的 诱导 同 态 , 仍 记 作 六 

很 容易 检验 淆 子 性 质 《functorial property ) : 

1. 车 f:M 一 > 是 恒 等 映 射 则 f°' 是 恒 等 同 态 ，; 

2. 已 给 fi 一 > 和 NN 和 g:N 一 >L， 必 有 (9 有 )' =f"g*. 

作为 一 个 推论 ,微分 同 旺 的 流 形 有 相同 的 de Rham 群 ,这 一 事 
实 我 们 已 经 暗 她 用 过 了 ， 但 令 人 狗 惊 的 是 其 逆 不 真 。 因 为 我 们 知 
道 扩 只 依赖 于 了 的 同 伦 类 ,所 以 若 有 了 :以 一 >N,g:N 一 一 M 而 且 
Jf9 一 1，g/ 一 1，~ 表 示 同 伦 ， 我 们 仍 和 将 有 f*g* ==1,，g*f* 一 1， 当 
这 样 的 1，g 存在 时 ， 我 们 说 M 入 有 相同 的 众 型 《homotopy 
type)，Poincaré 引 理 用 的 就 是 R* 中 的 星 形 开 集 与 一 点 具有 相同 的 
伦 型 (这 种 拓扑 空间 称 为 可 缩 的 (contractible)). 虽然 它 很 简单 , 但 
由 此 可 以 得 出 有 用 的 结论 , 例如 我 们 知道 , 紧 的 可 定向 无边) 流 
形 是 不 可 缩 的 ， 虽然 这 件 事 并 不 显然 . 
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$ 2， 奇 异同 调和 de Rham 定理 


虽然 我 们 感 兴趣 的 主要 是 流 形 ， 但 对 任意 拓扑 空间 都 可 以 作 
奇异 同 论 (singular homology). 所 以 在 这 一 节 里 我 们 停留 在 一 般 拓 
扑 空 间 的 情况 , 令 六 为 一 拓扑 空间 ， 其 中 的 奇异 本 单 形 就 是 一 个 
连续 映射 f:o 一 一 XX, o 是 某 个 矢量 空间 的 六 单 形 ， 因 为 从 拓扑 上 
看 ， 所 以 我 们 可 选 一 个 特定 的 去 单 形 作为 o， 通 常规 定 取 民 中 的 
“标准 ”二 单 形 4 令 (e，…， ea) 是 民 中 的 标准 基底 ,4 就 是 由 
顶点 “0，e1，ez，…*，B》 所 张 成 的 单 形 

4 = {2000) ER 0, Dr < 1}. 
于 是 一 个 奇异 单 形 就 是 一 连续 颇 射 


fd 一斑 


do 4 | th 
图 8 一 3 

和 4 的 第 i 个 (4 一 1) 维 面 是 4= (0, ely 6 01) ,i 二 0, 1， 

…，， 所 以 似乎 o 也 有 第 i 个 (一 1) 维 面 0.=o14;, 但 是 这 并 

不 完全 对 , 因为 所 有 映射 的 域 必须 是 标准 单 形 ， 而 杰 并 不 是 . 我 

们 只 需要 令 & 是 一 个 仿 射 映射 而 将 4-1 二 《0，, ey，…、e,_1〉 映 为 

可 二 《0, el，…， 6， 0) ,然后 再 定义 0 二 o。& 就 解决 问题 了 . 

令 5;《X) 是 由 六 中 一 切 奇异 三 单 形 在 R 上 生成 的 矢量 空间 . 
定义 线性 映射 


a:S: (X) 一 Si (X), of 一 > Da l)io, Cx) 


和 第 七 章 一 样 。{5,C(X) ,3} 是 一 个 复 形 , 即 ao 二 0 ,这 个 复 形 的 同调 
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称 为 工 的 系数 在 R 中 的 奇异 同调 , 记 作 HC(X,R) ,如 前 ,这 意味 着 
BX) = ker{9:S,(X)— Si ,(X)}, 
BX) = Im{9:S1(X) -一 = S.(X)} 
是 “循环 ”和 “边缘 ”” 旨 二 0 表明 BCX)CZ(X), 所 以 可 以 作 商 : 
HCXR) = ZX /BCX), 

选 R 作 系数 域 是 因为 这 种 同调 将 通过 积分 而 与 de Rham 群 相 
关 . 关于 边缘 算 子 8 的 公式 《* ) 说 明 , 对 于 任意 有 单位 元 的 环 R 
这 个 作法 也 是 有 意义 的 《这 时 S; (X) 就 成 了 由 一 切 奇异 太 单 形 所 
生成 的 上 的 自由 模 ). 选择 “系数 ”的 灵活 性 (de Rham 群 就 没 
有 这 种 灵活 性 ) 是 一 个 很 有 用 的 特点 . 

S.C(X) 是 一 个 没有 构造 的 很 “大 "的 模 ( 一 个 “自由 ” 模 只 不 过 就 
是 一 个 基底 ). CX) 和 BCX) 也 是 很 “大 ”而 且 自 由 的 (例如 当 R 是 
任意 主 理想 域 时 就 是 这 样 ). 奇怪 的 是 ,其 商 应 该 是 什么 都 可 能 , 怎 
么 能 算得 出 来 . 事实 真象 是 我 们 是 事先 有 许多 具体 事实 之 后 才 这 
样 讲 的 . 奇异 同调 是 最 容易 讲 的 ,而 且 我 们 已 经 知道 它 会 是 很 有 用 
的 . 

de Rham 群 下 CM) 是 H,CM) 的 对 侦 . 可 以 做 一 个 内 在 的 对 侦 
群 如 下 : 令 S:(X) 是 SCX) 的 对 偶 空 间 ( 当 ER 只 是 一 个 具有 单位 元 
的 环 时 , 它 就 是 对 偶 模 Hom(5,CX) ,RR)), 这 是 一 个 * 上 链 ”(cochain) 
空间 ,注意 一 个 上 链 mpE 5:(X) 就 是 一 个 映 奇 异 单 形 ec 为 p(o)ER 
的 任意 线性 映射 (就 只 是 线性 映射 ,没有 连续 性 或 其 它 条 件 ), 可 以 
用 对 偶 性 来 定义 一 个 “上 边缘 ” 算 子 6:S:(X) 一 ST1(X) pH dg 
如 下 : 

dp(0) = g(a0), 

其 中 o€ 85+1CX) 是 一 个 奇异 (4 十 1)- 单 形 , 上 且 有 6 一 0, 于 是 有 复 形 
{SC(X);6}(5 和 dd 痢 使 S:C(X}) 的 指标 升 高 ). 这 祥 得 出 的 同调 称 为 
系数 在 R 中 的 第 * 个 奇异 上 同调 , 记 作 H*CX ,RR). 

同调 和 上 同调 都 是 “ 函 子 ”车 f:X 一 > 了 是 一 连续 映射 ， 它 
必 诱 导出 一 个 线性 映射 
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fa:S: (X) 一 SS (Y), 0h 一 >。0， 
再 由 对 偶 性 还 诱导 出 另外 一 个 线性 映射 
了 97) SX), pi f+ (gp), 
请 (p)a = g(a0) = pf » 0). 
很 容易 验证 六 = fx3， 所 以 也 有 61* 二 1*6， 这些 关系 又 诱导 出 
新 的 线性 映射 
fHCX,R)—* HlY ,R), 
f° HI(Y,R)—— H'(X,R), 
且 有 
f.[o] = [fa(o)), f°[p) = [4* 9). 
于 是 浇 子 性 质 是 
(1) 若 f=id:X 一 Xx， 则 f. = 二 了 * 二 id; 
《2) 若 f:X 一 rv 了 ，9:Y 一 >2， 则 
Cg) = fo, (gf =f* og°. 
注意 在 对 侦 映 射 情况 下 ， 映 射 方向 移 序 都 有 变化 ， 这 些 性 态 把 
玉 , 规 定 为 “ 协 变 英子” (covariant functor) ， 五 “为 道 恋 了 男子 (con- 
travariant functor). 函 子 性 质 蕴 洱 了 冯 。 和 到 "都 是 拓扑 不 变量 , 它 
是 创立 奇异 同调 理论 的 主要 因素 . 
现在 我 们 可 以 把 de Rham 群 H* (M) 和 奇异 同调 连接 起 来 了 ， 
但 是 还 有 一 个 技术 性 的 问题 , 令 NM 为 一 光滑 流 形 , 我 们 知道 ,要 作 
积分 就 要 用 光滑 奇异 单 形 . 这 就 产生 了 {5S,C(X),3} 的 一 个 子 复 形 
{S.C(X),9) ,但 是 它们 的 同调 是 一 样 的 . 换 句 话说 ,在 计算 三. 和 
五 "时 ,可 以 只 用 光滑 奇异 单 形 .由 此 ,我 们 可 以 定义 一 个 映射 
|acoo — sw, @HF 一 >@， 


而 对 光滑 奇异 二 单 形 :水 一 -AN, -有 (0) 二 Je. 因 
(ba)(e) = aac) = | | dw 《Stokes 定理 ) 


= (lo) (0), 
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即 5 | = | .2 于 是 | 诱导 出 de Rham 群 和 奇异 上 同调 群 之 问 的 一 
个 局 态 
上 GD 一 -站 CR 
而 我 们 有 
de Rham 定理 [Es CM) 一 > H* (M5,R) 是 一 个 自然 的 司 构 . 
“自然 ”二 字 的 意 轧 是: 记 住 4" (M) 和 女 ' CM,R) 都 是 “ 函 子 ”， 
除了 群 以 外 ,对 于 光滑 映射 f+M 一 > 又 有 诱导 司 态 f'. 所 谓 自 


然 局 构 或 者 说 函 子 等 价 必 保持 诱导 疝 态 ,也 就 是 使 下 图 成 为 可 交 
蜀 的 . 


H* (M) | H* (CM,R) 
f" 人 


H’*(N)-—rH°" (NN,R) 


de Rham 定理 的 证 明 要 涉及 许多 技术 上 的 细节 ， 所 以 先 解释 
一 下 总 的 “ 跌 赂 ” 在 de Rham 定理 的 表述 中 采用 了 奇异 上 同调 ,这 
是 因为 ， 从 它 的 定义 清楚 地 看 到 ， 它 是 一 个 拓扑 不 变量 ， 从 而 指 
明了 de Rham 群 的 拓扑 不 变性 , 这 正 是 de Rham 定理 的 主要 之 点 . 
然而 ， 奇 异 理论 几乎 无 法 用 ， 所 以 在 证 明 中 ， 要 将 它 换 成 另 一 种 
同调 , 所 谓 单 纯 形 上 局 调 (simplicial cohomotogy). 它 使 得 我 杂 能 做 
出 积分 映射 的 逆 . 然而 单纯 形 理论 的 使 用 有 一 个 前 担 ， 即 光滑 流 
形 必 可 光滑 地 三 角 齐 分. 这 是 一 个 深刻 而 又 困难 的 近 扑 定理 ， 我 
们 现在 不 能 深入 .还 有 另外 一 个 途径 可 以 避免 三 角 前 分 、 这 就 是 
所 谓 层 (sheaf) 论 的 方法 , 这 是 一 个 比较 “现代 ”的 理论 , 它 起 源 
于 不 局 的 问题 ， 它 的 部 分 想法 如 下 : 在 同调 理论 发 展 中 ， 有 不 疝 
的 作 湛 来 处 理 不 同 的 问题 (下 一 章 里 会 看 到 其 中 的 一 些 ). 后 来 发 
现 , 它们 虽然 各 有 自己 的 特殊 性 质 , 却 有 一 些 形 式 上 共 局 的 性 质 . 
在 数学 上 ， 一 且 出 现 这 种 情况 ， 人 们 总 是 会 想 ， 这 些 不 局 的 作法 
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会 不 会 其 实 只 是 一 个 东西 ， 而 用 这 些 形 式 性 质 将 它 公 理化 .不 久 
就 找到 了 普遍 适用 的 作法 , 称 为 层 的 上 同调 , de Rham 群 和 奇异 群 
都 是 层 的 上 同调 从 而 是 相同 的 .只 从 这 个 简短 的 说 明 还 是 没有 具 
体 的 启发 ， 所 以 现在 我 们 还 是 按照 “传统 的 ”办 法 ， 尽 管 这 样 做 
必须 承认 三 角 前 分 定理 .再 说 ， 复 形 的 几何 学 是 许多 拓扑 问题 的 
中 心 基本 思想 ， 所 以 我 们 讲 它 并 不 只 是 为 了 de Rham 定理 ， 


$ 3， 单 纯 形 同 调 


上 一 章 我 们 已 经 引进 了 多 面体 的 概念 ， 它 是 某 个 单 形 的 矢量 
空间 六 的 一 个 子 集 ， 它 是 由 单 形 按 一 定 规则 放 在 一 起 而 成 ; 这 些 
单 形 只 能 在 公共 面 上 相交 .在 讲 积分 时 ， 这 些 单 形 要 有 相同 的 维 
数 , 现在 我 们 去 掉 这 个 限制 . 这 种 推广 的 多 面体 叫做 单纯 复 形 . 其 
形式 的 定义 是 

定义 ”矢量 空间 7 中 的 单纯 复 形 天 就 是 了 中 一 族 单 形 ， 面 且 

(1) ”车 sz€EK， 则 6 的 一 切面 也 在 关中 : 
(2) 0o, TEK=>ofr 是 0 与 7+ 的 公共 面 ( 空 集 看 作 任 一 单 
形 的 1 维 面 ). 

条 件 (2) 显 然 是 主要 之 点 ， 条件 (1) 就 点 集 面 言 是 多 余 的 ,，o 
的 面 究竟 是 * 的 一 个 子 集 . 但 是 注意 , 我 们 并 没有 说 oCK 而 是 说 
0EK, 即 我 们 把 天 看 成 一 个 “组 合 的 ”对 象 ( 就 是 问 有 多 少 单 形 
属于 K) ,而 不 是 看 作 V 中 的 点 集 . 这 个 微妙 之 处 的 道理 马上 就 
要 讲 ， 但 不 论 如 何 ，K 中 的 单 形 确实 构 成 一 个 上 的 子 集 Uo 记 作 
|K| 而 与 “抽象 ” 复 形 KK 有 所 区 分 ， 

记 住 ,o 的 定向 就 是 其 顶点 的 一 个 排列 次 序 , 其 记 法 是 将 此 次 
序 明白 地 写 出 来 : vo 二 《wo ty 二》， 令 FCK) 是 KK 中 所 有 定向 
单 形 生成 的 自由 模 《 基 域 是 任意 固定 的 R). 在 FCK) 中 令 1 是 所 有 
以 下 形状 的 元 素 生 成 的 子 模 

《278519 5 条》 一 Sign (Ce) Coc yb ss Voy > 
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这 里 一 (ma ,as 是 (0,1,， ,8) 的 一 个 排列 , 商 C(EK) 二 
P(E)/I 称 为 的 定向 链 群 ;对 于 o= 《ww sa) ER, 用 [oj]= 
[wos Wj 记 它 在 CCK) 申 所属 的 类 ,于 是 有 
[ot st = signCe) Lew yy ,en 
容易 看 到 CCK) 仍 是 一 个 自由 模 ,对 每 个 o€EK 取 一 个 厅 定 的 次 序 
0 二 wo,… ,4) (这 是 对 每 个 o€ KK 分 别 任 意 取 的 ,没有 相 窒 性 的 要 
求 . 例如 ,可 以 把 天 中 一 切 顶 点 按 一 定 次 序 编号 ,然后 对 每 个 " 按 
项 点 序号 上 升 来 排列 ) ,于 是 {[peo mo oo 生疏 } 成 
为 CC(K}) 的 一 个 基底 . 击 此 ,定义 边缘 算 子 9 如下: 
DC 天) — CK), 


EE 一 Dee 

(条 件 (1) 就 用 在 这 里 ), 我 们 在 第 寸 章 里 已 经 看 到 {CCK) ,3} 是 个 
复 形 , 即 3。9=0. 子 是 就 有 EE 的 系数 在 RR 中 的 辣 调 HH,(K,R) 和 上 
同调 五" (KK,R) ,它们 称 为 复 形 K 的 单纯 形 间 调 和 上 同调 ,如 果 系 
数 域 是 明白 的 或 面 定 的 ,我 们 就 在 以 上 的 记 导 中 上 略 去 它 . 

上 面 的 作法 对 任意 复 形 K 都 是 有 意义 的 . 实际 上 ,对 任意 集 ， 
只 要 适合 (1), 它 都 是 有 意义 的 . 所 以 问题 在 于 右 ,( 玉 ) 和 HH" (K) 与 
空间 1 和 K1 有 什么 关系 . 我 们 在 这 个 问题 得 到 解决 以 前 ,要 区 别 天 和 
jK|. 事实 上 ,我 们 希望 日. 《KR) 只 依 束 于 1K|. 这 就 是 单纯 形 理论 
的 中 心 的 不 变性 问题 . 回答 这 个 问题 的 方法 之 一 如 下 :车 [oj]= 
Lvwosv1,… ,4 是 一 个 有 向 单 形 , 可 以 定义 一 个 奇异 单 形 6:4 一 一 > 
|K|, 即 将 顶点 C0,e;,… ey) 与 (v0,51,… ;1) 顺 序 相 配 , 这 样 就 定义 
了 一 个 辣 态 

OCC(R)I——rS(IK|I), 0F 一 7. 
由 定义 立即 知道 了 是 一 个 链 上 映射 , 即 7。3 一 9。j 国 此 7 又 诱导 出 
一 个 同 态 ( 仍 记 作 刀 
iH.(K)—— H.C(|E]). 
j 可 能 是 同 构 吗 (但 是 请 注意 ,希望 j 在 链 群 上 也 成 同 构 是 办 不 到 
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的 )? 事 实 上 ， 奇 异 理论 的 建立 ， 恰 好 是 为 了 证 明 这 件 事 的 〈 但 是 
需要 先 用 重 分 方法 来 建立 如 ，(K) 的 拓扑 不 变性 ， 见 下 一 章 ). 暂 
时 先 承 认 这 一 点 ， 则 单纯 形 理论 提供 了 一 个 计算 几乎 无 法 计算 出 
的 奇异 群 的 有 效 办 法 ， 因 为 现在 我 们 对 付 的 是 一 个 小 得 多 的 群 
0 CK), 所 以 在 简单 的 情况 下 , 直接 的 计算 是 可 能 的 . 下 面 是 一 些 
众所周知 的 例子 . 

1. 二 维 球面 5: 

谁 都 可 以 看 出 ,S* 可 以 前 分 为 
八 个 球面 三 角形 . 直接 观察 就 可 以 
看 清楚 ,机 想得到 一 个 2- 循 环 ,唯一 
的 办 法 是 每 一 片 都 用 相同 多 的 次 
数 , 即 ZCK) 二 Z( 系 数 域 是 整数 群 。 ” ~ 
2), 因为 GCFK)=0, 所 以 B,(K)== 
0, 从 而 H,(K) 二 Zi(K)/B:(K)=2Z 
这 是 一 个 普遍 的 现象 ,任意 紧 的 可 . 
定向 * 维 流 形 都 有 这 样 一 个 +- 特 
环 , 即 用 其 三 角 剖 分 中 的 各 个 单 形 图 8-4 
一 次 组 成 (可 定向 性 保证 了 它 是 循环 ). 这 个 循环 所 属 的 同调 类 称 
为 “基本 类 ”, 面 卫 我 们 有 H.CM,2) 二 Z, 并 由 基本 类 [M] 生 成 . 与 
此 类 似 , H'CM,Z)==Z, 而 且 是 由 基本 上 同调 类 Uv 生成 ,Uw 的 定义 
是 Uy《[MD)=1, 这 出 现 了 一 件 有 趣 的 事 .车 f:XM 一 >N 是 一 个 映 
射 , 则 诱导 同 态 f° :CN,2Z) 一 一 >H"(M ,2Z) 完 全 由 方程 

f° (Ux) = oUy 

决定 ,a 是 一 个 整数 . 很 清楚 ,de Rham 定理 确认 a 正 是 上 一 章 所定 
义 的 了 的 映射 度 . 虽然 我 们 已 经 “证 明 ? 过 deg(f) 必 须 是 一 个 整数 ， 
直到 现在 我 们 才 真 正 懂得 为 什么 它 一 定 自然 地 成 为 一 个 整数 . 

2， 射 影 平面 瑚 

射影 平面 可 以 看 成 一 个 贺 盘 , 面 边缘 的 圆周 上 的 对 径 点 (anti- 
pedal point) 要 看 成 同一 点 ,在 物理 上 这 样 做 是 不 可 能 的 , 但 是 下 

195 


面 的 图 形 给 出 了 它 的 一 个 三 
角 剖 分 

当 作 循环 时 可 以 从 任 一 
块 开始 ， 再 加 上 邻接 的 块 并 
且 使 其 公共 边缘 可 以 消去 . 
这 样 作 下 去 就 会 看 到 ， 每 一 
小 块 都 要 用 到 才能 成 一 个 边 
缘 ， 但 若 把 每 个 小 块 都 合并 
起 来 并 称 所 得 的 链 为 C， 就 
会 发 现 90 二 24 半 0, i 是 一 个 
小 德 环 g 一 [s,s] 十 [v1， 
vaj 十 [wa， 2] 十 Lo， v0] 
(就 是 半 个 圆周 ， 由 于 对 径 点 视 为 相同 ， 也 就 是 一 个 圆周 )， 这 意 
味 着 五 :( 天 ,2 一 人 0} ,但 若 不 用 整数 群 Z, 面 用 mod 2 的 整数 群 2, 为 
系数 域 , 则 因为 在 2 中 2 一 0, 所 以 C 成 了 一 个 币 环 ,而 有 总 (天 ,Za2) 
三 Z. 这 是 一 个 一 般 的 现象 . 对 一 个 紧 流 形 , 以 2 为 系数 的 最 高 维 
同调 群 H.CM ,2Z) 一 定 就 是 241 而 如 (M,Z) 是 Zz 或 者 是 (0} 视 ML 可 
否定 向 而 定 . 这 说 明 为 什么 一 般 只 能 定义 mod 2 映射 度 . 

理 计 算 下 去 ,4 是 一 个 1- 循 环 但 不 是 边缘 ,所 以 [4 不 是 
昌 (K,Z) 中 的 0 元 ,但 24==90 即 2[e0]=0, 于 是 HLCK,2} 中 有 挤 元 素 
(torsion element) ,事实 上 HH,《(KK,Z)= 二 2 有 是 由 [相生 成 . 这 说 明 能 灵 
活 选取 系数 群 的 用 处 , 即 可 以 用 来 侦察 出 挠 元 素 . 总 之 ,选择 系数 
群 的 灵活 性 天 大 地 增加 了 同调 理论 的 效用 . 例如 ,因为 土 1 在 多 中 
是 没有 区 别 的 ,所 以 选用 史 相 当 于 忽略 定向 .这 使 我 们 得 到 一 些 
关于 如 的 知识 . 

现在 我 们 转 而 注意 由 复 形 K 所 得 的 空间 |K| 的 拓扑 . 为 简单 
起 见 , 设 K 是 有 限 的 ,|K| 是 一 个 很 “好 ”的 空间 ,这 不 仅 是 由 于 外 
由 一 些小 块 组 成 ,这 些小 块 在 拓扑 上 十 很 简单 的 ,更 由 于 一 个 单 形 
ovEK 是 一 个 拓扑 (或 PL) 流 形 , 且 几乎 是 一 个 矢量 空间 . 于 是 可 以 
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在 其 上 作 线 性 的 或 仿 射 的 考查 . 由 于 1K| 是 这 种 小 块 很 巧妙 地 拼 
起 来 的 ,一 旦 能 在 这 些小 块 上 协调 地 应 用 一 种 作法 ,就 得 到 整体 的 
结果 . 例如 有 一 件 简单 但 是 有 用 的 事实 ,映射 了: 1K 二 一 X 是 连续 
的 , 当 且 仅 当 flo:o 一 >X 对 一 切 都 是 连续 的 ,而 且 在 不 同 的 = 
之 交 上 ,之 值 相等 (这 里 需要 为 有 限 ,一 般 情况 下 它 是 不 对 
的 ). 更 一 般 地 说 ,我 们 可 以 “ 逐 块 ”地 做 . 作法 如 下 : 令 "一 (pypl， 
… ,v0) 为 天 中 一 个 单 形 ,xE0 为 一 点 ,于 是 z 可 以 唯一 地 写成 
rz 二 hv 入 守 0， > 办 = 1， 


处 是 7z 的 重心 坐标 .形式 地 说 ,我 们 说 定义 了 一 些 函 数 b:o 一 >R 
为 (7z) 二 ,现在 将 中 一 切 顶 点 编排 为 tz.},v.EEKK, 定 义 一 个 重 
心 函 数 如 于 整个 |K|I 上 ,56:1KI 一 一 R 为 
《bo) 《zx); 若 x EE osvi 是 0 的 一 个 顶点 
8， 其 它 人 情况 ， 
它 是 适当 定义 的 . 因为 着 xzE on7, 简 vw 是 9 与 + 的 公共 顶点 之 一 ， 
则 z 门 z* 一 “是 与 * 的 含 w 的 公共 而 ， 于 是 
bilo) Cz) = C817) Cz) = Cb,| 4) C2). 

函数 & 是 连续 的 ， 因 为 它 显然 在 每 个 o€ 《不 论 包含 如 与 
否 ) 上 都 连续 , 而 且 在 不 同 o 的 交 上 到 相同 值 ， 更 加 重要 的 是 , & 
是 逐 块 仿 射 的 , 即 在 每 个 单 形 vE 天 上 是 仿 射 的 , 因此 是 逐 块 光 光 
的 , 即 在 每 个 单 形 rE 天 上 是 光滑 的 , 由 定义 , 就 意味 着 在 含 c 的 
仿 射 子 空间 上 的 的 某 个 邻 域 中 是 光滑 的 ， 很 容易 检验 

1) bz) 2 0, Dh) = 1 对 于 z€ | 天 | 

2) 对 于 z€ |K|,z= >)5(z)o3 

3) 给 定 如 sop 《os 90 ) 是 下 中 一 个 单 形 , 当 且 
仅 当 有 zE 天 使 名 (2 天 0,bCz) 天 0 人 z) 天 0， 

作为 一 个 应 用 ,对 于 每 个 顶点 w:€E KK, 令 

st(») = {zib.(z) > 0}. 
它 是 一 个 开 集 ,因为 2)b(z) 一 1, 必 至 少 有 一 个 6(z) 汪 0, 所 以 集 
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b.(r) = { 


族 {stw) |z, 是 五 中 一 个 项 点 } 是 | 五 | 的 一 个 开 覆 盖 . 从 几何 上 看 ， 
stCw,) 就 是 一 切 以 wm 为 顶点 的 单 形 0 的 内 域 o* 之 并 . 更 一 般 地 说 ， 
对 任 一 单 形 o== 《vst ou 和 天 定义 

st(o) = Nst(v,). 


这 是 一 个 包含 "的 开 集 , 而 且 {st(c)1cE KK} 仍 是 |K| 的 开 覆 盖 . 
$ 4. de Rham 定理 的 证 明 


我 们 先 陈述 三 角 剖 分 定理 : 令 MM 为 一 紧 光 滑 流 形 ,， 则 必定 有 
一 个 单纯 复 形 以 及 一 个 逐 块 光 请 的 同 胚 :1K|- 一 >M， 即 在 每 
个 单 形 o€K 上 光滑 ,上 映 IK| 为 和 4. 

已 知 一 个 这 样 的 三 角 剖 分 后 ,正如 在 奇异 同调 理论 中 一 样 , 定 
义 链 映射 


| AM ORK), wm*0, 


~ 


w% 是 上 链 ， 而 
ol[0]) = jhe 


~ 


(现在 我 们 假设 M 是 可 定向 的 ,而 上 同调 的 系数 是 实数 R). | 诱导 
出 上 同调 之 亲 的 一 个 同 构 


人 Ge 一- H* KR). 
再 连同 同 构 j， 即 得 


H* (MO——H* KR) eH (IK|,R)=H* CH,R), 
这 就 是 前 面 说 的 de Rham 定理 ， 
我 们 需要 做 一 个 线性 映射 
a:C(K)—r 4(CM) 
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愈 得 有 性 质 
(1) j= 
(2) aa 一 Gd， 


于 是 a 将 在 同调 群 上 诱导 出 一 个 线性 映射 , 即 | 之 右 逆 , 从 而 证 明 | 
一 个 全 射 . 为 此 , 记 住 GCK) 是 由 {[o]lz 是 下 中 的 大 单 形 } 生成 
的 . 令 {5) 是 CCK) 中 对 偶 于 {[o]) 的 对 偶 基 ,只 需 对 每 个 5 定义 
a《l5) 即 可 . 
邻 teen} 是 关中 全 部 顶点 . 对 每 个 * 我 们 已 经 定义 了 
重心 函 教 5:| 天 | =R. 令 


本 1 
Ff,= {rE | 天 oz 之 二 十 了 


= {xz € |KI|5(r) 委 


} 


ri 
?二 dimM ,于 是 下. 和 G6; 是 分 离 的 闭 集 . 由 定义 有 
F,C st(v), [IK| ~ st(v) CC 
此 外 ,{F.} 覆盖 | 天 | ,因为 每 个 zE |K| 必 在 某 个 单 形 o 中 ,例如 设 


和 一 《bo 因为 一 dm 对 ,所 以 雪 8, 因 为 bz) 一 1， 所 


以 至 少 有 一 个 h(x) 之 守 了 之 = 十 T: 现在 ,把 和 6 都 看 成 的 子 


集 ( 即 通过 把 |KX| 和 梭 等 同 起 来 ), 则 对 每 个 i, 可 以 作出 一 个 形 
上 的 光滑 函数 了 ,0 所 天 过 1] 使 所 = 1 于 上 , 扩 = 二 0 于 G, 上 ,因为 


下 覆盖 MM， 2 7 处 处 不 为 0, 令 吕 == 下/ 7 下 ,我 们 得 到 一 个 从 属于 


开 覆 盖 {stCv,)} 的 一 的 分 割 . 
a(5) 应 该 是 对 某 个 志 单 形 EX 的 形式 , 设 rc 一 [mo …， 
zj 定义 


al0) = HD Dipago A A dy, A A dp 
i 0 
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在 验证 性 质 (1) 和 (2) 前 ,注意 ,因为 supp(ow)7Cst(o): 故 
suppa(#) Cflstte) = st{0), 
先 验证 性 质 (2) ,显然 
d a0) 一 (人 十 1)1dggo A dp A A do. 
为 了 计算 a。5, 记 住 
(585) (rT) = Car). 
由 对 偶 的 定义 ,56(7) 隆 0 只 有 在 0 是 + 的 面 时 才 可 能 , 即 是 说 ,tT 应 
该 取 以 下 形状 ;T= 二 [oyty ,rawj. 再 记 住 , 涪 oCr 是 f+ 的 一 个 
面 , 即 stCw) 个 stCo) 关 他 ,于 是 有 
65 一 《一 Dt [po ds Vestr), 

求 和 是 对 于 一 切 使 stCw) 门 st(9) 关 信 的 KX 中 的 顶点 进行 的 .于 
是 有 

a(65) = DLT DC Dd) A dy 十 gaatd)]. 

(kT DO— Priacd) A dg 十 paatd) (%) 

对 任意 ww KK 都 有 意义 .车 st(w) 门 st(0) = 人 2, (x ) 就 等 于 0. 因 
此 ,上 式 中 的 求 和 可 以 对 天 中 一 切 顶 点 六 进行 ,于 是 > gw = 1, 从 


面 2, dg = 0, 而 等 式 成 为 a。 (66) 一 《。a(5). 
性 质 (1) 是 ,对 于 大 中 的 本 单 形 o 和 7+ 有 


| am = iu。 

若 天 ft 则 st(cy 站 st(r) 一 个 ,所 以 a(5) 在 "上 为 0, 从 而 
| ac(5) = 0. 

因此 余下 的 仅 要 证 明 
aD = 
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可 以 用 对 六 归纳 来 表明 . 若 上 一 0, 因 为 ER, 而 县 ,| 二 1 ,所 以 
| ec 一 | p= p(t,) = 1. 


在 一 般 情况 下 , 令 0 一 [zoom .mo 考虑 7z 一 [zoom 由 上 
面 已 证 ,有 
上 一 (一 1 入 十 其 它 如 w 之 项 ， 
这 里 wm 关 0, 于 是 
| afKF) = (— 1): | al6T) = (— 1)* | dalT) 


= (一 0 人 sc 
但 ao= (一 1])iz 十 其 它 与 了 不 同 的 面 , 所 以 由 归纳 假设 
(一 1 上 ca 一 (一 De (— 1) 上 ac 一 上. 
我 们 想 直接 证 明 


| 0 一 -下 CR) 
是 一 对 一 的 .| [o] = 0 塌 味 着 有 一 个 W 上 的 闭 上 形式 w 使 | 。 一 
op,p 是 KK 上 的 一 个 (8 一 1)- 上 链 .我 们 要 证 明 一 定 有 一 个 以 上 的 
一 1)- 形 式 4 使 6。 二 dx, 为 此 做 一 个 这 样 的 x, 并且 使 它 适合 一 个 


附加 的 条 件 | 4 = 9, 即 使 对 天 中 一 切 (& 一 1)- 单 形 有 
[= we) (x) 


对 于 一 个 顶点 EK, 我 们 了 到 它 在 MM 中 的 一 个 邻 域 岂 以 及 由 上 的 
一 个 (4 一 1)- 形 式 使 得 在 5 上 有 %==d1, 由 于 Poincaré 引 理 ,这 
总 是 办 得 到 的 . 又 因为 天 中 只 有 有 限 多 个 顶点 %，* 所 以 可 以 取 尿 
互相 分 离 . 于 是 在 Uv. 上 得 到 一 个 (一 1)- 形 式 ,车 # 一 1 之 0,(x) 
式 不 成 问题 ; 若 * 一 1 二 0, 则 在 Cx ) 中 将 42 换 成 如 十 [pC2) 一 
C5);《¥# ) 也 成 立 . 

归纳 假设 已 在 的 一 切 ( 一 1)- 单 形 的 邻 域 中 找到 了 未 令 o 
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是 天 中 -个 上 单 形 ,于 是 有 一 个 闭 形 式 w 定 义 在 "一 尽 上 上 ,使 w= 
dh 十 和 人 苦 S- 寺 成立. 用 上 一 章 中 的 拓 娠 引 理 把 “ 拓 最 到 "上 而 
使 w=dx 在 o 上 成 立 . 大 家 记得 ,应 用 这 个 引 理 的 条 件 是 


| “= [a ( 当 [ = 二 上 时 ). 
但 由 归纳 假设 .有 
| 由 一 go) = dp(0) = wo) 一 | . 
所 以 ,把 “拓展 到 上 没有 困难 . 若 :二 一 1; 我 们 需要 对 每 个 (一 
1)- 单 形 o 恢复 归纳 假设 
l = plo). 
令 双 为 人 一 1)- 上 上 链 
ye) = g(0) — | 区 
把 “ 换 成 
1 二 十 al 
a 是 前 面 定义 的 线性 映射 CCK) 一 x4t-'(CM), 因 为 |。o 一 1, 故 
有 2 
| 4 二 [ + $0) = plo). 
这 样 我 们 又 得 顾及 dw 或 者 ta( 旭 ,我们 有 ga(9) 一 a06%) 以 及 
(6¥) (0) = %(3o) = 9(ao) 一 | 


一 (gp)(o) 一 dp 


= J.。— j= 0. 
至 此 一 切 均 已 证 毕 . 
de Rham 定理 的 意义 何在 ?在 一 定 意义 上 说 , 它 令 人 失望 . 因 
为 我 们 开始 是 想 研 究 流 形 的 解析 结构 ,而 结果 得 到 了 与 光波 结 梅 
没有 关系 的 东西 . 但 是 这 种 看 法 过 于 狭 位 . 如 果 说 de Rham 群 
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五 "( 对 ) 和 代数 的 奇异 上 同调 群 H* CM ,R) 都 是 流 形 的 有 用 的 不 变 
县 ,那么 能 从 不 同 角 度 研 究 同一 个 东西 就 大 有 好 处 . 这 意味 着 , 假 
如 我 们 长 于 分 析 ,就 能 用 它 来 研究 拓扑 学 , 反 过 来 也 一 样 . de Rham 
定理 在 这 个 意义 上 是 一 把 双 刃 宝剑 ， 数 学 中 绝 大 部 分 这 类 定理 
《例如 指标 定理 (index theorem)) 都 是 好 的 定理 . 此 外 , de Rham 定 
理 有 助 于 澄清 概念 ， 加 深 理 解 . 例如 我 们 将 看 到 ， 它 帮助 弄 清 为 
什么 映射 了 的 映射 度 一 定 是 整数 ， 最 广泛 地 来 说 ，de Rham 群 是 
“ 障 得 ”(obstruction) 的 一 种 量 商 ,例如 ， 为 什么 一 个 闭 形 式 不 能 
是 恰当 的 . de Rham 定理 指出 , 障碍 是 一 种 内 在 的 困难 而 且 来 自流 
形 的 拓扑 ， 因 此 不 可 能 用 任何 巧妙 的 方法 来 回避 过 去 ， 

更 具体 地 说 , 我 们 可 以 指出 : 当 M4 为 紧 时 , 复 形 天 是 有 限 的 ， 
因此 十 分 容易 地 看 出 ,单纯 形 同 调和 上 同调 空间 都 是 有 限 维 的 . 所 
以 de Rham 空间 也 是 一 样 ， 但 是 让 我 们 看 一 看 一 个 似乎 是 平行 的 
情况 ， 即 在 复 流 形 时 的 情况 . 


$5， 复 流 形 和 Dolbeault 上 同调 ， 
一 个 简短 的 插曲 


复 流 形 的 概念 在 第 一 章 里 已 介绍 .， 它 是 这 样 一 个 流 形 ， 其 中 
局 部 坐标 (VU ,gp) 是 以 4 维 复 空间 C* 中 的 开 集 pg (2) Cc' 为 模型 
的 ， 而 且 其 中 的 迁移 函数 区。P :9 (WN 人 NV) 一 (有 六 不 仅 是 
要 光滑 和 的， 而 且 要 是 全 纯 的 .因为 全 纯 映 射 一 定 是 光滑 的 ， 所 以 
一 个 复 流 形 M ( 设 其 复 维 数 为 n) 一 定 也 是 一 个 光滑 流 形 〈 实 维 数 
为 28). 复 流 形 理论 的 基本 原理 就 是 以 这 个 实 的 光滑 构造 为 对 象 ， 
而 把 复 构造 作为 一 个 附加 的 构造 .就 是 说 ,通过 光 清 性 质 的 语言 
来 表述 全 纯 性 质 ， 基 本 的 工具 是 Cauchy-Riemann 方程 ,但 是 我 们 
首先 需要 一 些 代数 的 预备 知识 ， 

一 个 复 矢量 空间 7 自然 是 一 个 实 矢 量 空 间 (车 dimey 一 ns， 则 
dimy 一 2n). 反之 ,一 个 偶数 2z 维 的 实 矢量 空间 FV 也 一 定 能 变 成 一 
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个 复 矢量 空间 、 其 作法 有 许多 种 《所 得 到 的 是 互相 同 构 的 空间 ). 
所 以 ， 若 考虑 其 特定 的 一 种 作法 ， 我 们 称 它 为 ~- 个 特定 的 “ 复 结 
构 ” 把 了 上 变 成 一 个 复 空间 意味 着 对 于 虚 单位 1EC 以 及 zEV 定义 
iz ,运算 i:z 一 一 iz 很 清楚 地 是 一 个 实 线性 映射 j:Y 一 >r 适合 六 = 
一 1!， 这 样 一 个 映射 ; 就 定义 为 Y 上 一 个 复 结构 .例如 在 了 一 所 上 
有 一 复 结构 可 以 用 一 个 2X2 和 矩阵 
Ce 

来 定义 ,这 里 要 求 吧 十 如 一 一 1， 这 个 式 子 定义 了 Rs 的 一 个 维 数 为 
2 的 子 流 形 , 流 形 有 风 人 少 个 点 就 相当 于 忆 上 有 和 多少 个 复 结构 (其 中 
“标准 ”的 一 个 是 由 sa 一 0，8 一 1，c 一 一 1 给 出 ). 

7 的 特征 多 项 式 显 然 是 (只 十 1 斯 以 了 恒 有 固有 值 士 i 因为 
它们 不 是 实 的 ,所 以 ;在 V 中 没有 固有 空间 ,为 了 得 得 出 其 夯 有 空 
间 ， 有 必要 在 一 个 适当 的 时 候 把 j 变 成 一 个 复线 性 映射 . 令 TGF 
为 了 下 其 自身 的 直 和 ，, 我们 想 把 FBY 变 成 一 个 复 矢 县 空间 , 把 了 
DV 中 的 一 个 元 素 记 作 (x, y) 但 是 把 它 设 想 作 z* 十 这， 则 复 构造 为 

iCx,y) 一 【一 yz). 
VY 赋 以 这 个 复 构造 就 叫做 ” 的 复 化 (Complexification)， 并 记 作 
fc， 把 了 和 骨 入 在 了 @ 中 : xz 一 > (x，0) 出 
(z1¥8)=(7,0)+ (0,y) = (x,0) iCy, 0) 
二 7 十 iy. 
于 是 虚幻 变 成 了 实在 ,Ve 还 有 一 个 外 加 的 构造 即 共 思 ， 
xy) = (x, — Y). 
现在 7 可 以 拓展 成 Yc。 上 的 线性 映射 如 下 ( 仍 记 为 让; 
jt) = (jr, jy). 
但 这 个 线性 映射 je 一 ”Fe 已 经 成 了 复线 性 映射 ,因为 
iC(z,9) = jy,2)=(— ,=ij(z,) ]. 
于 是 VY。 有 固有 值 i 与 一 i 以 及 相应 的 固有 空间 Y+ 和 V-. 
Vi= {lz, — jx)|z E VF}, 
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Vo= {zr) Ix EV}, 


V- 二 V7， (因此 V+= 三 ) 
| Nv-= 0, Cx) 


把 Ve 分解 为 Y+ 外 Y- 时 ,也 就 恢复 了 原来 的 复 结构 (VY ,四 
因为 
(V ,7 ay+, zl- 一 (7Z， 一 和 2) 
是 一 个 复 同 构 (Y 则 给 出 共 斩 构 造 (Y ,一 站). 这 意味 着 ,一 个 复 构 
造 和 分 解 式 (* ) 是 等 同 的 . 可 以 在 VY 上 这 样 来 定义 j: 把 xEV 写 
成 z 一 z+ 十 z ,z+ EV+t ,zx-EV- ,于 是 定义 这 二 ift 一 iz-， 
若 jy 是 上 的 复 构造 , 它 必 在 VY" 上 诱导 出 一 个 复 构造 六 如 
下 : 
(j" Bx) = (Pp, jr). 
用 分 解 来 表示 ,我 们 首先 把 (六 )e 与 (re) "等 同 起 来 如 下 : 
CV Joe (Fe (pi ge)+P， 
这 里 wp(z, 妃 一 pi(z) 十 (9 护 , 于 是 
Ve 一 + 志 关 一， 
而 VY*+ 一 V+ 的 零 化 子 . 
对 单个 实 矢量 空间 可 以 敌 的 ,对 于 一 个 实 矢量 从 8 一 8 也 
可 以 做 .于 是 召 上 的 复 构造 就 是 一 个 实 的 从 映 射 基 如 一 一 吾 适 合 
?一 一 1 ,这 就 相当 于 把 复 化 下 分 解 为 子 从 
BE. = E+O@ EE- ,H B+= BF, 
唯一 的 差别 在 于 实 从 可 能 没有 任何 复 结构 . 例如 , 当 不 可 定向 
时 就 是 这 样 (但 若 互 有 复 构造 , 则 它 所 有 可 能 具有 的 复 构造 都 是 
司 构 的 复 从 ) 
现在 我 们 把 这 些 考虑 都 用 于 一 个 复 流 形 MM, 邻 TCM) 和 和 
T*" (MM) 各 为 M 的 切 从 和 余 切 处 ( 若 dimeM = 二 rn, 则 它们 都 是 实 2n- 
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处), 而 Fe(U) 和 Te (M) 是 它们 的 复 化 (因此 是 复 2s- 从 ), 我 们 要 在 
T(M) 上 定义 一 个 复 结构 , 令 ( ,z= (a、 ee 


记 > 2 一 jy,; 则 TeC(M)|U 有 一 个 基底 { ;},j 二 1， 2 “,R. 十 
时 
d 1 .9 9 
OE 0 A 
T (于 g(a i 3 = 1 ,2 ,1) 
ol) a 
7 《到 7 (Be ti yi ] ;12° ,Ry). 


于 是 
TAM)NIU = T+O TT- ,HT!= TT, 
所 以 它 是 TCM) 的 一 个 复 构 造 . 在 Te (MM) 上 诱导 的 复 结构 是 
7 = (dz, = dx; idy,s) = J 2 nD, 
T°*- = (4d% = dx — jay = | ,2 ,4), 
至 今 我 们 还 未 用 到 MM 是 复 流 形 的 优 设 , 即 未 用 到 迁移 晓 数 是 全 纯 
的 这 一 点 ,现在 要 用 到 它 了 . 为 了 证 明 我 们 在 TCM) 上 有 一 个 整体 
的 复 结构 ,必须 证 明 分 解 ?+ 和 了 -与 坐标 的 选择 无 关 , 在 上 一 章 中 
讲 过 ,车 f(z)==u(x,y) 十 iz(z, 入 , 则 
芷 = 计 [( 各 一 襄 ) + 这 十 这) 


因此 ,Cauchy_Riemann 方程 相当 于 下 一 0; 所 以 , 若 (V,w) 是 另 一 个 
坐标 系 , 则 对 一 切 5 了 有 3 生 =0, 所 以 有 


9 Ru 3 1 Di 9 
ee 
了 
zj Dai 
这 证 明 分 解 是 有 适当 定义 的 . 


因为 一 个 ( 复 值 ) 光 清 1- 形 式 o 是 从 Te (XM) 的 一 个 截 口 ,所 以 
分 解 式 
Te CE) = Te CM)+O Te CM)- 
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给 出 了 一 个 1 形式 的 分 解 式 ; 那 些 在 一 切 PE 点 的 值 均 在 
TE (Mz 中 的 1- 形 式 称 为 (1,0) 型 的 ,而 在 Te (M)5 中 的 称 为 (0， 
1) 型 的 , 每 一 个 1- 形 式 均 可 唯一 她 分 解 为 (1 ,8) 型 与 (0,1) 型 形式 
之 和 :w= 二 w4* 十 wn'1， 即 
QM) = A CM) BD A CM), 

在 局 部 坐标 中 , 4"(M) 由 {zj 二 1,2,…,n} 张 成 ,4%'CM) 则 由 
{dj 二 1,2,*,n} 张 成 . 

ACE) 的 分 解 又 给 出 外 微分 算 子 ie: 民 ( 开 ) 一 一 及 (于 ) 一 
42(M) 四 4 的 分 解 , 即 

zx 一 3 十 3， 

其 中 5:48(8) 一 >4000) 3: 要 (CH) 一 4 于) 是 di 之 后 继 以 到 
各 个 直 和 因子 的 分 解 . 算 子 3 和 3 很 容易 写 出 来 :对 子 一 个 函数 f， 
有 


j= 5 2 下 ER 


1 


= 2) 和 Fe ds + 43) 
1 站 
二 5 i PER — adz,) 
一 5 (Be 十 站 
所 以 
Es af = NI- 
of = >》) = > pen 
由 此 可 见 , 复 值 函 数 了 :型 -一 "C 是 全 纯 的 , 当 且 仅 当 af 一 0, 这 就 是 
我 位 说 过 的 ,在 光滑 的 框架 中 表示 全 纯 构 造 . 我 们 记 和 定义 在 一 个 开 
集 VC 上 的 全 纯 函 数 空间 为 (0) ,所 以 BC) 是 4CM) 的 子 空 
间 ker 5. 应 该 指出 3 和 5 是 完全 对 称 的 ,3#f= 0 只 不 过 表示 f 之 共 罗 
了 是 全 纯 的 ,这 可 以 从 下 而 的 简单 的 关系 式 看 出 


这 些 全 部 可 以 推广 到 高 次 形式 , 记 住 ,外 积 有 以 下 性 质 
A BW = A400) WA). 
在 各 个 不 间 的 融 数 上 ,这 式 意味 着 
NB = D8) ® a4), 


了 十 9 一 


将 此 式 应 用 于 了 (CM) 二 T* (MM)+ 因 PT"' CM)-, 得 
MTE CM) = OT (MI IYO AT CM)-). 
于 是 一 个 形式 ww ,可 以 分 解 为 Cp 9) 型 形式 之 和 ,而 所 谓 (p,4) 型 
形式 就 是 和 
外 二 > wda 人 dz 
这 里 [rd= Ow 六 是 [12.58] 的 子 集 ; 其 元 
素 个 数 分 别 为 py 和 9、 
dr = dz A dz 太太 da» 
dz = dz A dz A- 人 dz ， 
au lz) 是 z 的 函数 . 
对 于 这 样 一 个 (p,q) 型 形式 w,aw 在 4+! 中 ,而 一 般 地 可 以 分 
解 为 22+0 项 ,但 是 
day = EA 十 2) 5 EF 
所 以 在 do 中 或 者 de 部 分 多 了 一 个 因子 ,或 者 zz 部 分 多 了 一 个 
因子 , 即 
d(CA) CC At 十 .479+1。 
子 是 我 们 又 可 以 定义 


dA At 8: 如 一 d+ 


又 有 ?一 3 十 5. 其 中 


a 
Ow 一 2) Bod, A Qzr 大 dz 


三 da 
Bw 一 2) Tz A dzr A di 
;9% ? 


特别 是 ,若是 (2.0) 型 形式 
w= >71or(z)azr， 


则 ao= 0 意味 着 其 系数 函 教 aj(z) 是 全 纯 的 , 亦 即 w 是 一 个 全 纯 六 
形式 ,其 集 记 作 .但 是 ,a6 二 0 作为 全 纯 性 的 判 据 , 对 于 Cp,0) 列 以 
外 的 形式 并 不 适用 . 
二 0 这 个 事实 现在 成 为 
0= 二 (9 十 DD(0 十 四 = 十 (33 十 30)H- 35. 
这 三 项 的 次 数 分 别 为 (p 十 2,9) ,Cp 十 1,4 十 1) 和 (Cp,4 十 2) ,所 以 它们 
必须 分 别 为 0, 即 
3 一 0，35 十 为 =0,553= 0， 

待 别 是 ,对 每 一 个 ? 都 有 一 个 链 复 形 4?* (MM); 
CAM AM) A M) 一 
tC 
《4r* (要 ) ,四 的 第 4 个 上 同调 空间 (一 个 复 矢 量 空 间 } 称 为 开 的 (?， 
4g)-Dolbeault 上 同调 , 记 作 秦 'CM), 很 清楚 ,这 些 上 同调 空间 痢 是 
说 的 关于 MH 的 复 构造 的 . 如 ,我 们 已 经 知道 霸 "(M) 一 9 (WM) 就 是 

全 纯 六 形式 空间 . 

Dolbeault 上 同调 群 的 造 法 看 起 来 很 象 de Rham 群 ,事实 上 还 
有 其 它 一 些 结果 也 很 类 似 . 例如 也 有 一 个 象 Poincaré 引 理 的 结果 ， 
称 为 Dolbeault-Grothendieck 引 理 如 下 : 若 PC 是 一 个 开 较 盘 , 则 
当 g 之 0 时 玛 "(D") 一 0, 但 是 没有 de Rham 定理 , 事实 上 , 古 不 是 一 
个 拓扑 不 变量 ,所 以 那些 把 de Rham 定理 看 成 是 一 个 失望 的 人 , 知 
道 这 一 点 却 颇 为 高 兴 . 另 一 方面 ,研究 上 要 难得 多 . 例如 我 们 可 以 
问 这 样 一 个 向 题 : 对 于 紧 的 复 流 形 M, 码 "CM) 是 不 是 有 限 维 的 ?对 
于 de Rham 群 , 由 于 有 de Rham 定理 ,这 几乎 是 不 成 问题 的 . 现在 
答案 也 是 肯定 的 ,但 这 答案 却 是 关于 调和 形式 的 基本 的 Hodge 理 
论 ( 也 是 梢 贺 算 于 理论 的 基础 ). 理 在 我 们 只 考虑 现在 就 能 懂得 的 
最 简单 的 例子 乾 "(u)= 字 (CU) 是 好 上 的 全 纯 范 教 的 空间 . 但 是 
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全 纯 孙 数 的 最 大 模 原 理 ( 即 1 了 | 不 会 有 局 部 极 大 ) 指 出 ,在 整个 紧 流 
形 上 全 纯 的 函数 只 能 是 常数 ,所 以 PCM) 二 0CY 是 连通 的 ). 然而 
和 ?CM) 二 R 比较 ,这 要 深刻 得 多 ,对 于 光滑 函数 ,下 (CH) 一 R 只 不 
过 意味 着 中 值 定理 . 
最 后 一 点 说 明 , 形 "8) 一 般 地 不 是 拓扑 厅 变 量 这 并 不 意味 着 
没有 拓扑 不 变量 . 例如 ,对 衬 紧 的 复 流 形 开 , 数 
(一 DdimHe' CM) 


LE 
(由 于 前 面 所 说 ,这 个 数 是 有 意义 的 ?是 一 个 拓扑 不 变量 (这 可 以 看 
作 Riemann-Roch 定理 的 最 简单 的 情况 ) 所 以 问题 并 不 在 于 de 
Rhan 定理 本 身 是 好 还 是 不 好 ,而 是 在 于 它 的 前 途 . de Rham 定理 
是 我 们 所 已 学 到 的 这 方 而 第 一 个 深刻 的 定理 . 
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第 九 章 同调 理论 


1、 一 般 的 代数 知识 


前 两 章 我 们 已 经 看 到 凡 种 同调 的 作法 ,它们 虽然 各 有 特点 , 却 
有 共同 的 代数 程序 ， 先 做 一 个 “ 复 形 ”{C.，d}， 其 中 有 一 个 “ 微 
分 ” 算 子 <, 具有 ==0 的 性 质 ， 然 后 作 同 调 ， 在 这 -- 节 里 我 们 由 
此 往 干 讨论 这 种 作法 的 形式 上 的 性 质 ， 

我 们 总 是 和 -- 个 固定 的 幕 环 中 打交道 , 由 是 一 个 具有 单位 元 
1 的 可 换 环 . M 总 是 R 上 的 单 式 模 (unitary module), 即 对 zEM 恒 
设 1， z= 二 zx. 一 个 复 形 就 是 一 串 RR- 模 C= {6,,d})， 

ee 


其 中 有 一 线性 映射 4 ( 称 为 微分 算 子 或 边缘 算 子 , 这 名 称 显然 是 参 
照 上 面 的 例子 面 来 的 ;， 它 适合 
d= 0. (Cx) 
传统 上 ， 总 说 有 两 种 复 形 ， 上 面 提 到 的 那 一 种 ， 按 其 技巧 为 
“ 链 复 形 ”， 其 中 的 同调 是 


有 (CO 一 kertC — 0) /mC 一 ce) 
另 一 种 是 指标 上 升 的 , 即 
d d d 
C0 3 人 加 en = Oe 
称 为 “上 链 复 形 ”, 其 中 有 “上 同调 ” 


HCO) =ker (0 一 CD)AImCc 1 0). 
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为 行文 简单 起 见 ， 我 们 一 概 称 之 为 复 形 . 而 只 在 有 必要 时 强调 是 
那 一 类 的 复 形 . 

两 个 (同类 型 ) 复 形 之 间 的 同 态 了 : C 一 +D 就 是 一 串 模 同 态 
50 一 -已 ， 它 们 与 微分 算 子 为 可 换 ， 即 使 下 面 的 图 式 为 可 换 


姨 研 
一 -0 一 -一 > 一 0 


由 


# 
一 一 一 一 一 一 -一 > 


这 种 同 态 诱导 出 同调 之 间 的 同 态 
Cf + HOI—*H, DY, (Cf) [el= [fC0)j. 

以 后 ,我 们 总 是 路 去 下 标 , 并 称 了 为 链 上 映射 . 

诱导 同 态 具有 以 下 的 函 子 性 质 ， 

(1 车 f=1:C 一 >0, 则 f,==1: 也. CC) 一 万 .(C). 

(2) 车 / :C0 一 >D,g: Dp 一 >8, 则 (gf).=9.f.. 
于 是 同 构 的 复 形 具有 同 构 的 同调 . 

从 一 个 链 复 形 C 和 另 一 个 R- 模 必 出 发 ,我 们 可 以 作出 一 个 链 
复 形 和 上 链 复 形 如 下 : 

1 对 每 个 i, 取 张 量 积 CGO ,我 们 有 自然 的 映射 42@1 : CQ 
好 一 0 的 MM, 仍 记 为 6 这 就 给 出 一 个 链 复 形 


CH 一 一 CO 2 Qn 一 一 


—*C000 一 0. 
它 的 同调 五 .CC@) 称 为 CC 的 系数 在 型 中 的 同调 , 记 作 
H.C;M). 
2 对 每 个 切取 如 与 型 之 间 的 Hom: 
Hom(C,,M) 二 {ff ; 0C, 一 |f 是 一 个 模 同 态 }. 
它 自然 也 是 一 个 KR- 模 ,我 们 定义 
6$: Hom(O,M)—rHomtC 1 MM), 了 -一 5， 
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其 中 , (of)(z) 一 er),zcco 这 就 给 出 一 个 上 上 链 复 形 
Hom(ecr az )， 
0 -一 =~HomCo , 开 ) 一 一 … 一 Homfe M) 


6 
——=Hom(C,+r 和 Ma )— + 


它 的 上 同调 称 为 C 的 系数 在 好 中 的 上 同调 , 记 作 开 * (C3M). 以 和 
一 R( 实 数 域 ) 为 例 ,Hom(C,,i)= 二 0， 是 0, 的 对 偶 模 ,我 们 曾 用 它 
来 定义 奇异 上 后 调和 单纯 上 同调 . 
链 映射 f : C 一 -*D 仍 可 诱 出 同调 之 间 的 同 态 
ff. :H.CIM—H. (DD;M), 
它 也 有 父子 性 质 (1) 和 和 (2). 在 上 同调 之 间 也 会 有 一 个 诱导 的 同 态 ， 
但 是 按 相 反 的 方向 
f* :HD;M—rH" 0;M), 
且 育 子 性 质 (2}) 也 要 相应 的 改变 为 
(2 ) (gf)* =f* 。g*. 
(2) 和 和 《2') 的 差别 将 是 很 重要 的 ,我 们 说 同调 上 HW. 是 协 变 函 子 ， 
而 上 同调 塘 * 是 逆 变 函 子 . 
当 型 一 丸 即 是 基 环 时 ,有 一 个 自然 的 对 偶 
Cr XO 一 一人， (fr*f (7). 
因为 6f=f&( 和 定义 ), 得 到 一 个 对 偶 
H'(C)XH(C)—+R, 
[fst{f Cr) ]=f(2) 
( 当 MM 二 时 ,我 们 总 是 在 记号 中 不 写 民 ). 但 是 我 们 只 是 在 证 证 
的 意义 下 理解 这 里 的 对 偶 性 ,除非 R 是 一 个 域 ,上 述 双 线性 映射 
一 般 不 是 非 奇 漠 的 ,所 以 此 CC) 一 般 并 不 是 对 偶 模 [中 CC?7]*. 这 个 
事实 称 为 Pontrjagin 对 偶 定 理 ,我 们 现在 不 去 证 明 ( 证 明 很 容易 ). 
从 纯粹 代数 的 观点 看 来 ,关于 同调 的 最 重要 的 事实 是 以 下 的 
情况 . 一 串 模 和 模 同 态 
A BC 
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称 为 在 8 处 为 正 合 的 ,如 果 im(f) = 二 ker(g), 而 所 谓 的 “ 短 " 正 合 序 
列 ( 即 在 4,8,0 均 为 正 谷 ) 


站 


就 意味 着 了 是 1-1 的 单 射 ,9 为 全 射 , 而 且 im(J/) 一 ker(9), 于 是 可 
以 通过 了 把 4 看 作 好 的 子 模 , 通 过 9 把 C 看 作 商 B/4. 从 这 个 观点 
看 来 ,一 个 复 形 

人 


还 不 全 是 正 合 的 ,因为 有 #=0 只 意味 着 ima.,Ckerd. 所 以 同调 
HH,《C) 其 实 是 对 于 正 合 性 的 偏离 之 一 种 度量 . 
设 有 一 串 复 形 及 链 上 映射 ,而 不 只 是 一 串 模 


和 


我 们 也 说 这 个 序列 是 正 合 的 ,如 果 在 4,B,C 的 每 一 个 成 分 上 都 有 
正 合 序列 


0 0 


这 时 ,和 通常 一 样 有 诱导 映射 了 .和 g,. 此 外 还 有 一 个 映射 
4: H(C)—H,,(4) 

定义 如 下 : 

取 一 个 元 [c]€EH,(0) 使 cEG, 为 一 循环 , 即 ac 二 0, 因 为 9, 是 全 
射 , 故 必 有 45EB 使 g.(4)==c. 但 

(0) =dg.(b) =dc=0, 
故 由 正 合 性 ,有 esE4-, 使 了 -Co) 一 几 . 且 有 
fslada}=adf,_1(0)=adb = 人 0. 
因为 了-: 是 单 射 , 故 da 二 0, 即 a€ 4- 是 一 个 循环 ,从 而 有 一 个 局 调 
类 [a]€E,-1《4) ,我 们 定义 
a4[e]= [a], 
用 下 面 的 图 表 出 以 上 步骤 : 
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| -rw 


二 汪 ， 可 


0 C—0 
b Fr 
| |} | 
0 一 >" A -一 > 了 .一 >C C—O 4[c] 王 [oj 
a | 一 > db 
人 


0 一 4- 一 > 下 -一 > 人- 一 > 0 
1 | 
同调 代数 的 基本 定理 ”4 : HH.(C) 一 ->H,_,(4) 是 适当 定义 的 ， 
而 且 长 序列 
;| 了 于。 gs 4 下 
rr—rH(A)—rH(B—rH CO——rH, (4) 


是 正 合 的 . 

证 证 明 很 容易 ,我 们 只 指出 它 的 作法 , 设 [c]=[e] 而 5 ,a 为 
对 “定义 4 时 所 作 . 我 们 有 ccEC+ 使 c 一 "一 dc 取 zE B+ 使 得 
(6) 一 ce. 有 

gb—b—db)=c—c dc’=0. 
因此 必 有 so E44 使 
fila)=b—P wb', 
县 有 
(6 一作 一 加 ) 一 而 一 必 i(b—b—dwb)=0, 

因为 了 是 单 射 , 故 a 一 a 二 da', 亦 即 [a]== [a]. 

我 们 再 验证 ker4Clmg,. 和 上 面 一 样 ,如 果 4[c]==fa1==0, 必 
有 a 4 使 得 a ==a, 旦 有 5=6 一 fla)E€ 8B 适合 

ob = —dfla )—=db—f(ia )=d— f(a) 
一 起 一 此 一 0. 
于 是 5 是 一 个 循环 ,得 
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g([5 1)=Lgb—fCa)))=[90) 1= [el. 

其 余 情 况 类 似 , 请 读者 自 证 . 

在 理论 上 说 ,长 正 合 序列 使 我 们 能 计算 任 一 个 复 形 的 同调 ， 
只 要 此 复 形 在 一 个 短 正 合 序列 中 ,而 其 它 两 个 复 形 的 同调 为 已 知 . 
尽管 在 实际 上 从 来 没有 这 么 简单 ,但 这 总 是 一 个 很 有 用 的 东西. 

当 我 们 处 理 具有 系数 的 同调 时 ,发 生 了 一 些 和 问题 ,因为 函 子 @ 
和 Hom 并 不 保持 正 合 序列 ,我 们 最 多 只 能 说 得 到 

定理 若 0 一 m4 一 8 一 :wC -0 是正 合 的 ,而 以 是 一 个 
R- 模 , 则 

(1) AML mw 0 


(2) 0 一 mHem(C,M)- rHom(B, 以 )~>Hom (4,M) 都 是 
正 合 的 . 

现在 我 们 只 考 虚 比较 容易 的 (2), 仿 pwEHom(0,WM), 则 g* (9) 
二 9。g9; 所 以 ,g* 92) 一 0 意味 着 p(yg(4b)) 一 0 对 一 切 58E8 成 立 . 因 
为 g 是 全 射 , 放 有 w=0, 从 而 得 证 og* 也 是 单 射 . 令 pEHom(4,MM)， 
9 一 扩 ( 纹 即 p= 二 pf 了 ,jE Hom(B, 妇 ). 这 就 是 说 ,车 通过 f 把 4 看 
成 8 的 子 模 ,g 必 可 拓展 到 B 上 ,这 当然 不 一 定 可 能 ,所 以 了 ' 不 一 
定 是 全 射 . 还 有 Img* 一 kerf" ,请 读者 自 证 . 

也 很 容易 看 到 ,fC91 即 令 了 是 一 对 一 的 也 不 一 定 是 单 射 . 取 如 
二 Z( 于 是 我 们 讨论 的 是 Abel 群 ) ,对 子 任意 Abel 群 MM 

ZOOM 一 ~， (nT) EE—riy 

都 是 一 种 等 同 (identification 放 其 逆 是 一 一 ZOOM ,x 一 >160z). 取 
MM 为 上 阶 循环 群 马 ,而 了 :一 一 2Z 为 乘 以 居 则 了 是 一 对 一 的 ,但 


ZU i 
/®! | | : 
ZN M 


fC91 和 = 等 同 起 来 ,这 里 了 (z) 一 必 恒 为 0. 
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由 于 这 个 定理 ,他称 为 右 正 合 (right exact) 图 子 , Hom 称 为 左 
正 合 函 子 , 这 是 同调 代数 的 起 点 ,可 以 引进 一 串 新 的 孙子 来 量度 对 
于 正 合 性 的 偏离 . 但 我 们 不 去 管 它 ,就 我 们 之 所 需 , 正 合 序列 0 

“4 一 >B 一 0 一 > 了 0 是 时 常用 到 的 , 它 是 一 种 特殊 类 型 . 设 8 
二 4C 是 直 和 , 则 我 们 有 两 个 包含 映射 i : 4 一 >B,iv: C 一 +B， 
两 个 投影 和 : B 一 >A,zs ; 8 一 >C 以 及 两 个 正 合 序列 


a 村 ca! 

NH ap 

i “se 
02— Sn 


0 


其 中 的 两 个 序列 都 是 正 合 的 ,而 

Bf=1s, ga= 1e, 
则 了 和 a 定义 一 个 间 构 4BC 一 ->8,(a,c)r 一 xf(a) 十 a(c), 而 使 8 
和 g 变 成 投影 . 其 实 , 我 们 只 需要 或 者 a 适合 ge=1( 这 种 a 称 为 9 
的 分 裂 ), 或 者 有 8 使 得 Bf 一 1( 这 种 6 称 为 了 的 收编 (retraction))， 
只 需 作 一 直 和 等 同 就 够 了 . 一 个 正 合 序 列 


0 一 4- 工 -p_2 oo_ -0， 
其 中 9 有 一 个 分 裂 或 了 有 一 个 收缩 ,就 称 为 “分 裂 * 正 合 序列 ,因为 
8B 可 以 通过 ff 和 a。 分裂 为 4 四 C. 很 清楚 ,多 和 Hom 可 以 保持 分 裂 
正 合 序列 . 例如 ,由 图 (x ) 可 得 
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| i 


1 加 时 


但 由 ga==1 有 (C961) (a@81) 二 1, 因此 a691 是 单身 而 sO91 是 全 射 ， 
而 我 们 可 以 在 图 中 增加 一 些 凶 . 因此 我 们 把 复 形 的 正 合 序列 


| 0 
称 为 分 裂 的 ,如 果 对 每 个 i 
0— A rp 0 0, 


都 是 分 裂 的 . 这 经 常 发 生 在 两 种 情况 下 - 

1) 基 环 ER 是 一 个 域 .熟知 , 设 已 有 一 个 矢量 子 空间 4C8, 一 
定 可 以 取 4 的 一 个 基底 凋 扩 大 为 中 之 基底 . 

2) 车 及 不 是 一 个 域 ,我 们 希望 上 述 关于 基底 的 傅 况 现在 仍 
成 立 , 即 4 与 B 痢 是 自由 模 ( 邑 有 基底 ) 而 且 4 有 一 个 基 宕 是 8 的 
某 个 基底 的 子 集 (其 余 集 则 成 为 C 的 一 个 基底 ,从 而 刀 也 是 自由 
的 )， 

除了 长 正 合 序列 之 外 ,还 有 一 个 关于 诱导 跤 射 的 事实 , 从 
Poincaré 引 理 我 们 已 经 看 到 , 复 形 之 间 的 两 个 不 向 的 链 映 射 f,9 : 
4 一 一 B 可 能 在 同调 方 而 具有 相向 的 诱导 映射 f, 一 9，: H.(4; 
有 以) 一 >H ,LB3MM). 这 种 灵活 性 极为 有 用 . 从 几何 观点 看 ,如 果 了 和 
9 是 启 伦 的 ,就 发 生 这 种 情况 . 回想 Poincaré 引 理 的 证 明 , 它 在 代数 
上 的 类 似 物 显 然 如 下 : 

定义 ” 链 上 映射 fy : 4 一 ->8 的 链 庙 伦 是 一 串 同 态 H,: 4 
一 ”B41( 注 意 指标 的 变化 ,使 
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ort Hd = hg. 


二 
PR 一 一 六 
:7 
H, | |s /HH 
, py 
a EE 一 —> 用- 
各 全 下 + 4 


车 把 指标 省 去 ,方程 就 成 为 
dH+Hi=f— yg. 
车 a€ 4 是 一 个 循环 , 则 
fla)— g(a)=dH(a) + Hd(o)=aAH a), 

从 而 是 一 个 边缘 . 故 在 同 伦 中 有 [Le)j 一 [Ca) 下 

同 伦 显 然 是 一 个 等 价 关 系 , 所 以 可 以 谈 得 上 f~g 以 及 相同 伦 
型 的 复 形 等 等 . 

本 节 最 后 我 们 讨论 Euler 示 性 数 ， 县 老 四 所 玖 着 
称 . 图 9 一 1 中 的 两 个 图 形 是 圆 盘 的 三 角 训 分 . 


全 用 本 


9 一 1 
令 下 .了 7 分别 是 其 中 顶点 、 棱 .和 三 角形 之 集 ,*F 等 等 表示 
其 中 元 素 之 个 数 , 则 对 第 一 个 图 
一 * 十 *T 二 4 一 5 十 2 二 1. 
用 另 一 个 图 有 
一 *&+*P=5 一 8 十 4 一 1. 
Euler 定理 指出 ,不 论 如 何 作 三 角 剖 分 ,这 个 数 总 是 不 变 . 它 的 
证 明 是 一 个 简明 优美 的 证 明 的 范例 :车 在 第 二 图 中 去 掉 三 角形 外， 
则 在 7 了 ,5 中 少 了 一 个 元 素 , 但 V 不 动 ,上述 和 也 不 变 . 车 这 以 后 再 
去 掉 悬 空 的 四 , 则 少 了 一 个 了 ,二 个 如 和 一 个 了 ,而 上 上 述 之 和 仍 不 
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恋 . 这样 有 很 步 以 后 ,将 只 余下 一 个 三 角形 ,而 有 *Y 一 ?下 十 + 了 一 3 
一 3 十 上 一 1.#7Y 一 “号 十 47 这 个 数 很 自然 她 叫做 圆 盘 的 Euler 示 性 
数 , 记 作 XCD). 类似 地 可 以 看 到 ,例如 XCS2) 一 2. 
Euier 定理 的 意义 在 于 ,一 个 组 人 台地 产生 的 ( 即 依赖 于 三 角 剂 
分 的 ) 对 象 却 只 是 依赖 于 空间 的 拓扑 . 如 果 说 ,这 对 于 Euler 示 性 数 
是 真 的 ,那么 对 于 单纯 同调 群 总 . (KE) 也 是 实 的 吗 ? 如 果 是 这 样 , 则 
由 它 可 以 得 出 Euler 定理 . 这 里 需要 如 下 的 简单 的 代数 定理 : 设 我 
们 处 理 的 基 域 严 是 一 个 域 ,如 果 在 一 个 复 形 0 中 ,适合 局 关 0 的， 
只 有 有 和 限 多 个 ,而 且 一 切 Ci 都 是 有 很 维 的 , 则 称 此 复 形 为 有 限 复 
形 . 于 是 我 们 可 定义 C0 的 Euler 示 性 数 xX(0) 为 
x(0) = 2) (一 1)dimC'. 


定理 若 C 是 域 # 上 的 有 限 复 形 , 则 x(C) 二 XCH# ,C0)). 

注意 , 若 C 是 用 来 定义 一 个 单纯 复 形 的 单纯 同调 三 (KK) 的 链 
复 形 , 则 X(C) 恰 好 是 * 上 一 * 五 十 * 了 一 …, 因 此 , 若 万 .人 C) 一 
五 (天 ), 则 Euler 的 定理 得 证 . 

上 述 定 理 的 证 明 几 乎 是 不 足 道 .由 定义 ,有 正 合 序列 


由 
0 一 一 和 一 一 0 一 ~ 有 + 一 0. 


令 2 一 人 2 ) ,2 一 { 有 8) 为 一 切 马 或 吾 所 成 的 复 形 .因为 有 指标 的 转 
移 , 所 以 
XKC] 一 XCZ) 一 X(B). 
另 一 方面 ,又 有 正 合 序列 
0—>B,—>2,— >H,(0)—*0, 
现在 没有 指标 的 转移 ,所 以 
XZ) =XCB)+ XH C0)). 

至 此 得 证 X90) 一 xX( 太 , (0)). 证 明 虽 然 简 单 , 它 之 所 议 起 作用 是 由 
于 其 中 出 现 了 交替 和 ,这 一 套 东 西 真 正 的 妙 处 在 此 . 

最 后 说 明 一 点 ,上 一 章 我 们 说 过 ,虽然 Dolbeault 群 好 CU) 对 
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于 紧 复 流 形 #W - 般 地 不 是 一 个 拓扑 不 变量 , 但 “交替 ”和 
> (一 Didimi2”(M) 却 是 ,这 正 是 由 于 它 其 实 是 对 的 Euler 示 
性 数 XCM), 


3 2. 正 合 性 


我 们 已 经 作出 了 两 种 同调 , 即 对 单纯 复 形 的 单纯 同调 和 对 和 任 
意 拓扑 空间 的 奇异 同调 . 单纯 理论 比较 直观 ,因为 我 们 可 以 实在 地 
“看 见 ” 空 间 的 某 一 块 是 一 个 循环 或 者 边缘 ,而 且 在 比较 简单 的 傅 
训 下 , 它 确 实 是 可 以 计算 的 ,但 是 还 留 下 一 个 不 变性 问题 没有 解 
决 . 另 一 方面 ,奇异 理论 按 其 定义 就 是 不 变 的 ,但 是 它 是 否 可 以 计 
算 则 完全 不 清楚 . 不 论 如 何 ,S5(X) 是 由 所 有 奇异 单 形 0 : 4 一 >X 
所 生成 的 自由 模 , 因 此 ,把 它们 一 一 数 出 来 是 谈 不 上 的 ,作为 一 个 
适当 的 例子 ,考虑 六 = * 正 好 是 一 个 点 的 情况 (不 是 开玩笑 ), 作 为 
一 个 单纯 复 形 ,* 除了 一 个 顶点 外 就 什么 也 没有 了 . 
CX)=0,，k>0, 
ColX) 二 R (RR 是 任意 基 环 )， 
所 以 有 
0, £2>0, 
R, k= 0. 
对 于 奇异 理论 ,就 不 再 有 5( x) 二 04 污 0), 但 是 显然 只 有 一 个 奇 
异 夺 单 形 og: 本 -一 >*< ,所 以 ,SICx ) 一 此 对 一 切 夺 都 成立. 至 于 边 
缘 算 子 , 则 有 


RC 


到 


az 一 > (一 lo， 
所 以 
i 为 奇 ， 
| 为 偶 ， 
且 奇 异 链 复 形 为 
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”并 -= > 天 Pes >R > 
除了 第 一 项 C5ol * )) 外 , 它 是 正 合 的 ,所 以 我 们 仍然 有 


定理 (正规 化 ) 对 于 一 点 空间 * ,不 论 是 单纯 同调 或 奇异 同 
调 8B, 都 有 


0, £>0; 
R, k=0. 

一 点 空间 是 唯一 可 以 从 定义 来 计算 的 例子 ,所 以 很 显然 ,如 果 
奇异 同调 能 人 欧 成 为 一 种 有 用 的 不 变量 而 不 只 是 一 种 形式 的 工具 
例如 说 ,用 来 陈述 de Rham 定理 ) ,就 应 该 有 更 深刻 的 性 质 使 它 较 
易 计 算 . 事实 上 ,单纯 理论 和 奇异 理论 都 有 一 组 性 质 使 得 可 以 有 效 
地 把 它们 算出 来 . 这 些 相 同 的 性 质 也 是 证 明 这 两 个 理论 等 价 的 基 
础 . 实际 上 ,这 组 共同 的 性 质 是 刻画 任意 同调 理论 的 公理 化 的 基 
础 ,这 一 点 正 是 Eilenberg 和 Steenrod 工作 的 实质 ， 

我 们 先 应 用 §$ 1 建立 起 来 的 代数 工具 . 令 4CX 是 一 个 子 空 
间 , 显 然 SC4)CSCX) 是 一 个 子 横 . 此 外 ,SC4) 有 一 个 基底 ( 即 4 中 
的 奇异 单 形 ) 是 SCX) 的 基底 的 一 部 分 .于 是 ,序列 

0—S5(A)—rS(X)—»S(X,A)—*0 
是 分 裂 正 合 的 ,其 中 


Hi # .一 人 


S(X, AD 一 全 2 


是 一 个 商 模 , 称 为 (X,4) 的 相对 链 复 形 . 根据 上 面 所 述 ,SCX,4) 是 
一 个 自由 模 , 其 基底 是 所 有 不 在 4 中 的 奇异 单 形 o; 4 一 一 X( 所 
谓 “ 不 在 4 中 ” 即 指 oC4) 玖 4, 请 缴 与 “在 余 集 X 一 4 中 ” 泥 消 ); 因 
为 边缘 算 子 3 保存 SC4) , 故 它 诱导 出 SC(X,4) 上 的 一 个 边缘 算 子 ， 
9. 假如 在 SC(X,4) 中 90=0 只 不 过 表示 arC4, 这 样 的 称 为 一 个 
“相对 循环 ”. 

对 于 单纯 理论 ,我 们 需要 子 复 形 的 概念 . LCK 称 为 天 的 子 复 
形 , 如 果 它 是 天 中 单 形 的 子 集 , 而 且 若 ecE 世 是 一 个 工 中 的 单 形 ， 
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则 co 的 所 有 的 面 也 属于 上 .这 时 CCL)CCCK) 是 一 个 子 模 , 且 3: 
CL 一 >C(L), 还 有 ,下 面 的 序列 是 分 裂 正 合 的 : 
OCK) 
CD 
应 用 基本 引 理 , 即 可 得 到 一 个 长 正 合 序列 
ri A) HCN) HX, A—rH (A) 
HAR HR, DD—H (人 了) 一 


0—— 00 CK) CK,L)= 


H,(X,A)—H, (SC(X,4)), 
H.{K,L}=1,. (0C(K,L)) 
是 “相对 间 调 群 ”"( 不 管 系数 群 ). 
更 确切 地 说 ,-- 个 上 映射 了 :(X,4)- 一 >”(Y ,8) 就 是 一 个 由 X 到 
Y 内 的 连续 映射 f: X 一 rz 了 但 fC(4)C8B, 它 很 显然 诱导 出 一 个 链 
映射 fs : SC(X,4) 一 =S(Y,B) ,因此 也 诱导 出 同 态 
f. :1 H.(X,A)—H.(Y,B), 
f* :HY,B)—rH'(X,A). 
例如 ,把 4 和 看 成 4= (4, 名 ),X=C(X,B), 则 有 “包含 映射 "i : 
4 一 一 XXX 一 (4) ,其 诱导 映射 1 和 六 是 长 正 合 序列 的 一 
部 分 . 我 们 说 (X,4) 及 其 映射 构成 一 个 范畴 , 模 及 其 同 态 构 成 另 一 
个 范畴 ,奇异 间 调 总 、: (X,4) 一 >H,(X,A),f: (X4) 一 (7， 
号 ) ,了 ，: 总 (4) 一 一 豆 , 《7,8) 则 成 一 个 函 子 ,因为 (id), 二 id 面 
县 (89) .一 fg -于 是 我 们 可 以 提出 
定理 ( 正 合 性 ) 对 子 映射 了 : (X,4) 一 >(Y,B). 下 面 的 长 正 
合 序 列 的 图 是 可 交换 的 ， 


4 人 (CCX A HA) 
.kk 
HB HB HB)— 


对 于 奇异 上 间 调 自然 也 有 类 似 的 命题 . 
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对 于 单纯 理论 ,必须 小 心 . 若 天 ,有 是 复 形 , 则 它们 的 空间 之 : 
间 的 连续 映射 了 +; | 天 | 一 一 | 天 ,| 自然 是 有 意义 的 ,但 在 现在 的 范畴 
中 不 能 用 它 , 因 为 了 一 般 并 不 诱导 出 链 映 射 fs :CR 一 一 CCKD， 
只 有 当 了 是 特殊 的 映射 时 , 才 有 链 映射 f4. 令 VCK) 和 VCK1) 各 为 
天 和 Ki 的 顶点 集 . 

定义 ” 集 论 意义 下 的 映射 了 :VC(K) 一 -xVY(K,) 车 有 以 下 性 质 
则 称 为 单 形 映射 只 要 人 zoneCr(CK) 在 天 之 一 个 单 形 c 内 ， 
其 象 CfCoo) ,了 C500) Fa) 也 在 五 之 一 个 单 形 了 内 ， 

通常 就 说 F: 天 一 >K, 是 单 形 映射 .现在 , 它 可 以 诱导 一 个 链 
映射 

fa :COAK)———rOCK), 
[wore st tr [fv0) se fu) | 

《fw}) 中 可 能 有 相同 的 ,这 时 [fw0) ,fw%)] 可 能 是 CCK;) 中 的 零 
元 ) ,至 此 我 们 可 以 和 上 面 一 样 得 到 单纯 理论 中 的 正 合 性 定理 . 

单 形 映射 了: 一 一 K) 完全 是 一 个 组 合 的 对 象 , 于 是 又 产生 
了 它 与 空间 | 五 | ,| 天 :| 有 和 件 么 关系 的 问题 . 答案 很 容易 : 若 了 :五 
一 一 五 是 单 形 映 射 , 它 必然 十 分 自然 地 诱导 出 一 个 连续 映射 了 : 
1K 一 一 1&1. 在 IX1 的 任 一 个 单 形 "一 (oo 中 ,用 仿 射线 性 
定义 天 

天 >7ho) = DAFC,), 
它 是 有 意义 的 ,因为 所 有 f(s.) 在 KK 的 同一 单 形 之 内 . 这 个 映射 了 
是 分 片 线 性 (piecewice iinear , 简 记 为 PL) 的 , 称 为 | 天 | 到 1K14 的 单 
纯 映射 ,也 简称 为 x 到 K 的 单纯 映射 ,因为 它 在 IK| 中 ov 这 一 片 
内 按 伪 射 意义 是 线 福 的 (有 时 了 就 记 为 站 .它们 显然 是 一 类 特别 
的 映射 , 例如 ,在 Br 上 它们 是 图 象 为 折线 的 映射 .它们 虽然 可 以 用 
于 解决 范畴 论 方 面 的 问题 (现在 是 抽象 单纯 复 形 和 单 形 映射 的 范 
畴 以 及 多 面体 和 单纯 映射 的 范畴 ), 但 实质 的 问题 仍然 存在 ,不 是 
PL 的 映射 :|K| 一 |K| 仍 然 太 多 . 然而 ,组 合 拓扑 学 的 基本 思 
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想 之 一 就 是 ;任意 连续 映射 g 总 是 同 伦 于 一 个 单 形 瞻 射 , 就 同调 
理论 而 言 ,这 已 经 足够 了 .这 将 是 我 们 的 下 一 个 主题 ， 


$ 5. 同 伦 ,单纯 逼近 


同 伦 在 与 同调 有 关 方 面 的 基本 问题 已 经 讨论 过 了 . 若 fg : 好 
一 > 入 是 同 伦 的 光 清 了 映射 , 则 它们 在 de Rham 群 上 诱导 出 的 映射 
九 和 9 :HH*(N) 一 ~H*(M) 是 相同 的 . 这 一 点 ,就 是 Poincare 引 
理 . 我 们 想 知 道 , 这 对 于 将 蜡 辐 调和 单纯 同调 是 否 同 样 为 真 . 当然 
我 们 知道 ,答案 必然 为 是 ,因为 de Rham 定理 已 经 肯定 这 些 理论 都 
是 相同 的 , 但 是 却 与 历史 发 展 不 符 , 在 代数 拓扑 中 , 早 在 de Rham 
理论 之 前 , 癌 伦 论 就 有 了 相当 的 独立 发 展 . 起 点 是 这 样 的 ,已 知 一 
个 单纯 复 形 五. 则 伦 论处 理 的 将 是 空间 1 天 | xzG=[0,1])… 不 幸 ， 
IK|Xi 并 不 自然 地 成 为 -个 单纯 复 形 , 对 于 单纯 复 形 的 范 路 , 实 
在 令 人 恼火 . 然而 幸运 的 是 ,以 一 种 自然 的 方式 对 |K| Xi 作 三 和 角 
剖 分 并 不 太 难 ,只 需 对 一 个 单 形 oz€ K 作 三 角 放 分 oX1 就 行 了 . 
例如 ,车 o=[w,w] ,下 面 的 图 象 就 是 oxXI 的 三 角 剖 分 . 所 以 一 般 
的 办 法 就 是 用 一 组 (x 十 1)- 单 形 

【一 Dvorw ye wot tj, [= 0 sk (x) 

来 划分 [zay…ya]x 这 种 
单 形 的 作法 是 :从 顶点 w 起 转 
人 新 的 顶点 vi, 再 加 上 符 屋 (一 
1)' 以 改正 其 方向 , 图 9 一 2 也 
说 明 

do xX1})=—vXx0+ox!l 

—x1i. 图 9 一 2 
如 果 我 们 把 rr 一 > cx 看 成 一 个 算 子 如 (ec) , 则 上 式 可 以 写成 
3 好 十 2= 一 idXx8 二 idX]， 
此 式 很 象 链 同 伦 关 系 , 它 一 定 是 对 的 . 因为 单纯 理论 只 需 用 组 合 的 
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语言 .所 以 我 们 实在 并 不 真正 需要 在 几何 上 将 | 天 |Xz 加 以 剖 分 . 
我 们 宁可 按照 上 面 所 说 来 建立 一 个 链 同 伦 . 同 伦 的 组 合 概念 如 下 : 
定义 ”两 个 单纯 映射 f,9 : 五 一 一” 工 称 为 邻接 的 (contigaous)， 
若 对 天 中 任 一 单 形 = (oo 加 ) ,顶点 {fC20),*…, 了 (501) ,gCv0)， 
9 在 工 的 同一 单 形 * 中 . 
若 1)9 : K 一 > 二 是 邻接 的 ,可 以 作 f; 与 9: 间 的 链 同 伦 如 下 
H: CR)—+ 0 (LD), 


foo 2- Lf C00) se ,flu) ,gb0) ,oe gb01)], 
这 个 公式 是 模仿 (* ) 式 而 来 . 要 证 明 万 确实 是 一 个 链 局 伦 , 即 要 
证 明 
3 十 5 一 ga — fa. 
很 象 前 面 证 明 ?一 0 那样 ,需要 细心 地 计算 . 例如 
Ha[ ve,»; |= Hiv 1— HLv,] 
一 [Co .900)]— [fv0) ,9 650)], 
aH[vo,v j=9{+ [fv) ,9 C00) ,9 C0)]— [fv0), 
Fo)ygco 
一 十 [8(z),9(om)] 一 [fKCoo) gf(o)] 
二 [flv0) 9600)]—[f Cv ) ,gv )] 
+ [fCv0) 969) 3—Lf Cw) ,621)]. 
相 加 得 
aHLvosv; J HaLvosv J=gu vo, ]— fn Lovo,v]. 
对 于 奇异 理论 ,我 们 需 将 (* ) 式 变 成 一 个 映射 . 于 是 对 于 0<:! 
< 定义 
Wd XI 
为 映 44 的 顶点 (eoye ye+i) 按 次 为 4Xi 中 的 点 人 eo,*… ese . 
‘es ;再 作 线 性 拓展 ,这 是 可 能 的 ,因为 4+ 和 4XIi 都 是 凸 集 ， 
车 f,g : X 一 > 了 是 局 伦 的 ,可 以 作 一 个 链 同 伦 
Hs : SX)—rS.+1(Y), 
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四 此 
o> >) (一 1) 夫 (Co XI) oN, 
Te ft 


这 里 oo: 4 一 >X 是 SC(X) 中 之 一 元 ,Xl1: 4XI——XXlH: 
XX1 一 >Y 都 是 了 与 9 的 同 伦 ,用 同样 的 组 合计 算 可 以 证 明太: 确 
是 fx 与 gs 之 间 的 链 同 伦 ， 

在 我 们 形式 地 写 出 定理 之 前 ,还 要 再 作 一 点 形式 的 推广 .两 个 
映射 f,g : 《XX,4) 一 >(Y,B) 称 为 同 伦 的 ,车 存在 一 个 同 伦 

HBH: (KX,A)XI=(XXIiI,AXN——(Y,B) 
使 五 ,= 了, 峰 , 二 g, 这 意味 着 对 每 个 i 
He: (X,A)—— (YB) 

都 把 4 送 入 B 中 ,所 以 一 对 空间 的 映射 是 同 伦 的 , 则 上 面 作 的 链 
同 伦 片 * 总 把 5.C4) 映 入 S1411(B). 因此 诱导 出 相对 群 5,CX,4) 和 
Si+i(Y,B) 之 间 的 链 同 伦 . 

类 做, 车 fg : 下 一 三 纵 及 了 | 天 9 下: K, —~*L: 都 是 邻接 
的 , 则 fg (天 天) 一 > 全 , 卫 ) 也 是 邻接 的 ,这样 ,我 们 有 

定理 ( 同 伦 ) 车 f,g : (X,4) 一 >(Y,B) 是 同 伦 的 , 则 其 诱导 
的 同 态 必 相同 , 即 

了 一 9 5 是。(X 4) 一 一 > 五 。(Y， DB)， 
了 .一 9。: 百 . (X) 一 ~ 万 。(Y)， 
(14) .一 (914) 。: 片 。(4) 一 如 .5). 

对 单纯 同调 与 邻接 映射 以 及 对 于 各 种 上 同调 群 ,这 个 定理 都 
成 立 . 

同 伦 中 最 重要 的 一 种 情况 即 是 收缩. 子 集 4CX 称 为 X 的 收 
缩 ,车 有 一 个 映射 y : Xx 一 一 4( 称 为 收缩 上 映射) 适合 ?14 一 id, 即 是 
可 以 把 整个 空间 *X 推 到 4 里 面 去 面 4 中 的 任意 点 都 不 动 . 例如 ， 
一 点 zoE€X 总 是 一 个 收缩 , 令 i; 4 一 >X 为 包含 映射 ,一 个 收缩 y 
就 只 不 过 是 =1, 即 收缩 > 是 包含 喘 射 的 左 道 .所 以 ,在 同 伦 论 中 
yi 一 1 意味 着 i. 有 左 逆 ,从 面 ,i.。: 鼠 (4) 一 一 五 。(X) 是 单 射 . 从 
面 把 尹 *。(4) 变 成 了 六。 的 一 个 走 和 因子 . 考虑 长 正 合 序列 
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dd 


我 们 看 到 4 二 0, 从 而 一 个 长 序列 分 解 成 为 短 正 合 序列 


0— H(A HX)—H, (XA)——*0, 


基 为 y.i. = 二 1, 所 以 它 是 分 解 的 .于 是 
H.(X)=H, (ADrery, TH, (A DH. (X,A). 

当 4 二 {zo} 为 一 点 时 ,我 们 知道 
R, k=0} 
0, £>0. 
在 作 了 以 上 分 解 以 后 ,余下 的 部 分 旦 , (X,zo) 宇 kery. 一 家,(X) 称 
为 简化 群 (reduced group) ,而 y，: 有 .(X) 一 > 昌 ,(z0) 一 BR 称 为 一 个 
增 广 augmentation”, | 

再 回 到 一 般 的 考虑 . 收缩 y: X 一 >4 即 是 包含 i: 4 一 >X 的 
左 道 ,zy 一 1 却 显然 是 不 可 能 的 ,只 要 4 是 美的 一 个 真子 集 . 但 如 一 
1 即 同 伦 于 恒 等 映射 却 是 可 能 的 ,而 在 同 伦 中 却 成 了 真正 的 右 道 
iy, 二 1, 这样; : 也 .(4) 一 一 晴 .(X) 是 一 个 同 构 ( 而 五 .(X,4) 一 
0). 所 以 ,如 果 有 一 个 收缩 ?使 ?~1, 则 4CX 称 为 “形变 收缩 较 ” 
(deformation retract). 若 有 一 个 间 伦 五 ; XXI 一 >X 使 Ho 二 1, 而 
.14 二 1 对 一 切 t 成 立 , 即 若 4 在 整个 同 伦 过 程 中 是 稳定 的 , 则 4 
称 为 “ 强 形变 收缩 核 ”(strong deformation retract). 一 个 空间 XX 若 有 
一 点 zo EX 是 它 的 形变 收缩 较 则 称 为 可 缩 的 . 这 种 空间 必 有 平凡 
的 同调 , 凸 集 或 矢量 空间 中 的 量 形 集 都 是 可 缩 空 间 的 简单 倘 子 . 强 
形变 收缩 核 (以 下 简 记 为 SDR) 不 太 自 明 的 例 于 有 

(1) 对 于 单 形 ", 集 (cxX0)U(acXDCzxi 是 一 个 SDR ,对 
于 =[L0,1]. 从 图 9 一 3 可 以 看 到 其 证 明 . 

(2) 正 交 群 0(n)CGL(n) 是 一 般 线 性 群 GL(r)( 实 的 或 复 的 》 
的 SDR, 这 是 表述 Gram-Schmidt 正 交 化 手续 的 一 个 奇妙 的 方法 . 
一 个 元 PE OLD) 就 是 六 的 一 基底 wp 一 Co ps) 
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Hi{xo) -{ 


第 一 步 是 把 wm 变 成 ny 
lu 1, 这 其 实 是 一 个 同 伦 ,人 Nian 


HH :OL XI 一 一 CC)， mx! 
(一 

(1 T+ m0 > 

Iw vx0 
因为 仁 T+( 一 >0, 天 有 广 图 9 一 : 
仍 是 一 个 基底 ,而 我 们 有 #6 二 1,1(51) 一 04/1v1, 且 若 |z,|==1, 恒 
有 于 (oo 一 5 所 以 把 w 变 成 wy/lo | 可 以 通过 适当 的 癌 伦 来 实现 、 
于 是 设 |2 1 一 1. 第 二 步 是 把 * 变 成 

w= (v2 yb) 8。 
这 也 可 以 用 一 个 适当 的 同 伦 9 来 实现 . 所 谓 适当 即 指 当 (w,v1) 二 0 
时 ,GCv2) =v: 
GOL X ——0L(n), 
(pop UE oblast DD rg a 

这 个 例子 的 重要 性 在 于 0(n) 是 紧 的 ,而 GL(n) 肯 定 不 是 . 在 讨 
论 Lie 群 时 , 紧 群 的 理论 比 之 非 紧 的 Lie 群 有 极 大 优点 (例如 紧 群 
的 一 切 表 示 都 是 完全 可 约 的 ). 所 以 若 能 过 渡 到 紧 的 Lie 子 群 而 又 
不 失去 同调 方 而 的 信息 (以 及 同 伦 方 而 的 信息 ,这 甚至 更 重要 ) 将 
是 很 有 用 的 . 事实 是 ,一 个 Lie 群 具有 紧 的 Lie 子 群 是 很 一 般 的 现 
象 ,0Ca) CGLw) 只 是 一 个 特例 而 已 . 

现在 我 们 回 到 单纯 同 伦 ， 邻 接 性 的 概念 和 单 形 映射 一 样 ， 纯 
粹 是 一 个 组 合 的 概念 ， 但 是 也 和 单 形 上 映射 一 样 、 它 有 直接 的 拓扑 
上 的 意义 . 即 是 说 , 若 f, o :KE 一 >L 是 邻接 的 , 则 它们 诱导 的 连 
续 映 射 了 ,9 : |K| 一 || 一定 是 同 伦 的 .这 理由 几乎 是 自明 的 , 令 
9 二 《wy wis") 是 下 中 的 一 个 单 形 , 则 由 定义 ,所 有 的 顶点 
{f(9) ,9Cv)}Cr,7€E 二 也 是 一 个 单 形 .因此 ,车 zE0;, 则 点 了 (z) = 
了 >》>1ho) 二 >1xf(w) 和 9(z) = 9CD》 4w) 二 》1hg(4) 也 都 在 r 
内 . 所 需 的 同 伦 就 是 在 + 内 连接 了 Cx) 和 9(z) 的 线段 , 即 
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H(z,t) >=) + (1— yr). 

这 个 作法 虽然 简单 , 却 再 次 体现 了 处 理 多 面体 的 基本 道理 . 在 多 面 
体 | 天 | 上 ,时 常 可 以 分 块 线 狂 地 做 一 些 事 . 例如 ,只 需 了 9 : | 天 | 
一 一 | 是 连续 映射 ,而 和 且 了 Cx) ,8(z) 总 在 工 的 朵 一 个 单 形 中 ,不 
论 它们 套 否 单 形 映 射 所 诱导 出 的 ,H(zx, 四 总 是 有 意义 的 . 这 就 引出 
了 多 面体 拓扑 学 中 的 一 基本 作法 即 单 纯 台 近 . 令 KK,L 是 单纯 复 
形 ,f :KK 一 xL 是 一 个 单 形 映射 ,p : |K| 一 ILI 是 多 面体 的 连续 
峡 射 ,如 果 对 一 切 zE€E |K|,gCz) 和 jCz) 总 在 上 的 局 一 单 形 之 中 ,f 
就 称 为 的 单纯 近 近 , 于 是 ,pg~ 了 是 合 伦 的 . 

已 给 9 : | 天 | 一 一 人 | ,不 一 定 可 能 找到 wy 的 单纯 逼近 . 例如 ， 
设 tw,w)EK 是 一 个 单 形 . 若 

Pv) E To gt) ET 
在 二 的 两 个 没有 公共 面 的 单 形 中 ,要 找 一 个 单纯 逼近 是 无 望 的 . 
换言之 ,对 任 一 单 形 
一 《yy 全)， 
要 是 p(w) ,p(w ),… ,gl 乌 ) 比 较 接近 就 好 了 .对 于 任意 的 连续 映射 
;情况 当然 不 必 如 此 ,但 是 ,车 把 下 分 镍 得 充分 细 使 中 各 个 单 
形 都 很 小 ,那么 ,y 的 连续 性 就 会 使 gCw) ,p(t4),… ,glw) 很 霹 近 ， 
我 们 先 分 析 , 需 要 分 得 多 么 细 . 记 住 车 vEVCK) 是 一 个 顶点 , 面 
b, : jK| 一 一 R 是 第 "个 重心 坐标 函数 , 则 有 开 集 
st(v)={z€E |K1|b,.(7)>0) 
三 Ute"lv 是 0 的 一 个 顶点 }. 
vos,w} 张 及 中 一 个 单 形 的 充分 必要 条 件 是 
门 st(u) 天 食 . 

于 是 有 

引 理 (逼近 判 据 ) 映射 站 :VCK) 一 >V(D) 是 gp: 1K|- 一 >|L| 
的 单纯 下 近 , 当 且 仅 当 对 一 切 v€EV CK)， 

PstC1)) CC stlf Cv)). (¥) 
证 设 f 是 gp 的 单纯 逼近 , 若 xEstCv), 则 5,4z)>>0, 但 车 了 是 
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单纯 映射 , 则 5yy (f(x)) 污 0. 今 设 p(x)Er. 则 由 单纯 逼近 的 定义 ， 
fC2)ET 从 而 ,bw (Cf 《7z)) 半 0 导致 1(v) 是 + 的 一 个 顶点 . 因 
pxz)Et, 故 有 (z)Est(CfCoy)。 

反之 , 设 (* ) 成 立 , 先 证 明了 是 单 形 映 射 , 若 (w,v,……*,%) 二 0 
是 五 中 一 个 单 形 , 则 门 stCuw) 天 作 ， 所以 

GFP NICMN st) CNstf Cu). 

为 了 证 明了 是 w 的 单纯 通 近 , 令 zEo,olz)Er 而 是 c 的 一 
个 顶点 .于 是 zxEst(Co),o(z)EstCrG))， 从 而 /oO) 是 = 的 一 个 顶点 ， 
既然 对 = 的 一 切 硕 点 都 是 如 此 ,而 我 们 又 知道 了 是 单纯 映射 ,从 而 
了 (ac)CrF(z)ET， 

现在 很 容易 得 到 一 个 单纯 通 近 了 . 先 回忆 一 个 点 集 拓扑 学 中 
的 事实 ， 

Lebesgue 引 理 ” 令 X 为 一 个 紧 度量 空间 而 {4} 是 X 的 一 个 开 

盖 , 则 必 有 一 常数 >0 使 得 X 之 任 一 子 集 4 只 要 直径 和 志 es 必 合 
于 某 个 以 中 (人 e 称 为 Lebesgue 数 ). 

从 任 一 连续 映射 p: | 五 | 一 ~| 代 | 开始 ,我 们 有 | 五 | 的 一 个 开 
覆盖 {stCw) |wEV(L)}, 从 而 也 有 |K1| 的 一 个 开 覆 盖 {p 1sttw) |wE€ 
VCL)}. 因 为 |K| 是 紧 度量 空间 ( 记 住 KK 是 有 限 的 ), 故 有 Lebesgue 
数 必 0. 于 是 我 们 可 以 重 分 玉 为 K,, 使 得 在 K, 中 所 有 st(u) 的 直径 
都 小 :或 等 于 eaEF(i), 故 对 一 切 vEV(FK), 必 有 某 个 wE€ 
VCD) 和 使 

pst (1)) CC st(z)， 
对 每 个 + 都 取 这 样 一 个 w, 青 令 f(v) 二 w 即 得 上 所 求 的 单纯 擂 近 . 

带 近 判 据 有 一 个 明显 的 但 有 用 的 推论 : 若 pw: |Ki1 一 一 151， 
$: |LI 一 iM | 各 有 单纯 逼近 了; K 一 > 和 9g:L 一 >M, 则 gf 是 
y9 的 单纯 通 近 . 其 原因 是 ,对 任 一 vEV (CK)， 

《yp) StI TP 8H) TCstf Cv) Tst( (gf) Cv)). 

单纯 并 近 提 供 了 证 明 五. CK) 是 拓扑 不 变量 的 手段 ,事实 上 可 
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以 证 明 更 强 的 结果 :总 .(R) 是 [天 [的 伦 型 不 变量 . 这 一 证 明 , 由 于 
用 到 同调 群 的 重 分 不 变性 ,留待 下 一 节 . 我 们 用 一 个 关于 单纯 衣 近 
的 性 质 作 为 本 节 的 结束 , 设 单纯 映射 了 ,g : 天 一 一 工 均 为 连续 映射 
np: IK 一 一 |L| 的 单纯 逼近 . 则 对 任 一 单 形 os 二 《wo,…,s,)EK 巾 
逼近 判 据 可 得 (5(o) 为 o 的 重心 ) 

SFPO0 Cp sn) )C 和 cstCu) )Cmsy(e)， 


同 理 ,区 天 w(b(c))C 人 stoCu) ,从 而 


GF EN NN st )), 
所 以 {fCvo) se ,fv) ,9C00) ,gbby)}) 属 于 上 的 某 一 单 形 , 妈 单纯 
映射 f,g 是 邻接 的 ,从 而 
了 一 9，;: H,(K)—*H,{L), 
故 得 
性 质 9 的 二 个 单纯 遂 近 了 ,9 的 诱导 同 态 /, ,9g. 相 等， 


3 4. 切除 和 Mayer-Vietoris 序列 


我 们 现在 要 讨论 的 问题 是 单纯 同调 .CK) 在 重 分 下 的 不 变 
性 ,这 多 少 是 一 个 技术 性 的 问题 . 然而 ,这 里 用 到 的 技术 和 想法 会 
引起 一 些 结果 , 即 所 谓 Mayer-Vietoris 序列 , 它 在 同调 的 种 种 形式 
性 质 中 是 使 同调 成 为 一 个 可 计算 函 子 的 最 重要 的 一 个 . 这 也 是 “其 
它 " 函 子 , 邵 同 伦 函 子 , 所 唯一 不 具备 的 性 质 , 因此 使 得 同 伦比 同调 
难 办 得 多 - 所 以 我 们 并 不 是 在 处 理 一 个 技术 性 的 东西 ,而 是 一 个 关 
键 性 的 实质 问题 . 

先 从 一 些 简单 的 考查 开始 , 令 

0 = [vv st ] 
是 一 个 (有 序 ) 单 形 .o 及 其 所 有 的 而 显然 构成 一 个 复 形 , 仍 记 之 为 
a. 作为 一 个 复 形 ,什么 是 它 的 同调 五. (c)? 包含 w 一 >o 和 投影 
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Pta)- 一 om 显然 都 是 单 形 映射 , 十 分 容易 看 到 ,mm= 1 和 tr 一 1 是 邻 
接 的 .因此 tr. 一 1,rviv 一 1 而 合 扣 ,fo) 与 五 .人 (zz 相同 ,我 们 称 c 
是 “ 零 调 ”Cacyclic) 的 ,与 此 平行 ,空间 |o| 的 奇异 同调 如 , 《1o1) 也 
是 零 调 的 ,因为 jz| 是 可 缩 的 . 

令 天 为 一 单纯 复 形 . 重心 重 分 包含 了 所 有 这 样 形状 的 单 形 
of 一 (bb ,其 中 5 是 天 中 某 个 单 形 e 的 重心 ,而 且 

oo<X<o< Kuo, 
是 o, 的 一 上 串 面 .图 9 一 4 给 出 了 一 个 2- 单 形 的 重心 重 分 . 我 们 可 以 
把 重心 重 分 看 作 一 个 算 子 ss, 其 定义 是 递 礁 的 :sdc=sd(ac) 加, 这 
里 表示 添加 -- 个 项 点 ,例如 (Cw,00) bo 二 《oo4tisy) ,内 要 它 确实 
是 一 个 单 形 . 现在 我 们 已 把 它 变 成 一 个 算 子 . 我 们 想 归纳 地 定义 一 
个 链 映射 
sd : CCF) —— CF ), 

并 使 它 有 以 下 性 质 ， 

(1) 车 cEC(L) 是 天 的 子 复 形 上 中 的 一 个 
链 , 则 sdtc)ECCE) 也 是 天 ' 的 子 复 形 5 中 的 一 
个 链 . Co《K) 是 由 V(K) 生 成 的 ,YC(K) 是 VCK' ) 的 
子 集 , 所 以 定义 sd : Co(K) 一 >0o(K' ) 就 是 包含 图 9 一 4 
映射 . 当然 (1) 是 成 立 的 . 

低 设 对 子 i<kt， sd 3 C.(K) 一 >0,(K' ) 已 经 定义 .而 且 sd 与 9 
可 交换 并 适合 (i). 令 

0 = [vyvs yt] 
是 KX 的 一 个 有 序 天 单 形 . 则 sd(90) 避 定义 ,而 由 (1),sd(30) 所 
CL C9o)' ] 所 以 o 的 重心 5 仿 射 独立 于 sd(ac) 中 之 一 切 顶 点 ,而 我 
们 可 以 定义 
sdo = (— ])'sd(90) *b, 
* 与 3 的 关系 是 很 简单 的 ,显然 我 们 有 
alsdo) = a[(— 1)'sd(30)"6b] 
= sd(90) 十 (一 1):[ad(a0)]*6 
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一 sd(a) 十 (一 1)*[sd(330)]"b 
= sd(90),， 
即 sd 是 一 个 链 上 映射 ,显然 sdoE CCo). 所 以 (1) 仍 成 立 . 
sd 1 CC) 一 CR ) 给 出 了 一 个 比较 要 ,CK) 和 五 .CK' ) 的 手 
段 . 现在 我 们 定义 一 个 逆 . 有 一 个 很 容易 的 单 形 上 映射 7 : K' 一 -* 
KK, 若 bEVCK' ) 是 配 中 一 个 顶点 . 它 必 是 关中 某 个 单 形 r 的 重心 . 
就 定义 x(8) 为 o 的 任何 一 个 顶点 . 尽管 x 的 定义 有 任意 性 ,K' 的 
定义 保证 了 7 仍 是 一 个 单 形 映射 ， 
我 们 说 :rssd : CC) 一 ”CR ) 链 同 伦 于 恒 等 映 射 ,这 意味 着 
存在 一 个 映射 HH: 和 CR) 一 CH 天)， 且 
a1 十 五 3 一 rsd 1. (x) 
我 们 归纳 地 定义 天 使 得 (* ) 和 和 象 (1) 那 样 的 “承载 条 件 ”(car- 
rier condition) 仍 成 立 , 即 车 cE CC 是 子 复 形 LCK 中 的 一 个 链 ， 
那 未 右 (e) 也 是 . 
从 == 一 1 开始 ,于 是 (* ) 式 的 左 方 为 0. 但 很 容易 看 到 ,在 
CL(K) 上 zss6 二 1, 放 Cx ) 成 立 . 
设 当 ;< 时 瑟 已 经 定义 ,zc 是 一 个 有 向 缚 单 形 , 则 He 有 定 
义 ; 而 且 
Hoar CCC(00) C On). 
考虑 下 面 的 元 素 
Tssdo 一 5 一 五 ar = a. CC 并 了) 
它 是 C(o 中 的 一 个 链 , 面 且 
2 一 DGFhSsdr — ov — Hdo}) = rusd(90) — (90) — 9H (00) 
一 Hisdfgac) 一 ar — [rssd(ar) — 390 — Hal(90)] 
二 0 (由 归纳 假设 ). 
但 CC(o) 是 零 调 的 , 放 必 有 bECC0) 使 a= 吉 , 定 义 Ho=b, 于 是 承载 
条 件 满足 ,而 (x* * ) 式 成 为 
Oo 十 Ha = musdo 一 0 
即 丙 伦 条 件 也 成 立 ， | 
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以 上 的 证 法 就 是 所 谓 基 于 等 调 承载 子 的 逐步 构造 法 . 它 的 成 
功 在 于 我 们 处 理 的 是 自身 模 , 因 此 只 需 对 生成 元 以 任意 方式 进行 
构造 ,而 在 每 个 生成 元 上 ,我 们 总 是 在 一 个 等 调 承载 子 中 ,所 以 这 
种 任意 的 构造 是 可 能 的 . 这 种 作法 今后 会 用 得 很 频繁 , 例如 ,用 同 
样 的 推理 ,可 证 strs : CCK' ) 一 CCK' ) 也 链 同 伦 于 恒 等 映 射 . 所 
以 sd 诱导 出 一 个 同 构 

sd, : H, (KR)—> H, (KK! )， 

并 且 xz，: 如 , (AK) 一 8H. 《KK) 是 sd. 的 同 构 逆 , 即 x,，。 sd, 一 
1a.o0rsd，。X, 二 Jy,txy. 这 就 是 复 形 天 的 同调 群 的 重 分 不 变性 . 

在 上 一 节 Lebesgue 引 理 的 证 明 中 已 经 看 到 , 设 mp : |K| 一 ~ 
包 1, 则 可 重 分 为 Ki 只 要 对 任意 pcEFCE) 均 有 st(o) 的 直径 充 
分 小 , 则 对 四 可 和 作出 单纯 遭 近 了 : K, 一 > 上 .现在 指出 的 重 分 K， 
可 由 有 限 次 重心 重 分 来 实现 . 记 4 一 dim 天 , 任 取 单 形 o€ KK, 设 dimo 
二 p 志 k, 则 vo 作 重 心 重 分 后 的 任 一 单 形 满足 ( 见 第 七 章 8 2)diamr 


SE dame FF diame. 车 定 六 复 形 下 的 网 径 为 meshK 一 


max{diamo), 则 对 EK 的 一 次 恒心 恒 分 K' 有 meshK' EImeshE. 
设 天 的 刀 次 重心 重 分 归纳 地 定义 为 天 所 一 (天 ”00) (不 要 将 KK" 
与 的 m 维 骨架 和 混淆 ), 则 有 


meshK‘” < (TF 


i 1 "meshK, 


因而 可 取 和 充分 大 时 的 KK" 作为 Ki, 它 使 得 p: 1K" | 一 一 | 二 | 有 
单纯 逼近 了: 天 人 一 一 世故 定义 了 了。 五. () 一 一 ~ 玫 . (7). 若 记 
sd 名 一 sd ro sg.; 则 有 sd: 和, (下) 一 HCR") ,从 而 定义 
了 了 。。sdo :万 (KR) 一 HH,(L). 我 们 证 明 如 下 

定理 设 罗 :|K| 一 一 | 上 | 为 连续 映射 , 则 存在 mEZ; ,使 得 
:Km 一 > 工 为 p: |K"m | 一 一 1L| 的 单纯 允 近 , 则 同 态 f,。 
sd ;如 .(K) 一 >H.(L) 与 m 及 了 的 选择 无关 . 这 个 同 态 称 为 gp 
的 诱导 同 态 , 记 作 om，; H.(K)—r*H.(L). 
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证 ”对 另外 满足 定理 条 件 的 丈 及 于: KE 一 “我 们 证 明 有 
¥, sdm 一 了。。Sd9) : H.(K)— H,(L). 
不 妨 设 次 祈 四 当 观 =m 时 ,由 于 了 与 f 均 为 p: jij 一 一 | 的 单 
纯 吏 近 , 前 已 证 7 了 ,一 f,, 故 了 。sd 如 一 了 。sd 吕 .当天 > 六 时 ,可 对 
差 六 一 站 作 归 纳 , 故 只 须 证 台 =w 十 1, 了 :1 Kw+D 一 > 上 时 有 了. 。 
sdw+D 二 J。。 sd9, 由 如 下 图 表 


sd Cry ff 
”~ > 五 (天 c 一 一 -一 > H,.(L) 


.hy 


ao “| | 区 


以 及 了 和 了 * 和 款 均 为 哆 :| 天 ct | 一 一 全 | 的 单纯 还 近 , 故 了 . 一 ( 了 。 
Tr), 一 了 .。T. ,再 由 fr。。sd. 一 ! 得 
了 。。sdc+D 一 了 ox, ° SdP+tD) 一 六。。sdc)， 
现在 我 们 来 证 明 复 形 诱 导 同 态 的 主要 性 质 . 
定理 设 pg: 1K| 一 |L| 为 连续 映射 , 则 诱导 同 态 pw. : 
五 . (一 rH. (2) 有 如 下 性 质 : 
(1) 设 区 : |L| 一 >|N| 也 是 连续 映射 , 则 
(Po P= ?Pp, rH. (RI—H., NM); 
2) Cix) =m : H.R)—H, (KF); 
(3) 设 p 二 #$; |K| 一 >|L|, 则 
pe = 1 H.C(K)— >H., (1). 
证 (1) 出 单纯 逼近 定理 ,存在 saEz+ 以 及 9 :0 一 上 为 
区 ;|L" | 一 | 站 | 的 单纯 遥 近 . 又 存在 mEZ;y 以 及 有 ;KR 一 xrL% 
为 更 : [Km | 一 >jL® | 的 单纯 逼近 . 设 #9 :上 一 > 工 为 由 :十 
一 > 上 虐 归 纳 地 定义 的 ;, 则 了 :二 zo 有 ht Km 一 rz 工 为 pt |Km| 
一 一 | 的 单纯 逼近 . 按 定义 有 ,二 f， :sd ,y= 二 9g,。 sd 外 ,利用 
f, 二 Xf 外。 有 .及 sd、。7 ,一 1 得 
pp, =9. « Sd» f, «sdf™ 
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=g. ° Sd 。T0 ed 多 一 9 sd 好)， 
由 于 9 :是 ?9: | 天 of 一 4j 的 单纯 通 近 , 故 得 
(Po Pp), 一 (ov sd 一 9 ° Sd = ° PP,. 

(2) ”由 于 恒 等 映 射 在 链 水 平 就 诱导 出 恒 等 同 构 , 在 同调 水 平 
更 是 如 此 . 

(3) 设 召 : | |X1 一 ->*| 上 | 为 连接 yp 与 # 的 伦 移 .对 t€1， 
和 (zx): = 博 (zy 引 定义 了 IR 一 >|L| ,二 {stw|wEFV(CL)} 为 |L| 
的 开 覆 盖 , 辟 连续 ,所 以 { "(stww) |wEV(L)) 为 |K|XIi 的 开 覆 盖 ， 
由 Lebesgue 引 理 ,存在 mEz+ 科 正 整数 >, 使 得 对 任意 PET(CR) 
和 上 二 1,*…,7, 存 在 wEV(L) 满 足 


《stu》 xX [一 ,了 ] C 五 -Ifstto)。 


夏 素 -DafsttCstsjrfsttCstt 从 而 若 今 内 rs( 轨 一 如 , 则 诱导 的 单 
纯 贞 射 or :天 -一 为 和 np IK | 一 >1L| 二 者 的 单纯 通 
近 . 所 以 Co ,二 (hs) .从 而 

Pp. =) 一 一 (后 )。 一 闻 ， 

利用 上 述 定 理 容 易 证 明 

定理 设 p: |K1I 一 >|L| 为 同 伦 等 价 ( 即 存在 #: 1L| 一 一 
|K|, 使 得 $* p 守 1 : | 天 | 一 | 天 | 以 及 9*# 人 1 :| 一 并 |) 
则 诱导 同 态 pg，: H. (KE) 一 >H,(L) 为 同 构 喘 射 , 妈 同 调 群 #H, (CK) 
为 |K| 的 伦 型 不 变量 (特别 蕴涵 了 ,CK) 是 |K| 的 拓扑 不 变量 ). 

证 由 $*p 二 1,p9。¥ 二 1 以 及 上 述 定理 得 $,。 9 ,一 1,p、。 
.二 1， 所 以 mp。 ,》. 均 为 同 构 映 射 ( 且 互 为 同 构 逆 ). 

在 奇异 理论 中 ,我 们 不 需要 重 分 什么 . 但 算 子 sd 在 别 的 地 方 
仍 很 有 用 . 为 了 启发 出 这 一 点 ,我 们 仍然 先 看 组 合理 论 . 令 玉 为 一 
单纯 复 形 . 设 把 分 成 两 个 子 复 形 KK=KiUK;, 邑 ,一 个 单 形 连 同 
其 一 切面 都 在 Ki 或 KR, 中 ,于 是 CC(K)==CCK1) 十 CCKs) 是 模 CLF) 
与 C(K2) 之 和 ( 妇 每 个 cE C(K) 必 可 写成 c=6 十 2s 61 EC(CRi) cs 
E CC(KJ)). 但 是 一 般 说 来 这 并 不 是 直 和 ,因为 可 能 交工 = Ki 站 Ks 
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为 非 空 , 这 一 点 可 以 这 样 来 处 理 , 我 们 自己 作 一 直 和 CCK) 命 
CR 并 定义 一 个 自然 的 映射 
CE 人 C( 开 一 一 C( 开 )， 《ccz)+ 一 5 一 Cz， 

这 显然 是 全 射 ,而 且 其 核 同 构 于 CC). 所 以 我 们 有 正 合 序列 
0O——rCR NR) CRBCKR OKU KE)—0, 
CCK1)BCCK2) 可 以 用 一 种 显然 的 方式 变 成 一 个 链 复 形 .于 是 上 而 
就 是 复 形 的 一 个 正 合 序列 ,再 应 用 基本 引 理 ,就 可 以 得 到 一 个 长 正 

合 序列 
"HK Ki )—— H(AKI) OD HR) —* HR UU Ks) 


一 (RE 站 五 2) 一 

其 中 有 一 个 适当 的 同 态 4 把 它们 连接 起 来 . 这 就 叫做 “ 侦 ”(couple} 
{Ks 玉 2} 的 Mayer-Vietoris 序列 (我 们 保留 “对 ”(pair) CK, 二 ) 一 词 专 
指 LCK 为 子 复 形 的 情况 ). 它 说 明 , 如 果 我 们 已 经 有 了 KiU Ks 的 
各 块 上 的 信息 吾 . 《Ki) ,如 .《K2) 和 喜 . (Ki 门 Ki), 则 原则 圭 可 以 算 
出 H. (KU EK;). 

奇异 理论 的 情况 就 不 是 这 么 简单 . 若 X 是 两 个 子 空 间 之 并 
一 一 XX 二 XUX;s, 很 清楚 ,一 般 SCX) 天 SGX 十 SCX2), 但 是 我 们 仍 
有 子 模 S(X,) 十 SCX2XC-SCX). 尽管 它们 不 相等 ,但 是 仍 可 能 有 相 
同 的 同调 ,这 就 会 给 出 一 个 Mayer-Vietoris 序列 . 不幸, 这 就 大 错 特 
错 了 , 举 一 个 简单 的 例子 , 令 =R=g@US( 有 理 数 蝇 无 理 数 ) ,这 
里 8 门 8= 儿 . 因此 Mayer-Vietoris 序列 意味 着 #8 .,(R)= 二 8H.《9) 人 外 
召 . (85). 因为 是 可 缩 的 ,所 以 dimH6o(R)==1. 但 因为 8 和 5 是 完 
全 不 连通 的 (totally disconnected) , 故 

dimH(Q) = dimH6o(S) = cc， 

这 样 ,如 果 想 Mayer-Vietoris 序列 存在 , 至少 对 X, 和 要 加 上 一 
些 条 件 . 我 们 所 需要 的 条 件 是 ,Xi 的 内 域 IntX, 二 X 的 舍 于 X 内 
的 最 大 开 子 集 . 我 们 有 

定理 ” 若 IntX1UIntXs 二 XX, 则 包含 关系 
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S(XI)+S(X)CS(X) 
诱导 出 同调 的 同 构 . 

证 (大 网 ) 给 出 一 个 奇异 单 形 o。: 4 一 *X, 没 有 理由 相信 会 
有 oC4)CX 或 o(4)CXz. 但 是 基 =IntXiUIntXz 这 个 条 件 意味 
着 4 有 开具 盖 {fo-!CintX1) ,ao-'(IntX2)}, 所 以 有 一 个 Lebesgue 数 ， 
重 分 少 , 一 定 能 把 它 切 成 许多 小 块 ,使 其 象 或 者 在 X, 中 或 者 在 X， 
中 , 即 是 说 ,我 们 在 几何 上 把 SCX) 化 成 了 SCX1) 十 SCX2z). 另 一 方 
面 , 我 们 在 单纯 同调 中 已 经 知道 , 重 分 并 不 改变 同调 . 于 是 得 证 . 

标准 单 形 沙 自身 就 是 一 个 拓扑 空间 ,所 以 我 们 也 可 以 考虑 它 
的 奇异 链 SC44). 令 T: 由 一 小 是 水 中 的 一 个 奇异 单 形 ,r 是 否 仿 
射线 性 , 即 是 否 有 

r(>)Nz) = >)Nr(zn)，>) 和 一 |. 
这 是 有 意义 的 ,这 种 r 称 为 线性 单 形 . 4 中 的 线性 单 形 构成 4 上 
SC4) 的 一 个 子 复 形 Z(4). 例如 ,和 恒 等 映 射 总: 4. 一 >4 就 在 
Z(4D 中 ,而 os : SCd4)- 一 "SCX) 把 拉 变 为 o 任意 线性 的 z: 4 
一 一 4, 完全 出 
T(&) = 
决定 ,这 里 d= eo," ,e1) ;所 以 我 们 可 以 把 下 表示 为 fT 二 《Voy 和 3 
…: ,Ww). 利用 这 样 的 记号 有 
ar 一 DY Cl (ws di ). 


换 句 话说 , 复 形 LC4) 和 CK) 在 形式 上 完全 一 样 ,所 以 我 们 可 以 
逐 字 重复 对 单纯 理论 的 程序 , 我 们 可 以 归纳 地 定义 一 个 链 喘 射 
sd :了 工 (4) 一 一 也 (4 
如 下 :对 子 PoC4) , 令 中 一 id 而 对 线性 单 形 f : 4 一 >4; 则 定义 
sdr 一 (一 ])4Sd(3r》 "5(zr). 
从 几何 观点 看 , 象 str 确实 在 重 分 *(4) 内 ,所 以 sdr 的 各 块 都 很 
小 , 和 单纯 理论 的 情况 一 样 ,也 有 一 个 链 同 伦 
H: Lh)—*Lsi(d) 
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使 sd 与 i 同 伦 .现在 把 它们 转 到 
sd : S(X)— "SX), 
H: S(X) 一 一 -SCX) 
上 如下: 
sdo=ossd(é), Hor=onH(E), 
其 中 ov :4 一 >X 是 SCX) 中 的 一 个 元 ,6 :4 一 > 水 是 恒 等 映射 
所 给 出 的 二 (Cd 中 之 元 . 
现在 可 以 证 明 以 上 的 定理 了 . 其 实 我 们 没有 理由 限制 于 一 
XI UX 的 情况 , 故 令 二 UU, 而 
S{X} = SISCKX) C SCXY. 


定理 (小 单 形 〉 车 {Int %i} 仍 是 头 的 一 个 覆盖 , 则 包含 关系 
S{X SCX) 
诱导 出 同 伦 的 同 构 . 即 只 需 应 用 这 样 的 奇异 单 形 v : 4 一 ->*X, 使 
对 某 个 :有 c(dCX， 
证 利用 与 短 正 合 序 列 
OO——S{X—S(CX)— rrS(X) /SIX)}——*0 
相关 的 长 正 合 序列 ,只 需 证 明石 . CSCX)/S{X,}) 二 0 即 可 . 令 [c]€ 
,CSCX)/S{X)), 则 cESCX) 而 22E SI{X,). 因 为 c 是 奇异 单 形 的 
一 个 有 限 组 合 而 {ce~:(Int X;)} 是 一 个 开 履 盖 , 我 们 可 以 重 分 足够 
的 次 数 , 使 得 对 充分 大 的 4 有 sd(c)€sS{X,}.sd' 仍然 链 同 伦 于 id. 
设 羡 即 为 这 个 链 阿 伦 ,于 是 
ic 十 五 ac 一 sdrc 一 fc 
回 到 的 定义 就 容易 看 到 ,可 议 使 
HCOS{X} CS{X,}. 
所 以 有 < 一 3zx 十 9 这 里 
+ 二 —Hc, y=sd'c— Hac€E S{X,}. 
但 这 正 意味 荐 在 #8, CSCX}/S{X,)) 中 [ec]=0. 
这 个 定理 有 一 个 重要 的 一 般 性 的 问题 , 虽然 一 个 空间 的 奇异 
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复 形 SC(X) 是 大 得 出 奇 的 ,但 是 有 时 却 可 以 用 它 的 一 个 子 复 形 来 代 
替 而 不 会 影响 其 同调 . 我 们 给 这 个 现象 一 个 形式 的 名 称 . 令 X),，X2 
CX 为 天 的 子 集 , 如 果 包 含 映射 
S(XI)+S(X)—S(X UX) 
诱导 出 同调 的 同 移 ,就 说 {Xi1,X} 是 一 个 “切除 ” 偶 (excisive 
couple). 这 其 实 等 价 于 一 个 更 强 的 论断 , 即 包 含 陕 射 是 一 个 链 同 伦 
等 价 ( 证 :自由 性 加 逐步 构造 ). 显然 有 
定理 ”车 {X,,X2} 是 一 个 切除 偶 , 则 有 Mayer-Vietaris 序列 


HX NN Ka) > HX) DB HX2) 


一 一 下 Ci U XS 五 (XI (MN R22) > , 
其 中 ie) 一 人 (ci Co) 6: XN Xa : Xf XX 
为 包含 映射 ;73(01,c2) 二 74 (0) 一 j2 (ca XrXiU Xj 
天 一 一 XU 也 是 包含 映射 ,4 是 一 个 适当 的 连接 的 同 态 . 此 外 ， 
这 个 序列 对 于 连续 映射 是 “自然 ”的 . 
有 以 下 的 图 : 
BCXIY/SCKI MN Xs) SX UX) /SCXs) 
Ye Ba 
{SCKXI)+ SCX ASCX2) 
9 是 纯粹 由 代表 得 到 的 局 构 (Noether 同 构 定 理 ) , 当 {Xi,Xs} 为 切 
涂 偶 时 ,# 诱 导出 同调 的 同 构 , 故 有 
定理 (切断 ) 车 {& ,xs 是 一 个 场 除 偶 , 则 包含 哑 射 (XXX 
门 X2) 一 (X;UXs,Xs) 诱 导出 一 个 同 构 
H.CKI KIN XK)—H. CX UX,, Xs). 
这 个 定理 说 明 “ 切 除 ”- 词 的 来 由 , 即 蚌 说 ,可 以 从 (Xi, UX，， 
;) 中 切除 一 部 分 (一 Xs\X 而 不 会 影响 同调 ,但 是 不 是 任何 部 分 
都 可 以 切除 ,必须 适合 切除 性 条 件 . 例如 说 ,车 UClnt X;( 闭 包 与 内 
域 都 是 对 X= 二 XUX; 而 言 ) 就 是 这 样 的 情况 . 因为 这 时 IntXs 太 5， 
而 XX 一 UCIntXi ,所 以 int IntX: 一 和 
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最 简单 的 切除 条 件 是 X,XzCX 均 为 开 集 , 作为 一 个 应 用 , 令 
玉 一 和 Xi 一 S 一 (ze 一 时 一 { 一 zo) 这 时 XXX 在 司 中 为 开 而 
且 都 是 可 缩 的 ,赤道 5"-'CX 门 Xs 是 强 形变 收缩 核 (Xi 站 XX 二 SS"! 
XR) ,于 是 Mayer-Vietoris 序列 成 为 

0—rH,(8")— rH, (09 一 0. 
由 此 立即 可 得 
wy 人 

在 单纯 理论 中 ,Mayer-Vietoris 序列 对 任 一 对 子 复 形 {Ki,K:) 
都 存在 . 在 奇异 理论 中 ,| Ki|, |Kzs|C1IK| 是 闭 集 ,而 一 般 说 来 
nt UInt|K;| 关 |K1|U | | (5 令 | 下 二 | 天 :| 为 他 之 上 下 半球 即 
可 看 到 ) ,所 以 我 们 并 不 顺利 . 所 幸 我 们 还 有 以 下 事实 . 

定理 令 关 为 一 单纯 复 形 而 KK 性 外 是 子 复 形 , 则 |K， i 
中 有 一 并 邻 域 上 使 得 |Ki|1CU 是 强 形变 收缩 核 . 

这 显然 意味 着 对 任意 子 复 形 K! 和 Ks, {|K,1, |K;|} 都 是 切除 
的 ， 

令 o 为 中 不 在 Ki 内 的 一 个 单 形 ,这 并 不 意味 着 1o | 门 |K| 
二 久 , 而 只 是 oo 门 |K|= 二 包 , 换 言 之 ,lo 由 |Ki|Cl301. 子 复 形 天， 
CE 称 为 满 的 《full) 子 复 形 ,如 果 |o| 门 |Ki| 恰 是 o 的 一 个 面 ( 而 不 
是 1ac| 中 防 个 面 之 并 ); 与 此 等 价 ,o€ K, 当 且 仅 当 o 之 一 切 顶 点 
均 在 天 中 . 令 和 A 二 {vo€EK||o| 则 Ki|= 名 },; 则 NW 是 KK 的 一 个 子 
复 形 ( 不 论 Ki 是 否 为 满 ) ,而 

[KICIK|I—IN|=U, 

UV 是 |K,| 的 一 个 开 邻 域 . 我 们 要 证 明 若 五 | 为 满 , 则 | 天 1CD 是 强 
形变 收缩 核 . 令 zx€EV 面 rv€K 是 使 :Eo 的 唯一 单 形 . 因为 rE 50, 
车 访 , 所 以 |o| 门 |i| 关 名 是 o 的 一 个 而 , 故 oc== 《wo;…,%) 而 和 且 对 
某 个 :和 kL 有 (tw,*…' ,0) EE Ki; 记 


FE SY 
i 0 
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因 zeEo", 故 一 切 4 之 0. 令 
y= (Ph) /EN). 
则 yE 《wo yw) 从 而 y€E |Ki|. 定义 收缩 为 
Hlzst) = (| — iz. 
并 不 是 下 之 一 切 子 复 形 五, 都 是 满 的 ,然而 重心 重 分 也 CCK 
总 是 满 的 . 因为 若 一 个 单 形 
《boypi py5 b=b(0),, oo 0, 
之 一 切 顶 点 均 在 天 中 , 则 ER 从 而 由 定义 
《bo sb ER. 
又 因 |K'|= |K|, 故 得 其 证 ， 
现在 我 们 已 具备 了 为 比较 单纯 理论 与 奇异 理论 所 需 的 全 部 几 
何事 实 , 但 是 我 们 还 需要 一 点 代数 ， 
“五 ” 引 理 (The Five lemma) 设 有 模 与 同 态 的 可 换 图 


4 >B——— v0C— rh ~E 
和 
A ———pb 0 D’ Er 


县 使 (1) 两 个 横行 都 是 正 合 的 ,(2) 同 态 a,8,6 和 和。 都 是 同 构 , 则 
中 间 的 ?也 是 同 构 ， 
, 证 明 很 简单 ,可 以 用 来 练习 按 图 式 追 踪 . 
令 玉 为 一 单纯 复 形 ,可 以 建立 KK 的 单纯 复 形 与 |Ki 的 奇异 复 
形 之 辣 的 一 个 映射 
Qa: CD) 一 SC) 
如 下 :对 于 一 个 有 向 单 形 r 一 [mw,……uw], 定 义 ac : 本 一 一 | 五 |, 即 
为 映 本 之 顶点 为 % 的 线性 单 形 . 我 们 已 经 看 到 ,ae 是 一 个 链 映 
射 , 我 们 有 
定理 a: C(K) 一 >S(1K1) 对 任意 有 限 单纯 复 形 开 诱导 出 
同调 的 同 构 ， 
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证 对 KK 中 单 形 的 个 数 归纳 证 明 , 只 有 一 个 单 形 的 复 形 就 是 
一 个 点 ,这 时 由 正规 化 定理 可 得 本 定理 . 在 其 它 情况 下 , 令 o€EFK 
是 一 个 具有 最 高 维 数 的 单 形 , 则 Kl 二 KK 一 {o} 是 一 个 子 复 形 . 由 于 
同 伦 定 理 ,a : Cto) 一 5S(|lo|) 诱 导出 同调 间 的 同 构 . 一般 的 定理 
可 以 应 用 Mayer-Vietoris 序列 与 “五 ” 引 理 于 下 述 图 而 得 
—H.(KiMNo) —r*H(oO BHK) —H(K) 


| |@r. | 


—HR No Hr BHR DH)), 


HK) 一 全 HFMNO—r HO BH RD) 
1 
HKED—H RN lo Ho BH FN 
这 个 定理 的 证 明 很 有 启发 . 所 用 的 都 是 一 些 形式 性 质 :正规 

化 、 同 伦 而 最 关键 的 是 Mayer-Vietoris 序列 . 所 以 毫 不 奇怪 ,这 些 人性 
质 可 以 作为 抽象 同调 理论 的 公理 化 基础 . 我 们 其 实 并 不 想 把 这 个 
想法 加 以 推进 ,但 我 们 确实 愿 借 此 机 会 再 淤 清 一 点 ,回想 一 下 ,在 
讨论 积分 和 de Rham 定理 时 ,我 们 必须 要 用 流 形 M 上 的 光滑 的 奇 
异 单 形 r : 4 一 >M, 它 们 生成 一 个 SCM) 的 于 复 形 , 可 记 之 为 
5~(M), 当 时 我 们 说 ,这 会 给 出 同样 的 同调 , 即 是 说 ,包含 映射 
5“(M) 一 >S(M) 诱 导出 同调 闻 的 向 构 , 现在 我 们 可 以 指出 如 何 证 
明了 .在 作 了 必要 的 修正 之 后 ,可 以 几乎 逐 字 重 复 地 建立 
玉 .《Sm(M) 的 一 切 形式 性 质 ( 同 伦 和 收缩 部 必须 是 光滑 的 等 
等 ). 当 一 个 流 形 都 有 一 个 所 谓 的 简单 覆盖 (simpble covering) ,这 
是 这 样 一 个 开 覆 盖 (oo ,使 一 切 有 限 交 山门 … 败 5 或 者 为 空 
或 者 为 可 缩 ,于 是 可 以 在 具有 有 限 简 单 覆 盖 的 流 形 之 类 ( 它 包括 紧 
流 形 ?上 建立 如 上 的 定理 ,其 方法 也 恰 如 上 述 . 事实 上 ,再 由 正 向 
极限 (direct limit) ,这 定理 在 一 艇 情况 下 也 是 对 的 . 
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》5. 应 用 


前 几 节 里 已 经 建立 了 同调 理论 的 基本 性 质 . 如 果 我 们 相信 这 
已 经 成 为 这 个 理论 的 公理 基础 ,那么 我 们 就 已 经 讨论 过 了 所 有 的 
狂 质 . 所 以 我 们 已 经 能 作 计 算 和 应 用 了 ,至 此 为 止 , 我 们 只 计算 过 
H.C5"《( 用 整 系数 ). 车 i=0 或 4, 它 等 于 2Z, 否 则 为 0. 这 一 点 计算 
也 可 导 致 不 平凡 的 结果 .例如 , 它 荀 涵 了 当 ?天 嫩 时 , 欧 氏 空间 可 
和 "不 能 同 凸 . 这 似乎 没有 说 出 什么 了 不 起 的 道理 ,但 是 如 果 你 
想 一 下 ,就 会 发 现 你 其 实 不 会 证 明 它 . 更 有 趣 的 是 ,所 有 的 无 限 维 
Hiibert 空间 ,不论 其 维 数 的 势 如 何 ,都 是 同 是 的 . 这 意味 着 同调 理 
论 对 于 无 限 维 流 形 用 处 不 大 ,这 是 同调 理论 的 大 困难 之 一 
在 流 形 理论 中 ,局 部 问 调 是 一 个 重要 概念 . 它 可 以 一 般 地 定义 
如 下 : 令 习 为 任 一 拓扑 空间 ( 恒 设 X 是 Hausdorff 的 ),zoEX 是 其 
中 一 点 , 群 术 ,(X,X 一 zo) 称 为 zo 处 的 局 部 同调 群 . 这 定义 看 起 来 
并 不 象 是 局 部 的 , 然而 ,车 0 是 zo 的 任 一 邻 域 , 则 
{UU 六 一 zo} 
是 切除 的 , 因 之 包含 映射 (U,UN CX 一 220))==(U,U 一 xz0) 一 (UU X 
一 2 ,一 zo) 一 (X,X 一 z0) 诱 导出 一 个 癌 调 各 的 朵 构 
BU Uz mH. (XX—r0), 
所 以 局 部 间 调 毕 竞 还 是 一 个 局 部 概念 . 但 是 上 而 的 同 构 包 含 了 一 
个 重要 的 信息 , 即 可 用 切除 把 局 部 的 和 整体 的 变量 联系 起 来 ,这 个 
想法 将 是 在 流 形 理论 中 反复 用 到 的 基本 道理 , 若 X 是 一 个 拓扑 流 
形 ,xo EX 有 一 个 邻 域 5 使 得 
(UU 和 PF—0) (n=dmX). 
于 是 有 
HF ,RF 一 0) 一 0 es 
0， tz 天 
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这 样 , 流 形 有 简单 的 局 部 同调 ， 

象 流 形 上 的 其 它 东西 一 样 ,我 们 需要 知道 局 部 同调 在 坐标 变 
换 下 的 行为 ,就 是 说 我 们 需要 研究 由 此 导出 的 同 态 . 设 了 : (X ,x0) 
一 一 (7,y) 是 一 个 映射 ,再 设 zoE f(g) 是 一 个 孤立 点 ,于 是 有 x 
的 邻 域 5 积 yo 的 邻 域 了 使 得 

ICDCT， 

(一 zC7G7 一 加 )( 因 为 了 门 三 :Co 一 tzo) 换言之 ,f: 

(UU 一 x0) 一 >(V,V 一 yo). 所 以 有 诱导 映射 

ft HAU Uz ——rH (VV — yn) 
(x 一 dim 和 一 dim 了 ). 因为 这 两 个 群 都 是 Z, 所 以 f, 由 下 面 的 方程 
来 决定 

f.。(o) 一 15， 

gp 各 为 H.(U,VU 一 z0) 利 HCV 7 一 加) 的 生成 元 ,4 是 一 个 整数 . A 
称 为 在 zo( 关 于 所 取 生 成 元 ) 的 局 部 映射 度 (lccal degree), 记 作 
degs, (f). 

#H,(U,U 一 z0) 的 生成 元 的 选取 与 定向 有 关 . 在 R 中 固定 一 个 
定向 ,我 们 可 以 取 一 个 *- 单 形 ec 一人 ,mw 使 0€ 0 而 顶点 的 
次 序 ( 即 基底 一 w,…,w 一 w 之 次 序 ) 与 R 的 定向 一 致 ,包含 映射 
{0,00) 一 一 (R",R 一 0) 话 导出 一 个 同 构 

HClol,|%|)—H.,(R',R:—0), 
因为 这 个 包含 是 强 形变 收缩 . 另 ~- 方 面 [w,…,w%]E€#,(0,30) 是 一 
个 生成 元 . 很 清楚 ,选取 H.CR*',R* 一 0) 的 一 个 生成 元 和 选取 RR 的 一 
个 定向 是 一 回 事 . 
令 了 :R' 一 >R" 是 一 个 光滑 映射 且 
f0)=0, {0}=f~!1(0), 
面 县 0 是 一 个 正则 值 ,于 是 了 诱导 出 一 个 映射 
了 : (RPR 一 1 人) 一 一 (RDR' 一 0)， 
其 在 z=0 处 的 微分 也 是 一 个 映射 
(RR —0)—>(R',R'—0). 
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我 们 指出 ,f 和 df《0) 彼 此 同 伦 .RR 既是 可 缩 的 ,作为 一 对 空间 的 映 
射 

(R*,R"—0)——»(R',R*—0) 
是 同 伦 的 ,其 同 伦 总 不 得 将 任意 的 x 关 0 变 成 0, 即 
fltr) fit 天 0; 
df (0,7),t = 0. 
这 样 就 把 问题 化 成 f 为 线性 的 情况 , 妈 可 使 /EGLCa). 但 是 从 线 
福 代 数 很 容易 看 见 GLC(n) 只 有 两 个 同 伦 类 :其 一 使 det(f) >0, 另 
一 使 det(f) 之 0. 第 一 类 以 f=id 为 代表 元 , 它 保 持 定 向 和 生成 元 
[ws yb] 第 二 类 ,假如 以 

fm 一 1 一 一 (一 加 )， 

了 (人 一 加 ) 一 (ww 一) (>1) 
为 代表 元 , 它 逆 转 定向 和 生成 元 [w,w,… ,sj. 这 样 通过 同调 来 定 
义 的 在 正则 点 z 处 的 局 部 映射 度 和 前 面 通过 考查 df; 对 定向 的 影 
啊 来 定义 的 局 部 指标 是 一 回 事 . 

令 f; 一 >S* 是 一 连续 映射 . 因为 如 (CS) 一 2 可 以 用 下 式 
来 定义 了 的 整体 映射 度 
f.(L)—deg(f) + L, 
这 里 二 所 和 好 58") 是 一 个 生成 元 , 它 很 象 第 七 章 用 de Rham 上 同调 群 
所 定义 的 光滑 映射 的 映射 度 , 但 是 现在 是 对 任意 连续 映射 定义 的 ， 
而 且 一 目 了 然 deg (了 ) 是 一 个 整数 与 第 七 章 里 的 相同 ,deg(f) 是 局 
部 指标 之 和 , 设 f 是 光滑 的 ,而 4 是 它 的 一 个 正则 值 ,于 是 
t= {ps} 

是 有 限 集 , 取 4g 的 一 个 邻 域 Y 与 p 的 互相 分 离 的 邻 域 4, 使 对 每 一 
个 以， 


好 (7z)》 = { 


六 (5 太一 名) 一 一 (P 下 一 9) 
是 一 个 微分 同 胚 ,我 们 可 得 以 下 的 图 式 面 证 明 我 们 的 结论 . 
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HS’) te 


~ - 

HS ,SH — p.) HC(S" 人 一 {p.}) — >H, (Ss,S"—g) 
一 切除 一 切除 一 切除 
HDB) HOUUUGTp) -EHV V9) 
包含 各 | ABC ， 

DH,U, Up) 


再 一 次 看 到 ,把 整体 和 局 部 不 变量 联系 起 来 的 关键 仍 是 切除 
同 构 ,对 于 任 一 流 形 XX, 只 要 吕 .(X) 一 2, 上 面 的 论证 都 是 适用 的 . 
所 以 当天 是 紧 连 通 可 定向 流 形 时 是 这 样 ,而 这 从 de Rham 定理 也 
就 可 以 想到 ,但 是 关于 球 而 有 一 非常 值得 注意 的 事实 :一 般 说 来 同 
伦 的 映射 有 相同 的 映射 度 , 对 于 球面 , 逆 定 理 也 成 立 . 这 就 是 
Hurewicz 的 重要 定理 ,我 们 现在 还 不 讨论 它 . 

在 $ 1 中 我 们 提 到 古老 的 Eulet 定理 可 以 这 样 来 理解 , 即 Euler 
示 性 数 是 同调 的 不 变量 . 我 们 现在 介绍 这 个 思想 的 简单 然而 含义 
- 深远 的 推广 一 一 Lefschetz 不 动 点 公式 , 令 Y 为 一 矢量 空间 ,om :了 
一 >V 为 一 线性 映射 ,把 vp 写成 一 个 答 阵 p= (pa), 迹 的 定义 是 

Tr(p)— Dp 


众 所 轩 知 Tr(yp) 与 2 的 矩阵 表示 法 无 关 , 现 在 令 C 一 (C) 是 一 个 
( 体 上 的 ) 链 复 形 而 :0 一 >C 是 链 的 自 间 态 ,所 谓 Lefschtz 数 XA) 
定义 为 
X= 2 (~— DTrCs). 
当 8 一 1 时 ,Xi 就 是 Euler 示 性 数 x(0). 可 以 证 明 2%(i 和 Euler 示 
性 数 一 样 是 同调 不 变量 , 即 若 .:H.(0) 一 >8. (0) 是 诱导 的 闻 
态 , 则 
(了 一 (8 一 > (一 1)TrCi，). 


现在 可 以 提出 
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Lefschetz 不 动 点 定理 念 天 为 一 有 限 的 单纯 复合 形 ,f: | 天 | 
一 | 天 | 是 一 连续 映射 , 若 Lefschetz 数 
(用 一 > (— I)'Tr(f,, )A0, 


:HH,《(|K1) 一 4H.(|K|) 是 在 奇异 同调 (以 一 个 体 为 系数 ) 上 诱 
导 的 同 态 , 则 了 有 不 动 点 . 

证 设 f 没 有 不 动 点 ,证 明 4Xf}==0. 因为 |K| 为 紧 , 必 有 某 个 
>0, 使 对 一 切 z€ | 天 | ,dl(z,f(z)) 之 esd 表示 距离 .将 午 分 为 六 
使 ' 中 每 个 单 形 的 直径 均 < 过 e/3, 再 将 A' 重 分 为 kK" 使 f 有 单 形 甩 
近 p:K* 一 >K', 因 为 1(z) 和 B(x) 在 同一 单 形 中 ,dCfCx) ,多 (x)) 之 
s/3. 于 是 可 证 对 任 一 单 形 ecE FK' ,lo|Nplo 1) 一 儿 这 是 因为 : 车 z 
ElolNnzpCol),z 一 p(y), 则 有 

dy FO) Ed) t+, f(y)) 

= dD) ,9 ) E23, 

这 与 z(y,f(y)) 之 2 牙 盾 ， 
现在 考虑 链 映射 

usdiCCK')——0(K'), - 
sd:K' 一 >K" 是 § 4 中 所 定义 的 重 分 映射 ,上 面 所 证 意味 着 对 每 个 
[cje F', 链 pxsd[o] 中 并 不 包含 [oj 项 ,或 者 用 和 矩阵 表示 即 是 对 角 
线 上 之 元 全 为 0. 所 以 我 们 在 每 个 维 数 上 都 有 TrCpssd) 二 0, 从 而 
Xpnsd) 一 0, 再 用 同调 , 则 因 pp, ==f, 即 知 定理 成 立 . 

此 书 一 开始 ,我们 已 证 在 二 维 球 面 5 上 没有 处 处 非 零 的 矢 景 
场 . 现在 我 们 可 以 大 大 地 推广 这 个 结果 ， 

定理 在 Euier 示 性 数 XCM) 关 0 的 紧 流 形 W 上 ,不 存在 处 处 
不 为 0 的 矢量 场 . 

证 令 X 是 M 上 的 一 个 失 量 声 , 记 住 对 每 个 PEX, 痢 有 一 条 
经 过 只 的 最 大 积分 曙 线 att,P) ,不 难看 到 , 当 4 为 紧 时 ,alt,P) 对 
一 切 :ER 都 有 定义 ,于 是 我 们 有 一 个 整体 流 

aRXM—rM, GP) ralt,P). 
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对 每 个 iER, 映 射 a:M 一 > 当然 间 伦 于 和 亿 等 映射 (8H,CP)== 
alst,P))., 因此 Lefschetz 数 4a) 二 XC(1)= 二 XCM) 关 0. 由 Lefschetz 汗 
理 ,a 应 该 有 不 动 点 . 令 少 一 oa- 的 不 动 点 集 , 记 住 a 上 共有 群 性 质 
alt,a(s,P)) 二 a(t 十 s;P) ,容易 看 到 4HDC4. 因 此 {4} 是 非 空 紧 集 
的 下 降序 列 , 从 而 刘 汪 天 好 ,于 是 必 有 一 个 Po, 使 对 一 切 二 均 有 
a(2-:Po) 一 Po; 再 由 群 性 质 ,a(m2 一 ,Po 一 Po 对 所 有 整数 上 与 m 都 
成 立 , 由 连续 性 ,akt, Po) 一 Po 对 一 切 上 成立 ,很 清楚 XCPo) 一 0， 

上 面 的 定理 再 一 次 说 明了 “障碍 "的 概念 , 其 所 以 不 能 有 处 处 
非 0 的 矢量 场 就 在 于 XCM) 关 0 挡住 了 路 ,现在 对 这 种 情况 有 了 较 
深 的 了 解 ,因为 我 们 似 得 了 障碍 的 确切 性 质 : 它 是 整体 的 ,拓扑 的 
(所 以 不 管 你 有 多 少 分析 技 巧 也 无 能 为 力 }, 它 也 促使 我 们 想 一 些 
更 深入 的 问题 :例如 %(M) 是 仅 有 的 障碍 吗 ? 远 不 是 这 珂 事 .同调 
论 的 用 处 时 常 在 于 它 能 指出 最 简单 的 这 类 拓扑 障碍 . 


§ 6. CW 复 形 和 进一步 的 计算 


我 们 已 经 逐 其 地 认识 到 奇异 同调 是 作 形 式 的 讨论 最 方便 的 工 
具 . 按照 这 种 看 法 ,单纯 同调 可 以 看 作 是 一 种 计算 的 手段 (虽然 实 
际 上 远 不 止 于 此 ). 然而 ,从 纯粹 计算 的 观点 看 来 ,单纯 同调 还 不 是 
最 有 效 的 方法 . 一 个 已 给 的 空间 的 一 种 特定 的 三 角 剖 分 法 并 不 一 
定好 找 ,即使 找到 了 一 种 ,所 得 链 复 形 也 可 能 用 起 来 太 麻 烦 . 所 以 
我 们 介绍 一 种 更 一 般 类 型 的 三 角 衣 分 一 -CW 复 形 , 这 个 概念 是 
由 J.H.C. whitehead 提出 的 ,作为 研究 间 伦 论 的 工具 ,但 是 也 时 常 
成 为 更 简单 的 计算 同调 的 方法 . 
令 天 是 一 个 单纯 复 形 . 对 每 个 ?之 0, 令 
KF={0EK|dimo<n}, 
为 KK 的 “4- 肯 架 ”(n-skeleton). 我 们 可 以 认为 室 间 | 是 由 |K*|CC 
IC…C 1K"|CC… 这 样 一 步 步 造 出 来 的 . 在 |X"-!f 这 一 步 就 把 
更 高 一 维 的 * 单 形 1o1 沿 其 边缘 130 | 粘 在 |K"! | 上 而 得 到 下 一 步 
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的 |"|. 现在 我 们 来 推广 这 种 粘 的 过 程 , 设 六 ,Y 为 Hausdorff 拓扑 
空间 ,4CX. 且 了 ;4 一 > 了 为 连续 映射 ,在 与 Y 的 分 离 并 disjoint 
union)XUY 中 ,把 zxE 4 和 f(z)EY 等 同 起 来 ,形式 上 我 们 定义 了 
一 个 等 价 关系 ~ ;x~z' 即 指 z 二 zx' 或 者 

(1) 车 zx' EX,I~z 时 zx EA 了 (7)=f(7'); 

(2) 若 y,y EY yg~y 时 yy 一 y 

(3) 车 zEXYyEY,z~y 叶 rE 4 而 f(x) 一 y. 

记 商 空间 (XUY 了 /~ 为 XY, 称 为 由 了 通过 f:4 一 >Y 而 连接 六 
之 空间 . 我 们 用 亚 记 投影 XDY 一 XHY, 推 广 就 在 于 这 一 点 , 即 
连接 映射 了 不 一 定 如 包含 映射 1ac| 一 一 | 天 | 那样 是 一 对 一 的 . 

下 而 是 一 些 简单 的 事实 . 

1) TY CXUY 是 一 个 同 胀 ,将 Y 与 x HY 的 一 个 
子 集 等 同 起 来 , 记 作 YCXUHY. 

2) 车 4CX 为 紧 , 则 <(CX) 和 (Cd4) 是 DY 的 闭 子 集 . <: 工 一 
4 一 “~T(X 一 人 CAXDT 是 一 个 同 胚 ,将 一 4 与 XHY 的 一 个 子 集 
等 同 起 来 , 记 作 X—ACXUY. 

3) 车 4CX 是 X 中 的 一 个 邻 域 收 缩 核 Cneighborhood ret- 
ract)， 即 有 4 在 蒜 中 的 一 个 邻 域 刀 使 4CU 为 一 个 强 形变 收缩 核 ， 
则 YCXHY 也 是 一 个 邻 域 收 缩 核 . 因为 xCVUY) 是 了 在 XHY 中 
的 一 个 令 域 tr-!'ztU0UY) 一 UUY 是 开 的 ). 若 

Hs: UXI—rU 
是 一 个 收缩 , 且 .14=1; 央 六 :WUY)Xx1 一 *UUY 且 冯 Y=1 与 
等 价 关 系 相 容 , 因此 求 商 以 后 即 可 定义 一 个 收缩 问 :x CUUY)x1 
一 一 (DY7) 且 总 1rCr) 一 1. 
4)” 雇 上 产生 了 一 个 情况 :映射 
TX A XUY,Y) 
称 为 一 个 “相对 ”同上 胚 ,因为 
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一 4 一 人 一 并 Y 一 上 
是 余 集 上 的 一 个 同 胚 . 但 还 有 过 于 此 , 它 把 4 之 一 个 邻 域 了 ,4 是 
其 强 形变 收缩 核 , 变 到 了 的 邻 域 xC6UY), 而 Y 又 是 它 的 一 个 强 形 
变 收 缩 核 ,所 以 我 们 把 r 叫做 * 强 相对 同 肛 ” 我 们 育 下 面 一 串 包 含 
映射 
(KAI—(X,U)(X— AU— A 


XHY—Y ,a DY Yr)) 


(XHY, VDD XY,Y) 


所 有 这 些 包 含 映射 都 诱导 出 同调 之 间 的 同 构 ， 其 原因 : 就 第 一 个 
和 最 后 一 个 包含 映射 面 言 是 由 于 邻 域 收缩 第 二 个 和 第 四 个 是 由 
于 切除 中 间 的 一 个 则 是 由 于 户 肛 ， 于 是 (X，4) 一 (XLY, 
Y) 在 同调 之 间 诱 导出 同 构 . . 

若 X== 六 是 一 个 圆 盘 而 4 一 3 彤 一 他 -为 其 边缘 ， 以 上 所 述 都 
成 立 . 我 们 称 YP ulY 为 通过 贴 附 映射 f;5"-! 一 > 了 面 将 n- 胞 
和 腔 (ncell) 贴 附 . 映射 了 : 严 一 一 严 LY 称 为 特征 英 射 (charaeteristic 
map)， 其 象 r() 一 CDHY 称 为 PUY 中 的 一 个 * 胞 腔 ，e" 一 
F(P 一 9) 称 为 一 个 开 的 #- 胞 腔 . 注意 ,e 一 定 同 胀 于 开 圆 盘 (D)"， 
e" 是 ZU7 中 的 一 个 开 集 ， 

没有 不 能 同时 贴 附 多 于 一 个 x- 胞 腔 的 理由 , 若 {5,} 是 一 族 
圆 盘 , 且 有 映射 :95 一 >Y, 只 需 作 分 离 的 并 LgliyY 并 将 xz€E 35 
与 f(x)EY 等 同 起 来 即 可 . 一 个 空间 关 称 为 一 个 CW- 复 形 , 如 果 

GS=XICXIC' CHAT IC CCX， 
闫 是 由 X"! 贴 附 *- 胞 腔 而 得 , 为 简单 起 见 , 我 们 假设 XX 只 有 有 限 
多 个 胞 腔 (因此 XX 是 紧 的 )， 这样 假设 好 处 是 一 -显然 映射 f:X 
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一 -ry 当 且 仅 当 它 在 每 个 胞 腔 。e 己 X 上 为 连续 时 才 是 连续 的 如果 
胞 腔 为 数 无 限 ， 则 除非 有 特殊 条 件 ， 这 可 能 并 不 对 ， 这 个 条 件 即 
所 谓 对 于 “ 弱 ”(weak) 拓扑 的 w- 条 件 ,“CWw 复 形 ”的 字母 W 即 
是 指 此 , 字母 C 表 示 “ 闭 包 有 限 ”(ciosure finite), 其 意义 如 下 : 由 
定义 X 的 所 有 开 胞 腔 e" 都 是 互相 分 离 的 ， 但 是 闭 胞 腔 e 可 能 与 其 
它 胞 腔 相 交 . 财 包 有 限 就 是 指 每 个 e 只 能 与 有 和 限 多 个 胞 腔 相交 . X" 
CX 称 为 xX 的- 骨架. 注意 , 开 的 #- 胞 腔 e* 只 是 在 X" 中 开 , 最 后 ， 
车 令 X-! 二 4 而 不 是 空 集 , 我 们 就 称 《X，4) 为 相对 CW 复 形 , 例 
如 (XX，X"*) 就 是 一 个 相对 CW 复 形 . 

现在 我 们 要 讨论 CW 复 形 X 的 同调 性 质 . 为 简单 起 见 , 设 X 
是 有 限 的 ， 从 上 面 的 讨论 即 知 

区 ?水 有 
用 (CeX0 一 48( 基 环 ) 对 X 的 每 个 胞 腔 取 一 个 
一 一 之 直 和 ， t 一 姑 。 

令 PC) 一 下 (EX 构造 一 个 链 复 形 (F,CX)， 2)， 为 此 ,更 
为 一 般 , 令 〈X，4,，53) 是 空间 的 -- 个 “三 元 组 ”, 即 BCACX, 于 
是 有 以 下 的 一 些 复 形 . 


0 
id 
9 《好 ) 一 ~ 人 (B) 
0 一 一 SS (A) 一 一 (X) 一 3 (X, A} —*0 
id 


0O—rS(A,B)—”S(CX,B)—S(X,A)—>0 


| 


0 0 


其 实 我 们 只 不 过 是 说 
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ESCX)/SCBY /LS(A) /SCB)]= SCX) /SCA) 
罢了 ,最 后 一 行 仍然 是 分 解 正 合 的 ,这 样 就 给 出 一 个 正 合 序列 
—rH(AB)—>H(X,B— rH.(X,4) 


HA 8) 
它 叫做 三 元 组 CX,4,8) 的 正 合 序列 . 我 们 定义 3.:W.(X) 一 > 
几 ICX) 如 下 : 
WX) 一 下 (和 XT —H KT) HX ,xX"-?) 
=W._,(X)., 
于 是 ,有 2- 二 0, 因 为 4_19,_:s 中 有 
所 (一 XXX) 一 
它 当 然 是 0. 这 样 ,我 们 就 有 一 个 基本 的 事实 : 
定理 若 改 是 一 个 CW 复 形 ,; 则 BH, (W(X) 二 H.CX). 
换言之 ,我们 可 以 用 复 形 W(X) 来 计算 五 ,CX) ,而 W(X) 则 可 
以 用 半分 解 为 胞 腔 来 描述 , 例 姑 ,车 X 只 有 很 少 几 个 胞 腔 ,W(X) 
处 理 起 来 是 很 简单 的 . 这 个 定理 证 明 很 简单 . 我 们 先 给 出 几 个 引 
理 . 
引 理 ! 对 于 7 之 q 之 nn 或 x 之 p29 均 有 ,CX’,X') 二 0. 
证 对 zp 一 g 用 归纳 法 证 明 . 对 于 三 元 组 (CX?,X'+!,X*) 前 述 序 
列 包 含 下 面 这 样 一 段 
0=H.CX+!, KX) — H.CX?, X)—> H.CX, Xt!) 一 0， 
引 理 2 当 gq 之 x 时 ,H,(X,X')=0. 
证 任意 [ajE H,《X,X") 都 可 以 用 某 个 a€ 8(CX’') 来 表示 ,这 
里 p 之 9, 于 是 [a] 在 
ImCH.(X', X)——rH,(X,X')) 
中 ,但 当 g 尝 x 时 ,由 引 理 1,H.CX',X') 二 0, 套 得 引 理 之 证 . 
引 理 3 若 g>r 及 gr7; 则 于 (X',X') 一 H,(X,X"). 
证 三 元 组 (X,X',X') 的 序列 中 包含 下 面 这 样 一 段 
0 = Hun(X, ,XKX)—> HX,X)— HC(X,X') 
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—>H,(X,X)=0. 
定理 的 证 明 令 t<a 一 2, 我 们 有 以 下 的 图 


H,! (Xt!, X") 万 (CX, X') 一 0 
Nhl | 
OH XO HX XAOS HX Ke ) HX Xt) 
EN jw” 
H, (Xt', X') 
0=H, (Xt!, X’) 
现在 
HAX, XD)HAX+!, XI!) 《〈 引 理 3) 
HX ,X)/ma ， 
二 mrt. /ImGi.9) (因为 i. 是 一 对 一 的 ) 
二 ker 3 /Im(3,+1) (因为 横行 是 正 合 的 ) 
ker J 9 ZIma+i (因为 j. 是 一 对 一 的 ) 
ker Hf/ Imo,+i 
= H.W(CX)), 
再 取 *= 一 1 妈 可 . 


例 我 们 给 出 复 射影 空间 CP' 的 一 个 CW- 训 分 如 下 : 令 Cp 
CCcP 为 子 集 { [za，…， za] 1a 二 0) 而 5” 一 >Cp"! 为 自然 的 投 
影 《zo，。…，， 1) 一 [20, ?oy Za 一 19 0]j. 现在 活 射 

D2”—=CP*, 
i 2 【2z6 2 一 1) 二 一 一 [20 6 2 + ~ ] 一 |z1’] 
诱导 出 一 个 映射 p* Ucp™—=CP" 而 它 很 明显 是 一 个 同 胀 ， 这 说 
明 cP* 可 以 从 cP! 连接 一 个 2r- 胞 腔 而 得 ， 显 然 , 这 说 明 cP* 有 一 
个 Cw- 毅 分 , 在 从 0 到 2r 的 每 一 个 偶数 维 上 均 有 一 个 胞 腔 . 故 复 形 
到 就 是 
日 一 W,, 一 R 一 一 ~ 0 ——r Ws 一 R 一 一 0 一 一 
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一 R -一 -0 一 ,一 R 一 -0. 


由 此 ， 得 
R, 1 为 偶 ,， 0 所 i 寺 27; 
HCP', R) = 
Ne 其 它 的 i 
我 们 曾经 计算 过 de Rham 群 而 得 


dimH?* (CP") 之 1. 
现在 这 里 只 有 等 号 成 立 , 再 结合 第 十 一 章 的 Poincaré 对 侦 定 理 , 从 
而 可 最 终 完成 这 一 计算 - 

在 上 面 的 例 中 , 当 ; 为 奇数 时 久 , 二 0, 这 就 必然 得 出 边缘 算 子 
3 二 0 这 一 结论 , 一 般 说 来 , 我 们 是 需要 说 明 如 何 计算 W(X) 中 的 算 
子 3 的. 

令 eCX 是 一 个 #- 胞 腔 而 3 二 e 一 ee ,我 们 有 包含 映射 :Cey9e) 
一 一 (X",X" 人 ), 而 它 诱导 出 一 个 映射 i, :H,(e,9e)——>HCX*,X"!) 
使 前 者 成 为 后 者 的 一 个 直 和 因子 . 令 和 /和 是 由 X* 将 X"“' 捍 
《coljapse) 为 一 点 而 得 的 空间 , 子 是 投影 

(CD 一 (XI 

是 一 个 强 相 对 同 肛 , 因此 不 改变 同调 ; 另 一 方面 ,空间 X/ XI: 在 
几何 上 很 容易 想象 、 它 只 不 过 是 许多 球面 e/ae 粘 结 在 一 点 * ， 我 
们 称 它 为 一 束 球 面 (bouquet of spheres)， 记 作 Ve/3e, 于 是 有 明显 
的 投影 映射 : 
Ve/ de —rrt/ar, 
即将 所 有 e 半 7 的 e 送 到 点 * ， 而 将 + 中 的 点 不 变 ， 换言之 ， 它 就 
是 映射 

PiX*/X TrX /A T=T/Ar, 
这 样 

H.Ce/a0)— HK KH/ 9) 
显然 满足 

Prsbor — br 
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从 而 把 H.CX"/X" 分解 为 直 和 中 属 (e/ae)， 
对 于 每 一 个 六 胸腔 e, 由 定义 都 有 一 个 特征 映射 g.: (六 ,5S*') 
一 >(e,9e) ,使 得 
和 | 人 一 
即 基 ， 贴 附 映 射 p, 是 强 相对 同 胚 . 它 诱 导出 一 个 真正 的 同 胚 
PD/ SS" re/de, 
但 六 jsS-' 一 人 一 个 明显 的 相对 同 胚 是 
nx: (FP, 1) 一 (9 ，F) 
zf 二 (rs oy Ka (I Mt 1), 
这 里 4= VA 一 [zp 二 2|z|: 一 1，* 一 (0，…，0，1);+ 于 是 我 
们 有 同 及 


pe ;hp /8S"— ee 
现在 我 们 能 描述 9:W.(X) 一 >W,-:CX) 了 .3 可 以 用 整数 元 矩 
阵 [e,r]j 表 示 , 对 每 一 个 %- 胞 腔 e 和 一 个 (n 一 1)- 胞 腔 + 各 有 这 样 一 
个 矩阵 元 , 即 有 
3e= 2) Le, rt] 7, 
整数 [e，7] 称 为 关联 数 (incidence number)， 下 面 的 图 


3 


HCD ,S11) rH 18"-!) 


| 网 


于 (DC 


| | 


WX) 于 (CT 一 CX/ Xe?) 
| 


W(X) H.Cr/9r) 
| 
Hai C5°!) 
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说 明 [e，r] 就 是 下 面 映射 的 映射 度 


Pe Pr 
Sr 一】 Pye ? > Xe I/ NX" t/aT Sl 


证 一 1 


Pr: 


生成 元 要 适当 选择 , 即 是 说 e 和 7 要 定向 . 这 可 以 用 来 实际 计算 . 
例如 , 设 靳 '。P.。7。9. 是 光滑 映射 ,而 以 8E 5"! ,5b 关 * 为 一 个 
正规 值 ， 这 时 5 可 以 看 成 是 b€Ert"CX*1! 面 可 以 用 pr! (6) 的 户 部 
指标 来 计算 [e，z]. 

例 2 和 复 射影 空间 一 样 ， 实 射影 空间 RP' 也 有 一 个 CW- 剖 
分 ， 对 每 一 个 维 数 ESw 都 有 一 个 万 胞 腔 a 对 于 。 的 贴 附 映射 
St! 一 >zRP!-! 是 

t= (zo, ry 21) Eo [zo "7 TZ} 
每 一 点 [xz] 只 要 z-! 关 0 都 在 e*":-: 中 ， 我 们 有 
(Co Lz] = {zr, —z}, 


-Pep?* Pe 


因为 对 径 映 射 

US 一 SC1，z| 一 z 
之 映射 度 是 《一 1)*， 我 们 可 得 关系 式 

et 二 [1 十 (—1)*] Bi—19 
所 以 ， 以 也 为 系数 域 的 复 形 W(X) 是 


0—W, 人 一 一 ~ ai] 
| | 
0 7 I 轧 RR / 2 oy 一 一 >10. 
由 此 可 以 算出 


0， 为 偶 或 下 人 > m3 
F(RP* ,2Z) 一 | 上 为 坷 是 0 < 下 < mn 
2， 一 fm 而 na 为 奇 . 
当 % 一 2 时 ， 这 里 的 结果 和 前 面 用 单纯 复 形 计算 的 一 样 ， 读 者 会 体 
会 得 到 这 里 的 计算 更 为 经 济 ， 这 里 的 CW- 前 分 对 每 一 个 维 数 只 用 
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一 个 胞 腔 . 在 单纯 理论 中 , 至 少 用 了 16 个 2- 单 形 才 对 RP? 作 出 了 一 
单纯 前 分 - 再 举 一 个 平 开 的 例子 . 维 球 面 人 也 有 一 个 CWw- 训 分 ， 
它 有 两 个 胞 腔 , 一 个 0- 胞 腔 * 和 一 个 x 胞 腔 , 以 及 一 个 平凡 的 贴 附 
隔 射 5 一 一 > x . 

最 后 一 点 说 明 : 一 个 单 形 剖 分 当然 也 是 一 个 CwW- 削 分 ， 如 果 
我 们 象 荆 面 那样 把 连接 数 计 算 到 底 的 话 ， 而 且 时 刻 记 住 单 形 的 定 
向 ， 那 么 最 后 恰好 得 到 

9 [mp 一 >) ~) fw 2, Wy tj. 


所 以 ， 我 们 又 一 次 证 明了 单纯 同调 就 是 奇异 同调 .说 实话 ， 这 只 
不 过 是 取 明 显 的 计算 的 形式 来 证 明 这 个 结论 罢了 . 
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第 十 章 ”上 同调 


§ 1. 引 


上 一 章 中 把 上 同调 定义 为 同调 的 形式 对 偶 ， 建 立 它 是 因为 流 
形 对 的 de Rham 群 如 (MU) 恰 好 是 奇异 同调 总 .CMR8) 的 对 偶 一 一 
通过 积分 实现 ， 所 以 奇异 上 同调 是 表明 de Rham 群 的 拓扑 不 变性 
之 自然 的 方法 ， 作 为 同调 的 形式 对 偶 ， 上 同调 自然 和 同调 有 许多 
相似 的 性 质 ， 其 实 ， 上 一 章 里 建立 的 形式 性 质 ， 对 于 上 同调 也 都 
有 类 似 的 命题 ， 但 对 于 上 上 同调， 诱导 同 态 与 同调 的 诱导 同 态 方向 
相反 . 回 包 一 下 , 若 f:X 一 >Y 是 一 个 映射 ， 它 诱导 出 一 个 同 态 

fu:S(X)—* 心 (了 ). 
由 此 得 出 奇异 同调 闻 的 同 态 
ff :HH.(X)— HH.(Y). 


叫 


但 因 上 和 链 是 
S*(X) 一 Hom(S(X) ,R) (RB: 基 城 )， 

所 以 我 们 现在 在 上 链 上 得 到 的 诱导 间 态 是 

f*:S°' (YF) — S" (X). 
由 此 再 过 渡 到 同调 所 得 的 同 态 ， 方 向 自然 也 相反 ， 即 

f° :H"(Y)—* H*(X) 
《传统 上 用 了 一 个 不 恰当 的 名 词 :“ 上 ”同调 “co-”homology, 它 其 
实 是 “ 道 ” 变 函 子 *contra-”variant functor ， 而 同调 这 了 匡 子 反 
而 是 “ 协 ” 变 “co-”?variant 一 一 的 . Hilton 和 Wiley 曾 建 议 把 cohomolo- 
gy 的 字 头 “co” 改 为 “contra” 一 一 上 上 同调 改 为 逆 辣 调 ， 可 惜 毫 无 
结果 ). 这 个 看 来 无 甚 差别 其 实 有 深远 的 含义 , 使 得 上 同调 虽 远 远 
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不 如 何谓 之 直观 (一 个 上 链 作 为 一 个 “ 滩 落 ”是 很 难看 得 见 ”), 却 
肯定 地 是 更 有 力 的 工具 ， 其 理由 在 于 上 同调 有 和 屁 积 这 个 附加 的 构 
造 ， 使 它 成 为 一 个 代数 (或 一 个 环 )，、 而 不 象 何 调 只 是 一 个 模 (或 
一 个 群 ). 

拓扑 学 中 一 个 自然 的 运算 是 取 两 个 空间 的 笛 卡 儿 莱 积 XXY. 
人 们 自然 想 了 解 ， 它 们 的 同 旋即 .CXXY),H,《X) 和 矿 , (7Y) 的 
关系 ， 但 是 这 个 问题 并 没有 直截了当 的 答案 ， 然 而 至 少 可 以 看 到 
下 述 的 情况 一 一 设 X 与 7 是 CW 复 形 ,XXY 显然 也 是 ,而 ex 为 
胞 腔 ， 这 里 e 和 + 分 别 为 X 和 Y 的 胞 上 腔 . 用 链 复 形 的 话 来 说 . 这 
意味 着 

W(XXY)=W(XIOWOYY. 
它 给 出 关系 式 
H.CX) OH, I)— H.C(X XY), 
[ej, [8] 一” [ap]， 
以 及 
H* (的 五) 一 一 HCF XY), 
[pj x [$+t—> [yO]. 
至 此 为 焉 ， 上 和 何 旋 和 何谓 仍旧 是 平行 的 理论 若 令 X=Y, 我 们 有 
对 角 映 射 
:XE— ryXXX, I (rz, x). 
取 诱 导 映 射 再 和 上 面 的 瞎 射 合 起 来 ， 有 
H, (X)@ 有 .CCX) -> 有 (XXXJ< 有 (X)， 
H* (XOH' (XH (XXX) LH (X). 
因为 4 的 方向 适当 ,第 二 行 就 可 定义 一 个 才 积 , 面 第 一 行 很 不 幸 ， 
什么 都 给 不 出 (当然 这 样 说 也 不 全 对 ， 见 $7)， 

上 面 的 观察 来 自 Lefschetz， 后 来 Steenrod 作 了 详细 的 解释 
CSteenrod 在 对 乘积 的 了 解 上 也 有 过 大 贡献 )， 这 件 事 以 及 何谓 和 
上 同调 之 间 的 其 它 对 偶 关 系 ， 训 是 本 章 的 主题 ， 
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$ 2。 Pontriagin 对 偶 性 


这 一 节 是 准备 知识 ,我 们 想 把 尊 调 和 -上 同调 的 对 偶 弄 确切 . 主 
要 结论 是 他 们 并 不 总 是 真正 地 互相 对 偶 的 . 

我 们 总 是 考虑 一 个 国定 的 基 环 R. 对 于 一 个 模 ( 即 &- 模 )M 林 ,其 
对 偶 履 ` 如 道 常 一 样 即 线性 泛 函 p:M 一 RE 所 成 之 模 MM*， 令 于， 
N 为 模 ， 而 

B: MX N—-hi 
是 一 个 双 线 性 形式 ( 即 B: MON 一 R 是 张 量 积 上 的 线性 泛 函 ). 于 
是 8 诱 出 一 个 映射 
B:M—rN°, 
IF———B {rx, +*). 

所 谓 至 是 一 个 对 偶 性 , 即 指 闻 是 一 个 疗 构 , 即 若 B(x,y)= 二 0 对 一 切 
y 成 立 欠 z 一 0， 而 且 六 "中 一 切 元 pgEN 都 可 写成 2(") 一 BCz，，)， 
“是 1 的 某 个 元 . 

注意 ,我 们 是 按 一 定 次 序 来 做 这 伴 事 的 .因为 8 还 诱 出 另 一 

个 映射 
下 :一 
yr——B(*,Y), 
即使 各 是 辣 构 ，# 也 可 能 不 是 ， 例 如 我 们 有 自然 的 形式 
Di:M* XM—rR, 
(Pp, 7) + 一 9(z). 
于 是 六 :用 "一 xM "就 是 恒 等 映 射 ， 它 当然 是 同 构 ， 但 是 
已 :一 1 
zh 一 ”2 
是 由 xz(o) 一 wz) 给 出 的 ， 而 它 可 能 不 是 癌 梅 ， 事 实 上 ， 户 为 同 梅 
等 价 于 说 互 为 同 构 绽 闯 为 同 构 ， 这 当 基 环 R 为 体 而 我 们 处 理 的 模 
《 即 矢 量 空 间 ) 为 有 眼 维 时 为 真 . 所 以 这 只 是 简单 的 模型 . 
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设 C= 40,, 9 是 一 个 站 上 的 链 夏 形 , 0*=={C',6) 是 对 侦 的 上 
链 复 形 ， 我 们 有 自然 的 对 侦 性 5， 
D:O XO,— zp, 
(p, ¢) plc). 
由 定义 (6p) (rc) 二 gp(3c)， 这 说 明 上 5 诱导 出 一 个 配对 《pairing) 
H' (0) X H.(0O)———R, 
[gl'Lclr— {9(e)] 
称 为 赋值 配对 或 Pontrjagin 对 偶 性 .但 是 它 并 不 总 是 一 个 对 偶 性 . 
取 对 偶 的 基本 的 左 正 合 性 质 ， 若 
和 
是 正人 台 的 、 在 对 偶 之 后 只 能 得 到 如 下 的 正 合 序列 
过 


了 
0 一 ~ 工 一 ~ 一 ~ 


把 它 应 用 到 下 面 的 图 中 


0 
| | 
0 一 2 一 一 一 有 一 0 
和 


: 局 
0 一 委 - 一 CC- 一 人 一 0 


局 < 一 出 < 一 
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已 。 
0-—>B" 一 一 ~- 人 1 


若 w 和 Co [9 六 六 (9)] Ke) 一 opCbacy 一 83ac) ,所 以 
3 一 

设 和 一 0. 因为 3 是 一 对 一 的 , 故 有 六 让 0 所 以 i* 《5p)E 
LBC}J" .映射 

[pj—i" (p) 
正 是 对 偶 性 

Hi(C) -一 一 五 (CC) 
为 了 证 裔 它 是 一 对 一 的 , 设 i? (yp) 二 0, 如 果 中 间 一 行 是 正 合 的 , 我 
们 可 以 退回 和 到 B, ,着 上 一 行 与 左 一 烈 也 都 是 正 合 的 , 则 还 可 以 妨 
踪 到 C1, 说 明 w= by 若 中 间 一 行 也 是 正 合 的 ， 则 Zz 中 的 任 一 
个 东西 都 可 以 追 回 到 Ce* 而 有 全 射 ， 所 以 对 于 真正 对 偶 性 的 障碍 
在 用 虐 稍 头 指出 的 外， 图 两 处 ， 那 么 ， 在 什么 条 件 下 可 以 除去 这 
种 障碍 呢 ? 回 到 


人 
如 果 世 是 自由 的 ， 则 序列 是 分 裂 的 ， 从 而 
0 六 
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将 是 正 合 的 (甚至 是 分 裂 的 ) ,在 我 们 的 倩 况 下 世 就 是 马 -， 刀 -> 和 
好 -1CC). 若 C 一 SCX) 是 空间 X( 或 (X.4)) 的 奇异 复 形 , 则 2X,4) 
总 是 雪 由 的 ,但 是 玉 -cc)= 玫 -KGX,4) 就 不 在 我 们 控制 之 中 了 . 
所 以 有 

定理 (Pontrjagin 对 侦 性 ) ” 若 模 总 -，《xX, 4; R) 是 自由 的 , 则 
赋值 配对 

H'COX,AIR) XxX HOCX,ASR)———>» 

是 对 偶 性 .特别 ， 若 RR 是 一 个 体 则 总 是 这 样 . 

以 上 只 是 所 请 上 同调 的 万 有 系数 定理 之 特例 .我 们 只 指出 , 若 
器 是 一个 体 , 而 (X，4) 是 一 个 相对 有 限 CW 复 形 ， 则 万" (X,4 
83) 和 H.CX,4;f) 确实 是 通过 赋值 配对 而 对 偶 的 ， 


3 5， 乘积 空间 和 Kiinneth 公式 


我 们 已 在 $ 1 看 到 笛 卡 儿 乘 积 XXY 的 同调 是 定义 上 同调 的 
乘积 运算 的 关键 ， 若 X 和 了 都 是 CWw 复 形 ， 则 XXY 也 自然 地 是 
CW 复 形 而 且 以 cXz 为 其 胞 腔 , c, * 分别 是 X 与 了 的 胸腔 (这 也 
是 CW 复 形 优 于 单纯 复 形 之 一 点 ， 当 六，Y 有 单 形 误 分 时 ，XXY 
并 没有 “自然 的 ” 单 形 剖 分 )， 由 此 可 以 看 出 , W(X XY) = W(X) 
的 WC ), 但 这 还 不 完全 ,还 需要 刻画 W(XXY) 中 的 边缘 算 子 3. 记 
住 ,对 于 X 中 的 # 胞 腔 。、 有 一 个 元 [e]€ ,CX",X"!1) 与 之 对 应 .为 
了 求 3[ej, 先 取 e 之 几何 边缘 3% 二 e 一 eCX"-!,9e 将 与 有 限 个 (x 一 
1)- 胞 腔 * 相交 ,其 连接 数 为 [e,s], 然 后 令 X"-! 坊 缩 (collapse) 以 得 
出 

[sa] € HX ,XT) = HX/X"?), 
子 是 有 | 
ALe] = 2 [es][e] 


总 之 ,在 几何 边缘 中 令 X'-? 塌 缩 即 可 得 到 3[e] 的 代数 公式 ,为 了 
265 


在 XXY 中 作 这 件 事 ， 定 义 空间 对 的 乘积 为 
( 改 ,4) X (了 ,8B) = (XX YXX BU (AX YI) 
较为 方便 ， 例 如 ， 若 大 一 产 ，Y 一 疡 为 圆 盘 ， 则 XXY=P Xx 二 
Dr+n， 而 我 们 有 am X 天) 二 (azXi) 虽 (CPXa)， 即 
( 玉 +my3DP+e) = CD ,90) X Chr, a0"). 
由 此 式 可 知 ，exzr 的 几何 边缘 是 
He XT)= (X77 UYU (ex ar), 
它 是 在 CX!XxY") UCX*XY"”1) CC CXXY)+" 一 中 .在 其 中 令 
(人 XyYO+ > 塌 缩 ， 从 而 给 出 、 
a([e] 久 [rz]) = ale] ® [7 + Le] W 37]), 
符号 土 视 定向 而 定 ， 这 就 启发 我 们 给 出 以 下 的 
定义 令 4,，B 为 复 形 ， 则 48 表示 以 下 的 复 形 
(A 0 BY = BA 人 DB)， 
而 边缘 算 子 3 定义 为 
ala 8) = oa WB + (— 1) 00 %, (x) 
3 的 定义 中 用 语 不 太 准 确 ， 应 该 说 
{a60b) —rauB+ (~1)satm 
显然 是 一 个 双 线 性 算 子 ， 从 而 定义 AB 上 的 一 个 映射 3 并 适合 
Cx ), 定义 中 的 因子 (一 1)% 是 为 了 保证 33 一 0, 这 一 点 读者 可 以 
自己 验证 ， 
作 一 般 的 讨论 ,需要 进 到 奇异 理论 .我 们 立刻 就 遇 到 麻烦 , 因 
为 SCXXY)=SC(X) 的 SCY) 显 然 一 般 不 成 立 ,或 者 除去 维 数 为 0 的 
情况 ,因为 这 时 S.CXXY) = 二 5o(X)@56(7). 但 是 从 已 有 的 经 验 , 大 
可 不 必 着 急 , 因 为 很 可 能 8CXXZY) 和 SCX)6@S(Y) 具 有 相同 的 同 
调 , 例 如 在 切断 定理 中 就 是 这 样 .但 是 现在 的 问题 更 为 广东 ,因为 
我 们 没有 一 个 子 复 形 ,从 而 也 就 没有 作为 同 伦 等 价 对 象 的 包含 映 
射 , 仅 有 的 可 以 看 到 的 联系 是 一 个 等 同 关系 
An: SOX XY) ~ SX) 0 So(7Y)， 
Xr ee vr 
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lo 和 7 就 是 X 和 Y 中 的 点 ). 但 这 已 经 足够 了 ,因为 我 们 有 一 个 很 
一 般 的 定理 : 
定理 (Eilenberg-Zilber) ”沙子 S(X) 四 SG) 与 SCX XY) 是 
同 伦 等 价 的 . 确切 地 说 ， 存 在 自然 的 链 上 映射 
PISCX) OO SCI) — SCX XY), 
PISC(X X 了 ) 一 SCXX) O SO), 
使 得 me 一 47， 加 一 4o， 任 意 的 这 种 链 映 射 自 动 地 是 同 伦 等 价 ， 而 
且 除 相差 一 个 同 伦 之 外 是 唯一 的 ， 
此 定理 虽然 范围 广泛 ,其实 它 的 思想 很 简单 .只 需 用 零 调 承 
载 子 的 方法 作出 定理 中 所 需要 的 一 切 就 行 了 . 也 就 是 只 需 注意 ,处 
处 都 用 互 . (4. ) 代 替 标 准 单 形 4, 就 行 了 . 但 是 有 一 点 十 分 关键 , 即 
我 们 的 作法 必须 都 是 函 子 的 ， 亦 即 自然 的 ， 例 如 在 作 mp 时， 必须 
要 有 可 交换 性 ， 


PAY 


S(X)O SY) SCXXY) 
fys (了 X8)a 
SX' JOOSCY! ) i SCX' XY! ) 


这 里 f:X 一 >X',，g:7Y 一 > 了!' 是 两 个 映射 . 零 调 承载 子 方法 意味 着 
可 以 作出 许多 选择 ， 对 这 种 作法 可 以 举 一 个 例 ， 例 如 说 ， 因 为 3c 
一 0 对 acES (4) 成 立 , 而 且 五 . (41) 又 是 零 调 的 ,一定 存在 8 使 
二 98， 选 一 个 8 而 且 规 定 你 想 要 找 的 东西 是 8 对 于 一 个 空间 来 
说 ， 这 样 做 毫 无 问题 ， 对 所 有 的 空间 同时 作出 选择 使 所 有 有 关 的 
图 式 都 是 可 交换 的 这 一 点 也 是 可 以 做 到 的 ， 而 Eilenberg 和 Zilber 
的 才智 正在 于 此 . 他 们 的 办 法 后 来 就 叫做 零 调 模型 定理 (acyclic 
model theorem). 我 们 不 讲 它 的 细节 ， 但 是 现在 正 是 弄 清 函 子 和 自 
然 性 概念 的 好 机 会 , 我 们 懂得 , 代数 拓扑 不 变量 诸如 同调 总 , 是 给 
几何 空间 X 照 了 一 张 代 数 的 相片 : X ~ 一 >#,《X)，, 但 不 仅 于 此 ， 
它 还 给 几何 映射 f;X 一 >Y 也 照 了 一 张 代数 的 相片 ，(f:X 一 >Y)》 
一 一 个 (X) 一 五 .(7))、 最 后 ,也 是 最 重要 的 是 映射 之 间 
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的 关系 以 某 种 形式 保存 下 来 了 : ( 太 ) . 二 f.g:. 只 有 所 有 这 一 切 部 
成 立时 ， 才 把 这 个 不 变量 称 为 男子 ， 当 我 们 需要 比较 函 子 时 ， 很 
自然 地 我 们 是 要 比较 其 所 有 的 相片 ， 而 不 只 是 它 在 一 个 几何 空间 
上 的 “ 值 ” 在 这 个 意义 下 ， 函 子 之 间 的 比较 或 “ 同 构 ” 称 为 “ 自 
然 的 ”或 “洋子 的 ”. 

Eilenberg-Ziiber 定理 的 要 点 在 于 可 用 SCX) @ SCF) 代替 SCX 
X 了 ), 只 要 它们 可 以 归 化 为 等 同 关系 4 就 行 , 具体 的 代 换 方法 是 
无 关 紧 要 的 . .所 以 当 我 们 选用 了 一 种 代 换 法 之 后 ， 就 写作 


S(X) @ S57) < sx x 7¥). 

下 面 就 是 代 换 法 之 一 . 

倒 令 省 一 《eg，el， "ee》 为 标准 下 单 形 ， Ok, 所 请 
前 左面 就 是 映射 

4 一 
它 把 么 的 顶点 号 为 峡 的 前 上 1 个 顶点 ee el，…，s 后 (k 一 1) - 
面 则 旦 映射 
Bi i— ds 
它 把 4-: 的 顶点 映 为 少 的 后 类 一 ! 十 1 个 顶点 em， 和 ，e， 作 投影 
TFI 有 XY 一 ,72 :XXX 了 一 一 了 YY、 定义 
pp: SX XY) 一 ~ [SCX) CI SOY), 
om Dm eoe pF)® m0. B-!), 


这 是 Alexander 和 Whitney 作出 的 一 个 EZ. 
Filenberg-Zilber 定理 把 吾 . (XXY) 的 计算 化 为 一 个 纯粹 的 代 
数 问题 . 已 知 复 形 4 和 BB， 怎样 计算 于 ,4698)? 可 是 这 又 是 一 个 
没有 简单 答案 的 问题 ， 很 象 取 对 侦 的 情况 ， 问 题 中 心 仍 在 于 他 不 
是 一 个 正 合 医 子 ， 设 已 给 正 合 序列 
B 


0 一 > 开 一 -一 一 了 一 0. 


只 能 得 出 
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MO BO SL-0 


为 正 合 ， 证 我 们 看 一 个 ， 这 在 几何 上 表示 什么 . 
令 aE4，5EG 了 为 两 个 循环 ， 由 405 中 边缘 算 子 3 的 定义 ， 
有 
aa 的 有 一 如 的 8 十 za 的 盐 一 10. 
事实 上 ， 我 们 还 可 以 得 出 一 个 适当 的 自然 同 态 
a: H.(A) OH.B)— H. (4 B), 
[ol] 名 [2] — [a®2], 
最 好 的 情况 是 a 为 同 构 ， 有 时 确 为 如 此 .一 个 例子 是 
引 理 若 4 为 自由 的 ，34=0， 即 五 (4) 一 4， 则 a 为 同 攀 . 
证 若 4 为 以 下 形式 
天 
R, k= n, 
即 4 中 之 元 全 集中 在 一 个 维 数 * 上 ,这 引 理 是 明显 的 , 一 般 情况 下 
的 4 则 是 这 种 集中 的 复 形 之 直 和 ， 
今 定 义 复 形 2 与 了 如 下 : 
二 (4) (4 中 的 循环 )， 
D, 一 8..1(4) (4 中 的 边缘 )， 
注意 了 中 指标 的 变化 , 再 注意 在 D 与 Z 中 边缘 算 于 均 为 0. 我 从 有 
正 合 序列 
0 一 ~Z 一 > 4 一 ~ 少 一 0， 
设 呈 是 自由 的 ， 于 是 序列 是 分 裂 的 与 总 作 张 量 积 ， 即 得 一 个 正 
合 序 列 


0 一 ~ 也 轩 3- 一 -4 办 8 一 D 内 5 一 >0. 
取 其 同调 ， 即 得 一 个 长 正 合 序列 
HADD HDODN HOD 


由 此 又 有 一 个 短 正 合 序 列 
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HZ 的) B) 
1m.4,+1 


0 
回想 一 下 连接 同 态 4 的 定义 就 可 以 看 到 现在 它 正 是 由 包含 映射 D 
一 一 所 诱导 的 .用 上 之 引 理 ， 即 有 
Wo! 
DOH (B) ZoH (B) 


at al 


(D1), 


——» H(A B)—> kerd, —— 0. 


H (DB) 


nH (ZB) 


我 们 还 有 一 个 正 合 序列 
0— >» DZ H(A4)— 0. 
若 H(4) 是 自由 的 ， 此 序列 必 是 分 裂 正 合 的 ， 所 以 
0—— D0 HB) ‘Oz HCB)—r H(A) OH(B)— 0 

也 基 正 合 的 ,所 以 ker (的 1) 一 0,coker (601) 二 #4) 的 8(8). 如 果 
我 们 讨论 奇异 同调 ,整个 复 形 SCX,4) 都 是 自由 的 ,但 边缘 8(X， 
4) 和 循环 2(X,4) 则 不 一 定 , 所 以 需要 更 特殊 一 些 . 设 基 环 丸 是 一 
个 主 理想 环 , 因为 我 们 有 一 个 基本 的 事实 一 一 

主 理想 整 环 定理 在 主 理想 整 环 上 之 自由 模 ， 其 子 模 仍 是 自 
由 的 ， 

于 是 BC(X,4)C2ZCXE,4)CSCX,4) 都 是 自由 的 ,余下 仍 需 注意 
的 条 件 只 有 同调 HC4) 是 否 自由 ,注意 到 4 和 8 是 对 称 的 , 即 有 

定理 (Kiinneth 公式 ) 只 要 三 .5X) 与 已。 (Y) 中 有 一 个 是 自由 
的 , 则 

arH. (KX) OO H.F)——* H,(X XY) 

是 同 构 . | 

上 述 定理 还 不 是 最 一 般 的 形状 .对 于 上 同调 和 种 种 相对 的 情 
况 也 都 有 相应 的 情况 和 相应 的 定理 . 它们 都 有 一 些 技巧 性 的 要 求 ， 
但 我 不 打算 在 这 些 细节 上 再 费时 间 、 所 以 只 是 给 出 以 后 要 用 的 结 
果 . 
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定理 只 要 五 .(X,4) 或 下 (YY 5) 为 自由 ,而 在 上 让 X 六 中 人 

x8,4X7} 是 切除 的 , 则 
a:H.(X,A) HH, YB — H,((X,A) X (Y ,8)) 

是 同 构 . 

对 于 上 同调 , 我 们 看 到 若 gE 4* , jE 8*, 则 可 以 定义 FOYE 
(C4609B)* 为 

(yO PI a 6b) = pla) » $8). 
这 就 给 出 一 个 映射 
vidA* 的 B — (dB)', 
它 不 一 定 是 同 构 . 但 是 例如 当 4, B 为 自由 且 有 有 有限 基底 时 , 它 都 
是 同 构 .由 此 ， 再 用 EZ:S (XXY) 一 一 S$ 《X) 8 {7Y)， 即 得 一 
个 映射 
S* (X) SCY) 一 (XXXY). 
因而 有 一 个 映射 
B:H* (XY) BH'(Y)— HH’:(X XY). 
也 可 得 到 它 的 相对 形式 
PB:H*(X,A) OH (YB)— HH"*((X,A) x (7 .8)). 

于 是 有 

定理 车 H* (X，4) 或 8 (Y,， 8B) 是 自由 的 , 而 {XX8， 
AXY} CXXxY 又 是 切断 的 ， 则 8 为 同 构 . 

在 上 述 这 些 Kiinneth 公式 中 的 基 环 都 设 为 主 理想 整 环 ， 最 
常用 的 情况 是 £ 为 一 个 体 ， 或 整数 环 . 


$4. “上” 积 (Cup Product) 与 “ 卡 ” 积 (Cap 
Product) 


现在 我 们 可 以 做 $ 1 中 提 到 的 工作 , 即 定 义 上 同调 的 乘积 运算 
了 . 其 最 简单 的 形式 如 下 ， 
令 为 一 空间 ，XXxX 为 其 自身 的 笛 卡 儿 积 ， 有 对 角 映 身 
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村 :长 一 有 X 全 ， x (zt 2), 
应 用 Eilenberg-Zilber 等 价 性 ， 即 得 对 角 链 映射 


TSK) SF X KX) SX) 办 S(C5)， 
取 基 对价 ,并 用 自然 映射 7y( 见 8 3), 即 得 上 链 复 形 上 的 一 个 链 映 
射 


SOX) 因 S (KX — > [SCXY ® SOX): > 8" CX). 
最 后 ， 取 其 上 同调 ， 妈 有 
H’* (XH’ (XI—>H°*[S* (XS (CX) I-—rH* (X), 
ud 上 -一 >~ Us 


LA 


我 们 称 这 个 乘积 为 上 积 ， 记 作 ~. 注意 ， 若 degus 一 上 ，degz 一 !， 则 
deg(avvao) 一 2 十 1 ， 有 了 时 #5 也 简 记 为 地. 
在 应 用 中 ， 要 用 到 它 的 相对 形式 ， 还 有 一 个 与 之 相伴 的 运算 
称 为 卡 积 ， 为 了 表达 清楚 ， 我 们 提纲 雄 领 地 讲 代数 的 情况 . 
仍 设 有 基 环 R. 对 于 链 复 形 C= {0,, 3} 有 对 偶 的 上 链 复 形 0* 
二 {C" ,6} 但 我 们 要 稍微 修改 一 下 上 边缘 算 子 5; 
dp(0) 一 《一 19(ac)， it = degp， 
这 显然 不 影响 上 同调 . 我 们 把 一 切 都 当 作 链 复 形 处 理 以 求 统一 . 为 
此 ,把 C* 看 成 有 负 整 教 指标 的 链 复 形 
(C" ) 一 一 Ce 
因为 这 样 就 有 
GCC i = ri = (0°) i 
我 们 再 规定 , 若 degp 尖 degc, 则 ple) 二 0. 以 下 凡 有 次 数 的 a 其 次 数 
都 写成 jaj. 
令 了 3 为 任 一 链 复 形 . 考虑 一 个 映射 
0O* XBXC——B, 
{pb om 1) itiN i ge)s. 
显然 ， 它 对 其 各 个 因子 都 是 线性 的 ， 所 以 它 定义 一 个 线性 映射 
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/0 网 有 有 0 一 一 
OO /pO (b 69 ce) 一 【一 1) 3 leDlolgple)s, 
我 们 称 它 为 一 个 “ 斜 划 (silant) 运算 ”注意 车 8 是 一 个 集中 的 复 
形 : Bo 二 RB 二 0 (i>0), 则 “/*” 除 了 可 能 相差 一 个 符号 外 就 是 
§ 2 讲 的 赋值 运算 .我 们 说 /是 一 个 链 映 射 ， 因 为 
dp HO)= pOIDedt Dp We 
十 【一 1) rititlg CO b 00 qe 


所 以 
/a(p Ob ee) = (— id?rlti ltiet lelg( Gc)6 
十 CC 一 1) ritieltlstiol-Dg(e)W 
十 (一 UDP+el+rielal+lel-Do(ac)B。 
若 |g|= |e|， 则 


Jap OO) = Deriting WB = dp WD. 
若 |p| 关 1c|, 则 /alp@3@c) 二 0. 这 是 因为 , 若 |lp| 关 |e| 且 |p1 
天 | cl 一 1,/3(ly 的 5 的 +o) 之 各 项 均 为 0, 而 当 1p| = cl 一 1 时， 
第 一 、 第 三 项 之 符号 分 别 为 
(一 1 rlCleltleD+ lslt lel+t lel, 《一 ] 7Ie1515E+ le + sl, 
彼此 相反 
现在 进入 基本 的 情况 设 有 复 形 4,， B,C 及 一 个 “对 角 ” 链 
映射 
4:4—* BC. 
于 是 有 和 链 映 射 
B* Be > BRO 4. 
0 WALES 0 DBO EB. 
再 进取 其 同调 妇 有 两 个 映射 , 分 别称 为 上 积 “” 与 卡 积 “~” 如 
下 ， 上 
Ti:H’'(B8) NH' (0)———* H' (A), 


和 ~:H* (0) WH.A)—> HB). 
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车 用 同调 类 的 代表 元 来 表示 则 可 描述 如 下 : 
令 [g}€ H*(B),[y] € H* (0),[a] € H,(4). 记 


Jr 一 Db, Ge ci， 
于 是 
E¥j [a] = [Ao eiy(e,)h,], 
[四 一 [9] = [6], 
< 是 上 链 
<(a) = (pO Waa 一 2 PC ye,). 
因 


上 [ 阿 一 [于 | = tol 十 | Eyl~ Le! = fal 一 人 上 
所 以 苦 |sj < ， 则 [ 呵 一 [ae] =0， 而 在 8 一 8，4 一 C 的 特殊 
情况 下 ，[ 妆 一 [四 = 《〈 [ 亲 ，[ej》〉 正 是 Pontrjagin 配对 . 
这 些 运算 的 基本 性 质 : 
(1) ”上 积 和 卡 积 都 是 自然 的 ， 即 是 说 ,车 有 一 个 复 形 与 链 
映射 的 图 
A4— Bec 


| je 


4 一 Bp, 0, 
而 除了 相差 一 个 疝 伦 之 外 是 可 交换 的 ， 即 是 说 4 了 与 (9 四 四 4 是 
链 司 伦 的 ， 则 
H* (B) 区 也” (0) 
fe | 
H* (B} CH* (O01) 


~ 


以 及 
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H* (C0) BH, (4) —H, (8) 


站 } 上 
H* (C0) @H, (4) —H, (B) 
都 是 可 换 的 ， 亦 即 
g* [pi [C$] = "(Lp L$), 
g. (a* [多 一 ia]) = [~ Le]. 
(2) “可 结合 性 ， 设 有 对 角 映 射 的 同 伦 可 换 图 


A1 


人 4 BC 
| :01 
BOC SpO PRC 
其 中 
:0 一 DOC， di:B—* BD. 
则 有 
(Ls2]—[pD) ~ [$= [~ (pl—[#]), (x*) 
[pj~ $a) 一 (一 Dryp] [~ [ea], Cx #*) 
.这 里 


[四 € HB* CE E H* CO TE E H* CB) [a] € H.CA). 
令 0 一 "4 一 一 8 一"C 一 “0 为 复 形 的 正 合 序列 .车 8 有 一 对 角 映 
射 

4:B——* BB, 
我 们 说 i 保持 对 和 角 映 射 ， 车 4 (4) 4 四 4， 亦 即 下 图 为 可 换 : 


一 8 四 p 


B 
这 时 可 以 定义 另 一 对 角 映 射 
43C 一 > 上 多 C 
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如 下 :对 于 cEC, 取 一 个 8EB8 使 1(8)=c; 再 令 
ji(c} = (1 0 7 (40). 
车 jw 一共 b 一 c* 则 由 正 合 性 , 必 有 eE4 使 产 一 5 十 刀 , 所 以 
Ab' = db dila) = 48 + G00 1) fa. 
但 因 ( 的 站 G69) 44 二 Gi 的 N74Ja==0, 所 以 汪 是 适当 定义 的 . 
何 样 ,我 们 又 可 定义 4,:C-rC69B 为 
4c) = (70 1)4b (jC) = 0). 
4 和 和 在 上 同调 中 定义 上 积 和 卡 积 : 
a 五" (B) @ H': (OH) —r H* (0), 
一 ; 五 "(C) OH, (C0) — H, (8B), 
~—: H*(B} xX H. (C0)—> H,(O). 
(3) 令 gH (0) 一 Hi_1(4),6: Hi1(4)- 一 >H'(0) 为 连接 
的 同 态 ,在 此 情况 下 , 令 [cj]EH,(0),[p]EH' (0),[yjEH' (8B)， 
[sj]ERH* (4), 有 
《iD jo} 人 ~)=7 [yp ~ ej) 
(Gi) ay = ni [yj~ae]; 
Qi) dej~ ied=C6— Di, (el~ate)). 
我 们 来 验证 (iD, 为 了 计算 [站 个 [ej], 令 4(c) 二 (jX1)44, 这 里 jC6) 
二 c. 记 沙 = 2 办 5 , 则 [间作 [eo] 除了 可 能 相差 符号 之 外 ,可 以 


表示 为 
DY G8 po ). 
由 连接 同 态 3 的 定义 , 3([¥8] 人 ~[cJ]) = [27 0% pCbr) ] . 另 一 方 
面 3[c] 一 13] 为 了 计算 六 [向 一 ac 我 们 取 4635) = 939(45) 
一 2 (ab 8 士 br 的") 故 认 [ 委 人 ~[c]j 可 表 为 
DB 0 十 Db! WF"), 


但 因 6#y 一 0， 故 第 二 项 为 0. 
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现在 可 以 引入 空间 . 令 闵 为 一 空间 而 4 , 4CX 为 子 空间 . 用 

一 个 EZ 映射 、 妈 可 得 ~- 对 角 映 射 

AsS(X) mSCX xX X)—— SCX) GO SC(X). 
记 住 St41,42) 二 5C41) 十 5(4), 即 由 5C41) 一 5S(4s) 生 成 的 于 模 ， 
在 4 之 下 , 它 清楚 地 恋 成 SC41)@OSCX) 十 SCX)6O5(C4;). 在 投影 

S(X)OSCKI——rS(X,A) XS(X, As) 

之 下 :, 它 再 为 0. 故 可 得 一 对 角 映 射 

SC(X, {41 A21) —— SCX,A1) SCX ,As). 
若 {41，4h1} 己 41U 4 二 4 为 切断 的 , 则 称 《X，41，42) 为 一 个 切 
断 的 三 元 组 ， 这 时 有 乘积 

一 H" (XA) X H' (XAs)— > H* (X,A, LU 4,), 

一 : H* XA) X HK A A) — HH, (CX,A). 
因为 Eilenberg-Zilber 映射 EZ 除 同 伦 外 是 唯一 的 ， 而且 是 隙 子 的 ， 
履 可 应 用 以 上 一 切 代数 的 结果 但 还 有 别 的 . 

对 于 链 复 形 4 和 B， 上 映射 

T: _ 405 一 ~5CQ4， apr 一 ~- (一 1)rtplbGoc 
是 一 个 链 映射 ， 它 是 因为 
aT (AP) = CO—1) adat (—1) tt, 
Ta(aCd6) =T (300+ (— 1) lon.) 
=(—1) nd (~— 1) 1 90a. 
将 它 应 用 于 空间 XX， 我 们 有 


Be ye dh ei 
这 里 的 全 是 几何 映射 个 ; XXY——rY XX, 《z38) 一 (zyyz). 现在 了 
* EZ。 个 :是 一 个 链 映射 ,由 唯一 性 定理 , 它 应 同 伦 于 EZ:7 。EZ 。 
2 一 EZ. 所 以 它们 应 给 出 同样 的 乘积 . 把 它 算出 来 就 有 

《4) (梯级 意义 下 的 ) 可 交换 性 (对 于 [gp]EH*(X,41),[ 和 jE 
HCX,A) ,Lp Ey)=C— Dy] [pjEH' CX,4,U 4)). 

在 有 了 乘积 以 后 ,我 们 希望 有 一 个 单位 元 ,有 时 这 是 可 能 的 ， 
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由 于 维 数 的 原因 ,任意 单位 元 [pl 必 有 |w|= 二 0. S56,《X) 由 XX 中 的 点 
组 成 , 令 pE 5X) 是 以 下 的 0- 上 链 
Plz) 二 1， 对 一 切 xE 六 
5 记 往 下 中 有 单位 元 1), 则 对 和 任 一 个 1- 单 形 ,有 
dkc) = glo(1)) 一 wzf0)》 = 0. 
所 以 [ojE ao) 是 一 个 上 同调 类 , 记 此 类 为 1, 我 们 又 有 
(5) 单位 元 的 存在 . 对 于 [$jE€EH*(X,4) 以 及 [a]€ 1,《X， 
4) 恒 有 
i—[#j] = [C$], I~[e] = [el. 
用 一 个 特定 的 EZ 来 计算 就 能 得 到 这 两 个 式 了 . 在 $3 中 定义 
了 前 面 和 后 面 算 子 束 ，Br-' 以 及 映射 
SX X FT)—— TSCX) QQ SOCr) 上 下 ， 


or > (rso，。 严 ) 因 (m0. B-'). 
【中 人 


应 用 这 一 个 EZ, 就 能 把 [pj 一 [办 和 [pj] 人 ~[oj 显 示 地 算出 来 
[Lp]~[L#] = [8], 

其 中 

(0)=9p(0 。 FY o BT ), jp|=i,|y|=#—i, 

[yl~[a]=C— 13) Fae Fr pla By). 
因为 对 于 任意 上 链 a 有 。 有 于, 故 得 (5)， 

上 面 的 公式 可 以 用 来 显示 地 定义 一 和 一 ,事实 上 ,Steenrod 就 

是 这 样 发 现 它 们 的 . 但 是 在 链 的 水 平 上 ,它们 既 非 结合 的 ,又 非 可 
换 的 . 所 以 要 想 看 出 它们 在 同调 水 平 上 有 很 好 的 性 态 确实 需要 有 
些 见识 . Eilenberg-Zilber 定理 只 是 在 发 现 了 事实 之 后 再 作 解 释 罢 
下 


$ 5. Thom 同 构 定 理 


在 讲 了 一 般 的 道理 后 ,再 来 计算 . 上 积 的 定义 中 并 未 包含 有 效 
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re 


1a1: 


的 计算 方法 ,即使 应 用 了 一 个 显示 的 EZ 映射 如 Steenrod 公式 也 是 
一 样 ,所 以 有 必要 提出 更 多 的 工具 , 这 就 是 标题 中 提出 的 Thom 同 
梅 定理 . 它 在 矢量 从 的 同调 中 有 基本 的 重要 性 ， 

在 有 些 十 分 明显 的 场 台 .只 用 形式 土 的 东西 就 可 解决 乘积 问 
题 . 例如 取 维 球面 ,有 °C5") = 二 RZPCS*) 二 RR, 而 其 余 均 为 0. 在 
HAS*) 中 有 一 个 非 0 上 同调 类 1€ H'C5"), 容易 看 到 ,对 任意 道路 连 
通 空 间 头 ,映射 上 一 >H'CX):1(R 中 的 单位 元 ) 一 >1CH°CX) 中 的 
一 个 非 0 类 ) 是 一 同 构 . 所 以 #8°(X) 就 只 不 过 是 而 没有 什么 意思 . 
余下 要 看 的 维 数 只 有 H*(5") 二 R. 但 是 很 明显 ,对 于 u,vE€ H"(C8) ,wu 
vz 二 0, 因 为 rvEH*(5) 一 0. 所 以 ,要 想得到 有 意义 的 乘积 , 就 
需要 “更 多 的 ”上 同调 , 我 们 所 知 的 上 同调 就 只 有 射影 空间 了 ，, 以 
后 看 到 在 其 中 决定 上 积 对 于 示 性 类 理论 有 着 基本 的 重要 性 ， 所 以 
现在 我 们 主要 研究 这 一 点 ， 

先 再 稍微 回 到 一 般 的 理论 ， 上 积 可 以 认为 是 分 成 两 个 阶段 来 
定义 的 ， 即 对 角 映 射 

BCX)— BCX x X)_ BX) BCX) 
是 由 真正 的 对 角 山 射 4* 再 继 之 以 一 个 EZ 组 侣 面 成 ， 若 我 们 只 停 
留 在 第 一 个 阶段 ， 则 仅 由 EZ 也 可 定义 一 种 “乘积 ”: 
H* (XI CF)——rH" (LSCXIOOS CY) J )—H* CXXY), 
uCOv > ux 2。 
称 为 “外 ”上 同调 积 ， 然 后 再 用 X 一 了 时 的 真正 的 对 角 映 射 4:X 
一 一 半路 可 得 “内 ”上 积 ， 即 
2 一 4 X 0). 
外 积 也 可 以 用 空间 XXY 的 内 积 来 表示 ， 即 
uxXv= (X11)~( Xx»), 

它 的 证 明 可 以 用 下 面 的 图 用 一 般 理论 得 出 、 在 检验 这 一 点 前 ， 先 
注意 wvF 一 wuXw 就 是 Kiinneth 公式 中 的 映射 . 

《uX1) 一 (1Xw) 可 以 用 以 下 的 对 角 映 射 算出 
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S(XXY) SCXXKYI XCXXKY)) 
EZ 

-一 -SCXXY)JGOSCXKXY)， 

而 zxXa 则 只 用 一 个 ESZ 即 可 算出 
SCX XY) -二 -SCX) ® SC7)， 
为 了 比较 二 者 , 记 住 EZ 有 自然 性 .结合 性 与 最 多 相差 一 个 同 伦 的 
可 搞 性 , 即 以 下 图 除了 相 莽 一 个 司 伦 外 均 为 可 换 的 . 
SCXXYXZ2)- 到 -SC)QSCGY XI 
| | eez 


SrXXIDJGSCT gx) DIN DI) ， 
EZ 


SC(XXY} SC(X)S(Y) 
| | 
EZ 
S(Y XX)——*S(Y OS CX) 


在 下 图 中 , 则 或 者 由 自然 性 而 有 可 换 性 (左上 三 角形 ) 或 者 在 其 它 
各 处 均 有 同 伦 可 换 性 : 


SX 至 SCCXDX(CXDIDT 王 SCKXDGSCGXXD 
人 生 
wo) |zez 


S(XXXXYXY) SOO YAO sD ODS) 
人 | eye ere 


SO0DQSGXXDBSO 二 -SO0G500Q5S0)QSO) 
如 果 我 们 从 右 下 角 开 始 向 上 行 后 再 横 过 来 可 计算 (xX1)~(1xX 
2 或 者 先 横 过 来 再 向 上 可 计算 xxvw 于 是 得 证 . 
令 8 一 8 是 一 个 实 矢 量 丛 (纤维 为 上 维 ). 六 一 B 一 堆 截 吕 . 对 
每 个 bE B, 令 大 区 品 , 遍 ) 一 一 (2 咏 ) 为 包含 映射 , 记 住 ( 函 , 记 ) 一 
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( 瑚 , 严 一 0) ,以 及 咒 之 定向 相当 于 取 HH"《 本 ,高 ) 二 Z 的 一 个 生成 元 
(用 整 系数 ), 设 5CB 是 -个子 全 而 使 及 一 5X 产 在 其 上 是 平凡 
的 . 因为 坟 " ( 产 , 产 一 0) 是 自由 的 , 故 有 Kiinneth 定理 及 图 


ee 
HB Bree—— HU OF RR ,FR—0) 


. | 


二 加, 启 )< HF,R—0) 
所 以 天 (加, 骗 ) 的 每 一 个 生成 元 可 由 元 名 E Hr( 刀 ,本 ) 来 决定 ,而 
后 者 又 可 由 六 (天 ,六 一 0 的 一 个 生成 元 ?决定 如 下 :名 一 
2*(1@9). 此 外 ,还 有 下 面 的 图 


由 
H' (UO——Ht (Ee ,Be) 


op’* (uu Xn) 
iw: 本 
| HIDXR:,R—0) dX 
+ Kinneth 同 构 + 


HOO—zH OD OHOR, Re—0) 
3 一 人 

最 后 一 行 的 映射 x 一 >u&9n 显然 是 同 构 , 故 ?也 是 同 构 . 我 们 有 

$= XxXD=p [x ~ XD =p ux 1) ~—é&. 
但 是 由 

BU XP 
NN 

得 gp’* (wxX1)=g'*e* (=A (C0), 所 以 Ya) = C0) 

Thom 则 构 定 理 指 出 ， 可 以 用 Mayer-Vietoris 序列 将 这 个 局 部 
现象 拼 起 来 得 到 一 个 整体 的 结果 . | 

Thom 同 构 定理 令 一 >8 是 一 个 实 矢量 从 , 纤维 为 4 维 . 则 
8 为 可 定向 当 且 仅 当 有 一 个 类 £€ fr (有 有 使 信 (6) EH (BB 局 ) 
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对 一 切 5E5 均 为 生成 元 ,此 外 , 映 于 
pCB) Ht (BRB), ur ue 
为 辣 构 ,对 8 之 每 一 个 道路 连通 成 分 ,4 由 一 点 这 (5) 所 唯一 决定 ， 
证 为 简单 起 见 , 设 8 是 道路 连通 且 为 紧 的 . 以 上 的 讨论 恰 
好 说 明 这 定理 在 平凡 化 开 集 让 8 上 成 立 , 令 U,Y 是 两 个 这 样 的 
开 集 ,所 有 的 东西 者 是 切断 的 , 故 有 “相对 ”Mayer-Vietoris 序列 


: 2 ; 
>H't"{ Br By) htt" (Be Be DPB Br — Ht"( Bo Bo)——* 


| : 


OF) (OEY) nO) 一 


其 中 WW=5UV,8 二 UN 站 Y.f=0 时 ,; 因 jCo, 有 =j a 一 六 Pp. jj:0 一 一 
54， :18 一 一 为 包含 映射 ,五 之 为 可 定向 正好 意味 着 


刘 ( 气 ) 二 太 ( 所 ). 于 是 我 们 回 到 元 素 生 一 (Bw, Br), 这 样 定义 最 
左边 的 ,由 “五 ” 引 理 即 知 这 个 y 是 一 个 同 构 . 又 因 8 为 紧 , 故 
全 部 证 毕 ， 

上 面 的 论证 虽然 极其 简单 ， 却 完善 地 表明 了 几何 和 代数 的 联 
系 : 可 定向 性 这 个 几何 条 件 正 是 将 点 与 所 拼接 起 来 所 需 的 代数 条 
件 . 在 下 一 章 里 ， 我 们 还 会 见 到 这 种 类 型 的 论证 方法 . 

在 同调 方面 也 有 一 个 Thom 同 构 定 理 的 翻版 ， 即 下 面 的 映射 
是 一 辣 构 : 

PIHB, BY rH CB), oh- 一 re 一 

《一 afE Hi-,(8)), 最 后 , 若 用 2 系数 , 则 六 ( 纪 ) 二 土 党 (6). 所 以 对 
于 任意 矢量 从 ,不 论 其 是 和 否 可 定向 ,都 有 一 个 Thom 间 构 定理 的 2 
翻版 . | 

考虑 投影 x:E 一 一 8 和 零 截 口 :8 一 一 8、， 则 wp 二 1; 筋 一 方 
面 和 一 个 矢量 空间 一 样 ， 有 同 伦 px 守 1， 所 以 


H’ (BE)SH: (B) 
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都 是 周 构 ， 由 空间 对 (号 的 序列 开始 ,有 
CEB) IB rH HE, BE， 
直人 开本 7” yy 
HB HB HUE HB 
底下 一 个 序列 叫做 矢量 从 #7:5 一 一 B 的 Gysin 序列 . 考虑 映射 
HH"(B) 一 Hi'CH), 
up j Fup CA (Hu) EE) = x’ (4) I €) 
Ek 
于 是 令 
YE) = 六 六 (Ce) € H'(B). 

则 见 Gysin 序列 中 的 这 个 映射 其 实 就 是 乘 以 X( 吾 ) 称 为 (可 定向 ) 欠 
的 Euler 类 . 这 个 名 词 显然 暗示 它 与 Euler 示 性 数 多 少 有 点 关系 ， 
俐 实际 上 也 是 这 样 . 见 下 一 章 . 

现在 ,…- 切 工具 均 已 准备 就 绪 . 今 8 一 一 cP" 是 CP" 上 的 典 则 
线 从 . 作为 一 个 复线 从 ,5 是 可 定向 的 实 平面 从 . 所 以 我 们 就 有 一 
个 类 x 二 XY(E}E Hi(CP'). 记 住 

E= {([2Z],0) [2Z] E CP = I2,0 € Ct}. 
单位 球面 8” 可 以 嵌入 到 5 中 如 下 : 
St > 太 ， zHF 一 (1Lz]j,z)， 
和 欧 氏 空间 -- 样 ,S*+!CB 是 形变 收缩 . 把 这 一 点 放 进 Gysin 序列 
中 去 ,很 容易 看 到 , 当 所 2a 一 2 时 
HI'CCP)——>H'+2 (CPP), uruw% 
是 一 个 局 构 . 我 们 早已 知道 ， 就 加 法 而 言 ， 当 # 委 22 为 偶数 时 
6(CP" 一 2 , 故 琅 "CCP 的 环 结构 可 击 
甩 (CP ,2Z) 一 ZLY] AGOP+，degy = 2 
给 出 ,这 里 (+!)C2Z[Xj 是 由 “+! 生成 的 理想 子 环 .同样 ,对 于 实 
射影 空间 有 
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H* (RP',Z2) 一 Zo]/ Xt'), degx = 1. 

对 四 元 数 射影 空间 则 有 
H* (QP ,2) = ZH) /OPI), deg¥ = 4, 

上 面 我 们 已 说 ,Euler 类 xX(8) 与 Euler 示 性 数 有 关 . 从 下 面 的 
简单 热 而 极其 有 用 的 定理 可 以 看 到 一 点 线索 . 上 一 章 里 我 们 看 到 ， 
应 用 Lefschetz 迹 公式 ， 具 有 非 0 Euler 示 性 数 的 流 形 上 没有 处 处 非 
0 矢量 场 ， 现 在 则 有 

定理 具有 非 0 Euler 类 x(8) 的 矢量 从 #7:8 一 >8 没有 处 处 
非 0 的 截 口 . 

证 设 r:8 一 >8 是 一 个 处 处 非 0 截 口 ,说 得 巧妙 些 ,7 可 以 分 
解 为 1B 一 > 各 一 >B， 因 X(8) 一 p'j*e(8), 而 Pp:B 一 x8 基 0 截 
口 .但 是 ,和 一 个 矢量 空间 一 样 ,任意 两 个 截 口 均 为 同 伦 . 例如 , 妖 
(bt) =ir(B) + (1—i) p00), 再 由 于 了 1 “是 正 合 序列 


一 Bb) HB) pe (B)—>. 
中 连接 的 两 个 同 态 ， 所 以 
(8B) = pI EE) = 7 ISB) = ti"j (EE) 一 0. 
我 们 在 流 形 的 切 欠 的 情况 下 已 经 看 到 ，x(E) 是 存在 处 处 非 0 
截 口 的 唯一 和 障碍， 但 是 在 一 般 情况 下 ， 这 是 不 成 立 的 . 


$ 6，Hopf 不 变量 


投影 映射 r:82+ :一 >CP"， 在 x 二 1 时 , cP! 一 5?, 所 以 可 以 认为 
+ 是 #15 一 >S?， 这 个 映射 称 为 Hopf 上 映射， 并 重 沁 为 #H， 它 是 一 
个 很 特别 的 东西 ， 即 使 说 拓扑 学 中 几乎 没有 别 的 例子 象 它 这 样 产 
生 如 此 多 的 想法 ， 得 出 如 此 多 的 结果 ， 这 也 不 为 过 ， 我 们 先 从 上 
积 的 角度 来 研究 它 ， 我 们 说 过 ， 上 辣 调 由 于 有 乘积 是 比 园 调 更 为 
精密 的 不 变量 ,例如 说 ， 可 能 找到 两 个 空间 具有 相亲 的 加 法 上 河 
调 但 有 不 同 的 乘法 上 司 调 ， 这 并 不 太 难 做 ， 空 间 CP? 存 维 数 0，2， 
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4 上 均 有 上 同调 ==Z, 而 且 对 x€ 58, 有关 0. 把 一 个 2 维 球面 和 一 
个 4 维 球 而 在 一 个 公共 点 上 粘 起 来 ( 记 之 为 豆 Y 5*)， 我 们 得 到 一 
个 空间 与 cP* 有 相同 的 如 法 构造 ， 但 一 切 乘 积 均 为 0， 于 是 我 们 可 
以 断定 8 VS 与 CP? 不 同 豚 . 但 这 并 没有 什么 了 不 起 ， 因 为 CP: 终 
究 是 一 个 流 形 ， 而 SY 8! 在 连接 点 姓 显 然 不 是 局 部 欧 的 ， 然 而 它 
们 属于 不 同 伦 型 ， 对 于 懂得 这 一 点 的 人 ， 这 仍 只 是 一 个 初等 的 事 
实 ， 但 是 如 果 我 们 只 是 才 从 上 积 懂得 这 一 点 的 ， 就 可 以 把 这 结果 
重 述 如 下 : 记 住 cP? 是 由 CcP' 上 加 上 一 个 胞 及 以 而 得 ,其 贴 附 映 射 
是 号 :33 一 3， 类 似 地 于 VS 也 是 这 样 得 出 的 ， 但 贴 附 映 射 是 常 
值 映射 5 一 一 S*, 不 难 证 明 ， 如 果 两 个 映射 f，g:5"' 一 xyY 同 伦 ， 
则 所 得 空间 phyY, puY 有 相同 伦 增 . 所 以 可 以 肯定 ，Hopf 映射 
五 :9 一 -3 与 常 值 映射 不 同 伦 ， 

对 任意 空间 改 ， 记 上 映射 f:5 一 ”发 的 同 伦 类 为 二 CCX)， 它 们 
可 以 成 为 一 个 群 , 称 为 第 i 向 伦 群 . 这 个 定义 不 太 对 , 其 实 是 指 它 
可 以 作成 一 个 群 ， 但 在 这 里 这 一 点 并 不 重要 .所 以 我 们 要 研究 
za(5?). 我 们 一 般 地 考查 7.《5°)， 映 射 f:5' 一 ->S* 如 果 不 是 全 射 ， 
则 将 厨 伦 于 常 值 映 射 ， 因为 8 一 * 二 户 是 可 缩 的 ,车 im 我 们 可 
以 认为 , 因为 dimSi<dim5, 所 以 必定 如 此 . 但 是 这 样 论 证 是 不 行 
的 ， 因 为 还 有 象 Peano 曲线 的 怪 东 西 ， 然 而 ， 当 ;az 时 m(8) 一 
0 却 是 成 立 的 . 这 是 单 形 甬 近 思 想 的 一 个 漂亮 的 应 用 . f 可 以 用 一 
个 单 形 映 射 代 蔡 而 仍 保持 同 伦 。 但 是 当 i<<n 时 ,， 单 形 映射 f:5 
一 一 售 诀 不 可 能 是 全 射 , 因为 1 (5) CS 的 骨架. 其 次 再 看 i 二 
n 的 情况 ,映射 :5' 一 >s’ 的 映射 度 是 一 个 向 伦 不 变量 . 所 以 有 了 映 
射 

Ts ) 一 一 > 已 ，[s]r- 一 deg(CF)， 

这 是 一 个 同 构 〈 这 还 是 Hopf 的 结果 )， 所 以 x,C5") 二 z. 

注意 至 此 为 止 二 8) 与 HHS*) 相 同 ， 这 是 偶然 的 还 是 一 个 定 
理 呢 ? 管 案 为 经 是 又 不 是 . 它 会 导致 一 个 一 般 的 定理 : Hurewicz 定 
理 , 但 一 般 说 来 , 这 两 个 群 并 不 相同 . Hopf 映射 是 第 一 个 反例 , 因 
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为 它 说 明 ra(52) 关 0, 而 我 们 知道 #83(5) 二 0. 事实 上 ,直到 今天 ， 
4.(So9 的 讨论 仍 不 完全 ， 所 以 ， 函 子 条 和 也 是 全 然 不 同 的 ， 这 有 
一 个 非常 关键 的 理由 .=, 就 形式 性 质 而 言 ， 具 有 疙 , 的 一 切 性 质 ， 
只 有 -- 个 例外 ,就 是 它 没有 Mayer-Victoris 性 质 ,或 者 换个 完全 相 
同 的 说 法 ， 它 没有 切断 性 质 . 

从 同 伦 观点 看 来 , 连接 空间 上 的 上 同调 有 黑 于 计算 码 叶 ) ， 对 
此 可 以 推广 : 从 一 个 0 胞 了 腔 开 始 , 连接 一 个 = 胸腔 就 得 出 一 个 * 维 
球面 S*， 再 通过 映射 

fi:S™-! 一 3(0D2) 一 Sr 
把 一 个 2 胞 腔 连 接 到 S 上 就 得 出 一 个 “投影 "空间 X(f). 显然 ,在 
0,a 和 2 维 上 都 有 巨 " 《XC0f)) 二 Z. 取 和 HH”* 的 生成 元 a,8, 有 
外 :一 Ga 一 2022， 
2 是 某 整数 ， 这 就 完全 决定 了 右 "`(X()) ,我 们 称 |2| 为 了 不 变量 ， 
记 作 y(f)、 对 cP? 进行 计算 证 明 对 于 Hopf 映射 瑟 :S3- 一 ">S2 ， 有 
| 

(注意 并 站 一 0 对 奇数 成立, 所 以 只 有 f:5”-!: 一 >S* 有 意义 ), 用 
四 元 数 和 Cayley 数 取 类 似 作 法 还 有 两 个 这 样 的 映射 5 一 5 和 5" 


——S 


还 有 没有 理 多 的 鼎 射 S :一 一 8 的 Hopf 不 变量 也 是 1? 这 个 

问题 粗 看 起 来 实在 不 高 明 . 为 什么 不 会 有 呢 ? 更 奇怪 的 是 , 为 什么 

偏偏 要 挑选 1 这 个 数 呢 ? 为 了 说 明 这 一 点 ， 我 们 再 观察 Hopf 映射 
H:S:— Ss?, (20 21) Fr 一 > [20, 211. 

记 住 ， 若 am 天 0， 则 [za ,zz 一 2/z 变 3 一 [0,1 一 声 ， 所 以 认为 ， 

5 二 民 RU (co) 五 就 可 以 写成 

万 :SLS2， {20 21) rz /oo, 


这 里 用 到 代替 了 ao. 因为 在 8 X SI 一 {(zoyaa) jz = “l=- 庆 15 
S 上 ,Hopf 映射 正 是 


SIX SI 一 SI ，(z， 为 ) rz /20=Ziz0, 
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即 通 常 的 复数 乘法 . 事实 上 ,另外 两 个 Hopf 映射 也 就 是 这 样 用 四 
元 数 代数 和 Cayley 数 做 成 的 大 家 都 知道 四 元 数 ，Cayley 数 则 是 
由 一 对 到 元 数 再 赋 以 一 个 非 结合 乘法 而 成 的， 所 以 它们 不 能 构成 
一 个 代数 )， 所以， 只 要 能 找到 一 个 乘法 
AS X 一 
就 能 作出 一 个 Hopf 不 变 基 为 1 的 映射 
So41 一 > Sr+1， 

找 乘法 是 一 个 代数 问题 ， 但 它 有 重要 的 几何 含义 、 我 们 是 想 

定义 一 个 乘法 
Pe PI x Rt ptt 
使 产 *' 成 为 一 个 代数 ,而且 使 4 是 双 线 性 的 、 连 续 的 , 还 希望 4 没 
有 零 因 子 ， 所 以 (5X5) CR+' 一 0， 最后, 我们 要 求 x 有 单位 
元 1. 在 这 些 条 件 下 , 可 以 作出 一 些 矢量 场 . 令 1, el,'*,e 是 jt? 
的 一 个 基 挛 而 定义 
pr) 一 ze 一 Arzye)， Lt= 1,2 ,ny 

因为 4 没有 零 因 子 ， 故 矢量 p,《x).…,p,(z}) 线 性 无 关 . 用 Gram- 
Schmidt 方法 , 可 得 售 的 4 个 线性 元 关 矢量 场 p;: (2z)，…, p, (7)， 
证 明了 TC5") 是 平凡 的 .所 以 Hopf 不 变量 与 找 5* 上 的 矢量 场 有 
关 ， 这 显然 是 一 个 有 兴趣 的 问题 . 

因为 S:，S 和 3 都 有 乘法 ， 它 们 都 是 平凡 的 ;又 因 所 有 偶数 
维 球面 都 有 XC5") 二 2， 它 们 不 会 有 处 处 非 零 的 矢量 场 、 这 是 两 个 
极端 ,一般 情况 下 , 在 + 上 有 多 少 个 线性 无 关 的 矢量 场 ， 这 是 一 
个 有 趣 的 问题 ， 已 经 研究 过 多 年 了 ， 到 60 年 代 Adams 才 完 全 解决 
了 这 个 问题 . Adams 发 现 ， 只 有 品 ，S5 和 叶 有 平凡 的 切 人 从， 而 只 
有 由 它们 的 乘法 作成 的 Hopf 映射 才 有 Hopf 不 变量 1. 

Hopf 不 变量 原来 是 不 能 用 上 同调 来 定义 的 ,因为 当时 还 没有 
上 积 . 和 许多 其 它 重要 的 代数 拓扑 不 变量 一 样 ，Hopf 不 变量 有 几 
何 的 内 容 . 再 一 次 考查 Hopf 映射 

五 :SS AS2， (zo Z1) PF—r2i /ZzZ0. 
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已 给 一 点 cE 8, ,关系 式 有 二 cj 定义 了 C? 二 R! 中 的 一 个 ( 实 ) 平 面 . 
条 件 1zo1? 十 1z1|’ 二 1 则 定义 了 此 平面 上 的 一 个 圆周 . 若 我 们 令 c€ 
5? 变 化, 这些 作 为 纤维 的 圆 #7! (c) 怎样 排列 来 填 满 5 呢 ? 为 了 更 
清楚 , 取 S 一 (0.0,0,1) 一 中 一 《0. i)， 用 球 极 射影 (stereographic 
projection) 将 它 瞎 射 到 Ri 上 


1 
(zo0s Hs Kay Ha) oo (ro KI Lz). 
1—za 


对 于 c=0， 图 #8-1(0) 恰 好 是 

(xo, zi) 平面 上 的 单位 圆 ; 对 于 

< 一 ceo， 我 们 有 (0, 1) € 

在 外 点 连接 ”HH-! ce)， 所 和 以 在 耻 中 ， 
zi 吴 -! 《oo) 恰 好 是 圆 上 除去 一 


点 , 它 恰好 是 z: 轴 . 见 图 10 一 1， 
2 贺 H-! (0) 和 和 ~! (co) 是 连 
环 起 来 的 ,而 且 恰 好 连环 一 次 ， 
这 就 是 Hopf 不 变量 为 1 的 意 
图 10 一 } 义 。 

我 们 在 $1 就 解释 过 ， 上 同调 之 有 乘积 是 因为 对 角 映 射 4:X 
一 XXX 所 诱导 的 上 同调 之 间 的 同 态 恰 好 是 指向 正确 方向 的 . 对 
于 同调 ， 我 们 得 到 的 图 是 

H,(X) rH, CX X XH. x) ® HX), 
a 是 Kiinneth 映射 . 这 不 会 给 出 一 个 乘积 ,但 是 并 不 是 什么 都 完了 . 
如 果 我 们 以 一 个 体 中 之 元 为 系数 ， 人 所 以 我 们 可 以 用 其 
逆 而 得 到 另 一 映射 

由 ,GOD -全 -下 (XXX) -开采 .CD) BH.X). 
这 样 就 可 以 定义 一 种 积 了 了 ， 面 且 可 以 自然 地 称 之 为 “上 积 ”(Co- 
product)， 另 一 个 办 法 是 对 空间 XX 自身 附带 一 个 映射 


2H: XX XA—X, 


Zs 
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得 蒋 积 
HX) X RK) HK X KX) HX). 

若 取 XxX 为 一 Lie 群 6 并 以 一 个 体 为 系数 域 , 则 二 者 莱 而 有 之 ,这 
时 ,二 .《2) 既 有 由 群 运算 诱导 而 得 的 乘积 ,又 有 由 对 角 映 射 诱导 的 
上 积 ， 这 些 叫 做 Hopf 代数 (又 是 Hopf)， 上 同调 总 *(G) 也 是 一 个 
Hopf 代数 ,其 积 是 由 对 角 映 射 而 得 《和 平常 一 样 ),， 上 积 都 由 群 运 
算 而 得 . 此 外 、Pontrjagin 对 偶 性 也 成 立 , 因为 系数 在 一 个 体 中 , 它 
把 二 者 联系 起 来 ， 所 以 我 们 讨论 的 其 实 是 同一 个 Hopf 代数 . 

上 积 的 存在 .对 于 一 个 代数 是 一 个 严格 的 条 件 . Hopf 只 用 这 
个 条 件 即 可 证 明 

定理 今 4 是 一 个 特征 为 0 的 体 上 的 Hopf 代数 , 则 其 代数 部 
分 ( 即 4 中 之 乘积 ?可 以 描述 为 其 奇人 次 元 所 生成 的 外 代数 :4 一 
4Cztzay 和 or) ;好 4 是 由 训 ,xzz,… yz 生成 的 ,它们 中 间 有 关系 式 
22 一 0,zz, 十 zz 二 0 并 无 别 的 关系 . 

例如 , 它 可 以 应 用 于 C 为 紧 Lie 群 , 而 系数 为 有 理 数 或 实数 的 
如 "(0) ,这 时 ,生成 元 的 个 数 > 与 各 个 z 的 次 数 都 有 几何 意义 ,> 是 
8 的 秩 ,deg(z) 则 可 以 G 的 Lie 代数 之 Dynkin 图 看 出 : 

更 一 般 地 说 ,一 个 具有 乘法 但 不 一 定 是 群 的 空间 称 为 Hopf 空 
间 ( 因 为 H*(X) 是 一 个 Hopf 代数 ), 这 种 空间 很 自然 地 出 现在 拓 
了 扑 学 中 (例如 环 空间 (loop space) ,分 类 空间 (classifying space) 等 
等 ), 所 以 在 这 方面 有 很 广泛 的 研究 ,但 不 幸 的 是 ,其 中 绝 大 多 数 之 
娘 " (X) 是 无 限 维 的 ,因而 Hopf 定理 不 适用 . 
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第 十 一 章 ”Poincaré 对 侦 性 


§1. 引言 


在 前 面 两 章 里 ,我 们 已 造 好 了 同调 论 的 一 般 工 具 , 从 理论 上 
说 ,这 个 工具 订 以 应 用 于 任何 空间 .但 在 实际 上 ,是 在 流 形 理论 中 
得 到 最 有 成 果 的 应 用 ,所 以 现在 我 们 更 深入 地 研究 这 个 方向 . 

流 形 同调 的 基本 事实 是 Poincaré 对 偶 性 ,粗略 地 说 , 即 对 一 个 
n 维 紧 可 定向 流 形 下 维 同调 所 (4) 与 一 上 维 上 阅 调 中 歼 (于 ) 
同 构 ( 取 整 系数 ). 这 个 结论 是 流 形 的 某 些 本 项 的 几何 对 称 性 的 反 
映 ， 而 且 最 初 也 确实 是 从 几何 上 看 出 来 并 加 以 证 明 的 .后 来 则 又 
用 更 加 不 变 的 《原来 的 证 明 要 用 三 角 剂 分 )}、 更 加 了 洋子 的 , 并 且 更 
加 方便 的 形式 来 重 述 ， 即 只 的 定向 决定 了 一 类 [LM] € H.CM) 称 
为 基本 类 ， 从 几何 上 看 ， 这 就 是 构成 和 的 所 有 〈( 通 当 定 向 的 ) ww- 
单 形 之 和 ， 于 是 由 卡 积 定 一 个 映射 

H'(M)——H, (M), yr—u TN |, 
这 就 是 产生 对 偶 性 的 上 所谓 Poincaré 对 偶 上 映射 . 在 本 章 中 ,我 们 想 证 
明 的 是 这 个 “现代 化 ?的 版 本 ,但 是 检阅 -- 下 其 几何 思路 以 了 解 对 
偶 性 从 何 而 来 ,这 是 很 重要 的 . 

令 五 为 一 单纯 复 形 ,我 们 将 作 一 个 新 的 对 偶 复 形 天 "使 对 多 
面体 X= | 天 | 再 给 出 一 个 剖 分 . 作法 如 下 : 令 天 为 天 的 重心 重 分 ， 
对 震 来 复 形 天 的 每 个 顶点 pzE 民 ,定义 其 对 偶 胞 腔 盖 是 天 中 所 有 
以 ”为 顶点 的 单 形 t+ 之 并 , 即 2"' = 二 U {rEK|v<t}. 对 每 个 单 形 o 
所 五 , 则 定义 其 对 偶 胸 腔 c "为 
co 一 站 tv*<c)}， 
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容易 看 到 出 io 一 | 天 1， 而 县 一 站 一 也 是 对 偶 胞 腔 之 并 ， 实 际 上 
oN =U{r lo rT, (1» 

所 以 , 这 些 对 偶 胞 足 也 给 出 | 天 | 的 一 个 前 分 , 而 且 在 其 连接 上 也 有 
某 种 正规 性 右 图 就 是 一 个 简单 
的 例子 , 然而 这 里 还 有 问题 ,对 偶 
胞 租 不 一 定 是 例如 CW 前 分 意义 
下 的 胞 腔 ， 剖 分 也 不 一 定 是 例如 
CW 意义 下 的 “ 复 形 ”对 于 流 形 
第 一 个 困难 显然 不 存在 ， 第 二 个 ee 
国难 较 小 ，[- 胞 腔 “的 一 个 边缘 
点 《上 面 的 一 个 ) 并 不 是 0- 胞 腔 . 若 令 了 三 -上 图 之 边缘 , 则 对 侦 胸 
腔 确 实 形 成 相对 《天 ,了 ) 的 一 个 CW 前 分 , 所 以 有 边 流 形 好 (好 ， 
3M) 用 对 偶 胞 腔 是 一 个 相对 CW 复 形 ， 

现在 要 把 链 复 形 C(K) 和 上 上 链 复 形 C*《K* ) 联 系 起 来 . 对 每 个 
5 和 大， 邻 5 为 下 述 上 链 


og (ry) 一 


1，xz 一 T， 
0,， gr， 
这 些 基本 的 寺 链 = 生成 C' CK"). 由 此 可 以 写 出 
| 60 二 :fT， 和 一 整数 
欲 古 和 %* 天 0, 必须 有 (65)(r ) 二 2(9r' ) 关 0, 基 0" €3r° ,但 是 由 对 
俩 复 形 的 作法 ,只 有 在 rE€ ar 时 才能 这 样 . 事实 上 ,注意 到 定向 ,可 
以 证 明 CCK) 中 的 边缘 公式 
90 一 Dar 
会 在 C'《K') 中 给 出 一 个 一 样 的 边缘 公式 
65 = DJ hi. 
因为 dimc "一 xs 一 dino {n 二 dimM)、 由 此 显然 有 
HM)=HAARITH TR )= HM). 
而 当 M 有 边 时 ， 则 给 出 
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CE 一 下) 一 
间 样 ， 可 以 把 天 "的 同调 与 五 之 上 同调 连接 起 来 
这 种 作法 其 实 还 包含 了 更 多 的 思想 . 例如 ,会 注意 到 胞 腔 c 和 
对 偶 胞 腔 o 在 一 点 (og 之 恒心) 横 截 〈transversally) 相交 . 证明 
上 边缘 公式 时 要 用 到 它 ， 这 一 点 将 推广 到 流 形 上 的 相交 理论 ;而 
它 是 同调 理论 对 于 流 形 的 最 有 用 的 应 用 之 一 . 


32. 基 本 类 


我 们 要 证 明 ， 对 一 个 紧 的 可 定向 n 维 流 形 ， 定 有 一 个 基本 类 
[Mj] EH.《M)， 以 后 用 它 来 定义 Poincaré 对 偶 性 ， 在 一 个 三 角 剂 
分 中 , [LM] 相当 于 所 有 - 单 形 之 各 ,但 我 们 现在 不 用 三 角 剖 分 ,所 
以 要 在 奇异 理论 中 研究 . 虽然 我 们 感 兴趣 的 基本 上 是 紧 的 情况 ,但 
局 部 的 考虑 将 迫使 我 们 越 出 紧 流 形 的 范围 ， 所 以 现在 不 作 这 个 候 
设 . 但 是 为 简单 起 见 , 我 们 却 要 设 M 是 连通 的 (否则 就 得 分 块 处 
` 理 ), 同样 , 这 里 不 需要 光滑 性 , 所 以 , 在 开头 假设 4M 是 一 个 连通 
的 a 维 拓扑 流 形 , 在 一 个 固定 的 系数 环 王 中 取 同 调 及 上 间 调 ,暂时 
还 不 必 确 定 是 什么 ,但 是 以 后 总 取 它 为 2 或 21. 

令 BC4CM 为 两 个 子 集 ， 于 是 有 包含 驶 射 j: {NM 一 4) 己 
CM 一 B) 及 其 诱 出 的 同 态 

了 :H.C(M,M—A)—>H, (M,NM—B), 
这 种 情况 经 常 发 生 ， 所 以 有 时 会 略 去 j, 这 个 记号 . 
若 B= {P} 只 是 一 个 点 ，, (M ,WM 一 P) 是 局 部 同调 ,其 值 是 


RR， + 二 mm、 
Ab 一 已 一 人 
0， LE 
若 PE 4， 我 们 称 
(jr) Ss HM MO—A—rH, (M,NM—P) 
是 “限制 ”映射 . 


命题 2，1 若 五 CH 是 紧 子 集 ， 则 
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(iD BM,M—fA)==0, 若 iin; 
ii) 元 a€D《M,M 一 太 ) 为 0 当 且 仅 当 限制 映射 (Ir), (a) EE 
HH 对 ,MM 一 P) 对 一 切 PEK 均 为 0. 
命题 2. 1 的 证 明 法 体现 了 证 明 流 形 上 的 整体 结果 的 基本 不 
理 . 如 果 看 到 某 个 局 部 结果 ,而 又 查 明 了 它们 在 一 个 Mayer-Vi- 
etoris 序列 中 性 态 很 好 ， 那 么 就 会 有 一 个 整体 结果 ， 在 Thom 同 构 
定理 中 ， 我 们 已 经 看 到 这 一 点 ， 现 在 我 们 又 要 再 次 用 它 . 
引 理 ”车 命题 2. 1 对 ,Ks 与 KUK; 均 成 立 , 则 它 对 Ki1U 
Ks 也 成 立 . 
证 因 Kl，K; 为 紧 ， 大 1 时 一 下， 邮 一 下 是 开 的 ， 从 而 也 
是 切除 的 ， 其 相对 Mayer-Vietoris 序列 是 | 
— HM ,MM— KU )—— 
HM M— RODACM, M— Fs} 
—H (NM, MKRN KR, 
由 此 立即 可 得 ; 当 这 nn 时 HCM,M 一 KUKs)==03i 二 n 时 ,有 
0O=H (MM— RR) HM, M— KUK,) 


HM M— KIDH,M, M— Ky)., 
由 交换 图 
HAMM— EIU Ra) HM,M— KD) 


I- je 


有 (一 站 -COM P) PE 天 1.2 
(其 中 广 , 各 是 包 含 映射 ) 及 引 理 假设 可 知 : 车 对 aE& H.CM ,MK 
UR) 及 一 切 Cjp). (Co 一 0, 则 万 Co) 一 天, (4) 二 0, 记 和 住 plq) = 
(Fi 8), jr (9)), 现在 w 为 单 射 ， 破 a 二 0. 
命题 2. 1 的 证 明 步 又 : 
(1) 天 一 {P} 是 一 点 ,这 时 没有 什么 要 证 ,这 就 是 我 们 取 为 起 
点 的 不 足 道 的 户 部 结果 . 
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(2) 开 一 口 是 坐 标 邻 域 习 一 站 中 的 一 矩形 区 域 . 令 P= 矩形 
中 心 , 则 一 KCM 一 P 是 一 个 形变 收缩 ,所 以 妃 . (1 一天) 一 一 
如 , (MM 一 P)， 而 (2》 归结 为 〈1). 

(3) 天 CU 有 是 〈2) 中 区 域 的 有 限 并 ， 而 一 切 矩 形 之 面 
均 平 行 于 坐标 平面 .任意 两 个 这 种 矩形 之 交 仍 是 一 个 矩形 域 . 
《3) 可 以 由 上 之 引 理 得 出 ， 

(4) RCU 一 下 是 一 般 的 紧 集 . 令 sa= [c] 生机 (CU 一 
A 过 HCV,U 一 KK) 由 链 C 表示 . 由 定 久 3C 门 K=O. 因 3C 为 紧 , 故 
可 用 一 些 和 矩形 域 来 材 六 五 以 得 一 个 较 大 的 〈3) 中 那 种 紧 集 工 , 面 
县 也 使 ac 门卫 一 个， 于 是 fC] 定义 六 (型 一 2) 中 一 个 类 ， 记 作 
# 并 使 

HH, CM, ML) 一 五 (MM, M— RK), 0 | 一 一 ~4. 
车 i>n,4 二 0 车 i=# 而 且 对 一 切 PEK 限制 均 为 0. 则 显然 了 之 限 
制 亦 为 0， 从 而 2 二 a=0. 

(5) 一般 情况 下 ,任意 紧 集 天 CCM 都 是 “4) 中 那 种 紧 集 
的 有 限 并 . 

命题 2, 1 的 全 ) 蕴涵 了 已 .CN 一 友 ) 的 某 种 唯一 性 , 例如 说 ， 
若 M4 为 紧 而 取 玉 二 必 ， 则 a€8,(M) 为 0. 当 上 且 仅 当 a 对 一 切 P 在 
如 (和 ,4 一 已 中 的 限制 均 为 0; 当 型 为 连通 时 ,“ 一 切 ” 这 一 个 限 
定语 可 以 改 成 “ 某 些 ”， 这 是 因为 有 下 而 的 引 理 ， 

均匀 性 引 理 若 4 是 一 个 连通 流 形 , P, 8E M 为 两 点 ， 则 必 
存在 一 个 同 有 是 p : MM 一 >M 使 wp(2) 一 4 而且 局 伦 于 恒 等 映射 . 
设 它 成 立 . 因 plP)=8 且 9 为 同 胚 , 故 pC(M 一 PJCM-Q. 于 
是 有 . 


HM) HCOM) 
Ie: es 


HM,M— PrH (NM, M0) 
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但 是 项 上 一 行 的 w, 是 恒 等 映射 ， 

证 令 P, 8 为 直线 民 上 的 两 点 ， 则 
图 11 一 2 表示 : Ri 一 一 R',p 之 id, 而 县 在 
一 紧 集 之 外 9 二 id. 

由 此 ， 亚 然 可 以 在 一 个 坐标 邻 域内 移 
动 这 些 点 ,但 因 M 是 连通 的 , 任意 两 点 P， 
8 都 可 以 用 坐标 邻 域 的 有 限 链 Uo, 5 ,，…， 
连 起 来 , 即 , PEto, @EV, 且 U NU 
着 ,i 一 0，1，…，! 一 1， 这样， 我 们 得 
到 


命题 2.2 若 以 是 紧 且 连通 的 , 则 对 任意 点 PE ,限制 映射 
(jp) : H(AM)— rH CHM, M—P) 

均 为 单 射 . 

我 们 自然 想 知 道 《js), 何 时 为 同 构 ， 因为 8,(M ,一 P)==R， 
这 就 相当 于 在 In(Cj) .中 找 出 闻 (M 一 如 的 一 个 生成 元 来 〈 例 
如 ， 当 吕 是 一 个 体 时 ， 只 需要 (jp) .天 8 即 可 )， 前 而 我 们 己 经 看 
到 ,8(CE , 开 一 PP 的 生成 元 就 是 己 点 的 局 部 定向 , 所 以 很 明显 ,我 
们 现在 所 做 的 就 是 想 把 局 部 定向 拼 成 整体 定向 ， 

车 凤 为 光滑 的 , P 点 的 局 部 定向 可 以 用 切 空间 ToCM) 的 定向 
来 表示 . 一 个 整体 定向 会 对 每 一 点 PE M 都 指定 ?eCM) 的 一 个 定 
向 ,但 是 反 过 来 ， 在 每 一 点 P 指定 一 个 定向 却 不 一 定 足以 形成 一 
个 整体 定向 ， 必 须要 有 某 种 相 容 性 或 者 说 连续 性 条 件 ， 首 先 ， 在 
一 个 坐标 邻 域 p: 一 > 中， 所 有 切 空 间 TCM) 都 可 以 从 同一 
个 来 源 及- 一 (PC(P) ,让 ) 二 Tpopy( 启 ) 一 Tp(MM) 得 到 定向 然后 就 
要 求 同 一 个 TCM) 从 两 个 不 同 来 源 gg 和 应 得 到 相同 定向 ， 即 
d(g¥y% ') 应 保持 定向 . 这 就 是 相 容 性 条 件 . 现在 我 们 没有 光滑 性 ,从 
而 也 没有 切 空 间 ， 但 我 们 可 以 用 局 部 同调 H.CM ,MM 一) 代替 
TP(MM), 然 后 再 把 上 而 这 一 套 改 一 个 说 法 . 令 KCU 为 一 紧 集 而 
9( 瓦 ) 二 了 PCR 是 单位 球体 ， 着 PEK ， 则 限制 映射 
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HM M— RR)-——H(M,M—P) 
是 一 个 同 构 , 这 是 为 为 ,在 产 中 包含 映射 总 一 六 一 一 六 一 人 ,4 一 
wp(P) 是 一 个 强 形变 收缩 ， 而 这 一 点 可 以 从 图 11 一 3 看 到 ， 
取 一 个 生成 元 Px E HM ,MM 一 K) 守 RR, 我 
们 就 有 ,对 一 切 PE 天 ,Pr 限制 成 为 4H,CM ,MM 一 
P) 的 一 个 生成 元 ， 这 个 Pr 就 是 邻 域 五 中 局 部 
定向 的 “共同 来 源 ". 相 容 性 是 很 清楚 的 . 若 Px,， 
” eu 是 两 这 局 部 定向 ， 则 对 PE Km KR: 限制 
图 11 一 3 Pr,《P) 与 Px,《P) 必 须 相 等 ， 这 就 引导 到 下 面 的 
定义 ”为 数 p: PF 一 rp(P)E HH,( 科 ,及 一 P) 称 为 连续 的 ， 如果 
每 一 点 PE 履 都 有 一 个 领域 天 以 及 一 个 类 pxrE€ H.CM,M 一 KR) 使 
得 对 于 一 切 点 8€E 玉 均 有 2(8) 二 (jo0) ,pr 
这 样 一 连续 消 数 称 为 一 个 截 口 ,一 个 截 口 p 而 使 PCP)E 
搓 ,《M ,A 一 P) 称 为 一 个 定向 . 一 个 藻 形 M ,如 果 存 在 定向 就 称 为 在 
上 《R 二 系数 环 ) 可 定向 的 . 这 个 说 法 的 合理 性 在 于 有 
命题 2.3 车 Y 是 在 以 前 的 几何 意义 下 的 光滑 可 定向 流 形 ， 
则 它 在 现在 的 意义 下 在 任意 环 R 上 可 定向 . 
证 显然 只 常用 一 族 紧 的 坐标 邻 域 {K,} 覆盖 对， 再 找 
妖 ，《 导 ， 计 一 皮 ,) 的 一 族 相 容 的 生成 元 {px,1}， 取 :VU 一 一 庆 使 
狂 《 下 ) 一 彤 所 六 为 单位 球体 , 且 gy ! ; 太一 一 P 保持 定向 (对 一 
切 i, 站. 这 是 可 能 的 ) 因为 是 可 定向 的 . 车 PE KNK, 而 让 = 
CPP)， 吕 一 2 《P)， 则 比较 pxj> 和 px, 的 问题 就 只 是 研究 诱导 
映射 


(ppr 1》 
HCR',R'— Pp)— 


的 问题 ， 但 是 记 住 ， 对 这 两 个 群 都 给 了 一 个 生成 元 ， 它 是 由 奇异 
单 形 5 : 4' 一 ->R" 来 表示 的 , 面 P,Q8,E Into, 我 们 以 前 就 证 明了 . 
所 谓 保 持 定向 就 是 指 (q,yr') , 保持 这 个 生成 元 ， 
车 pp? 道 转 几何 意义 下 的 定向 , 则 (pp 1), [oj= 一 [oj， 
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HM ,NM"—0,) 


除非 在 环 足 中 有 1 二 一 1. 这 个 情况 与 保持 定向 的 情况 总 是 不 同 
的 、 所 以 我 们 得 到 一 个 能 得 多 的 关于 代数 可 定向 性 的 结果 . 
命题 2.4 若是 具有 特征 2 的 环 《 即 在 中 2==0), 则 任意 
流 形 M 在 R 上 可 定向 . | 
现在 回 到 M 在 R 上 可 定向 的 情况 并 设 bp 是 一 个 定向 . 考虑 下 
面 的 论断 : 对 于 紧 子 集 CM， 必 有 一 个 类 pr ED,CM,M 一 皮 ) 使 
得 (jr) Cpr) 二 pCP)ENHACM,M 一 P) 对 一 切 PEK 成立， 显然， 如 
果 这 个 论断 对 天 为 真 , 而 LCK, 则 它 当 然 也 对 工 为 真 , 这 一 点 可 
由 下 面 图 式 看 出 
HM,M—k) 
| 3 
HAMM— LL ——H.(M,M—P) 
同样 ， 如 果 这 个 论断 对 天 和 Ks 都 成 立 ， 则 由 MY 《Mayer- 
Vietoris) 原理 ， 它 对 KU KK, 也 成 立 ， 这 是 因为 ， 在 MY 序列 


—H (MM— KUFR) HM,M— KN)D 


HOM, MK rH COM, M— Kf kK,) 


中 是 由 a,b) 二 方 , (a) 一 各 , (6) 给 出 的 ， 这 里 

ji: CM, M—K) ——* (CM, M— KK), 

joe: (MM, M— AR) (M, M— KK,) 
都 是 包含 映射 . 于 是 (jz) .¥(px, ,px,) = 二 0 对 一 切 PE Ki Ks 成 立 ， 
由 命题 2. 1,yCpx, ,Pr,) 二 0. 所 以 存在 一 类 

prUns EHAM, M— KiUK2) 
使 ptpxrux,) 一 (px,， px,)， 这 个 类 显然 就 是 我 们 所 需要 的 . 因为 
我 们 可 以 用 紧 坐 标 邻 域 {K,} 要 盖 MM 面 对 每 个 K; 上 述 论 断 均 为 
真 。 所 以 这 个 论断 对 一 切 紧 子 集 都 成 立 ， 总 之 ，M 上 的 一 个 定向 
Pp 等 价 于 对 每 个 紧 子 集 玉 指定 一 个 类 玉 一 >px EH.(M,M 一 KK)， 
并 使 他 们 彼此 相 容 . 在 M 本 身 为 紧 的 特例 下 ,可 以 取 玉 =, 所 以 
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一 个 定向 bp 就 是 一 个 同调 类 pE€ H.(M) 使 得 p(P)EH.(M,M—P) 
对 一 切 PE M 均 是 生成 元 . 由 命题 2. 1 当 邓 为 连通 时 ， 这 个 同调 
类 jp 可 由 它 在 任 一 点 上 所 取 的 值 PCP) 来 决定 .事实 上 .对 于 一 切 
PEM, 
HMI——H (MM—P), Pr—rp(P) 

都 是 一 个 同 梅 ， 这 一 个 定向 类 蕊 称 为 一 个 基本 类 ， 记 作 [MM]. 

所 以 ， 当 M 是 紧 的 、 连 通 的 且 在 六 上 可 定 同 时 ,H.CM) 二 RR. 
也 很 容易 决定 当 玉 在 只 上 不 可 定向 时 会 发 生 什 么 . 这 里 可 能 发 生 
在 员 不 是 特征 2 的 时 候 . 例如 、 取 总 为 一 和 整 环 《integral domain)， 
从 尾 一 点 PoE NH 开始 ,并 取 一 个 生成 元 pCPo) EHD,(M ,MM 一 Po), 若 
8 是 任意 的 男 外 一 点 , 用 一 吊 紧 的 邻 域 Ko，…，, Ki 把 P, 8 连接 起 
来 , 即使 PEKo, QE 天 而 且 丰 站 天 天 网 ， =0, [, ,tl. 
于 是 p《Pi) 通 过 包含 映射 

HM M— KOH CM, M— Po) 
在 如 (CUH, 邓 一 天) 中 决定 了 一 个 生成 元 ， 然 后 它 又 通过 包含 映射 
HM M— ROH NM, M—P)P ER NI 
决定 H.C 有 ,下 一 Pi) 的 一 个 生成 元 ,这样 做 下 去 , 最 后 就 会 得 到 一 
个 生成 元 p(8) EHCM,M 一 8) ,如 果 p(8) 与 链 Ko，FKiy，*… Ki 的 
取 法 无 关 ,， 就 可 以 有 定向 类 p. 因为 现在 不 是 这 样 的 和 情况, 则 必 存 
在 一 个 闭 的 循环 ， 即 有 一 点 * €E Ko 人 KK 关 赂 ， 使 得 当 我 们 完成 这 
个 循环 时 ， 会 得 到 不 同 的 生成 元 . 在 2 中 ， 这 就 意味 着 我 们 得 到 
了 1 和 一 1， 见 下 面 的 图 
HCM) 
x 
HMM— #)- rHAM,, M— *) 


HM,M— Ro) 再 (周一 下) BM MRK) 
H.C(M,M— PP) 人 HCNM ,NM— Pp) 
我 们 刚才 的 情况 是 : 横 的 映射 将 站 (MM, 一 * ) 的 一 个 生成 元 
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PC# ) 映 成 了 其 另 一 不 向 的 生成 元 p(p(* )). 现在 , 若 eE H,(M) 
是 任意 元 ,我 们 有 
HMI——rH(MM— *), ar——rip(# ),AE€ER. 
所 氛 有 
pC ¥# )= pp # )), 

但 因 员 是 整 环 , 故 1 一 0 又 因 H.CM) 一 >H,(M,M 一 * ) 是 单身 ， 
大 a 二 0， 所 以 ， 对 于 紧 的 、 连 通 的 、 在 R 上 不 可 定向 的 流 形 #H， 
(M,R) 二 0， 总 结 起 来 ， 有 

定理 令 MM 为 一 紧 的 、 连 通 的 4 维 流 形 , 而 8 为 一 整 环 ， 则 
注 在 RR 上 可 定向 ， 当 且 仅 当 

HM,R)R, 
这 时 ， 限 制 映射 
HA(M,R)—rH (NM, M—P;R) 

对 生意 PE NM 均 为 同 构 ( 若 改 不 可 定向 ， 则 它 是 0 映射 )， 而 
HH，《 注 ，R) 的 生成 元 叫 ~- 个 定向 类 或 基本 类 . 

最 明 最 的 特征 为 2 的 环 是 R=Zz, 妇 mod 2 整数 环 , 所 以 以 2 
作 系 数 就 完全 抹 去 子 定 向 这 个 几何 概念 ; 另外 一 个 极端 是 有 一 Z 
即 整 数 环 ， 事 实 上 ， 这 时 有 一 个 一 般 的 定理 称 为 万 有 系数 定理 
(universal coefficient theorem). 它 指 出 , 车 MM 在 上 可 定向 , 则 它 
在 企 意 整 环 RR 上 也 可 定向 , 所 以 在 实际 上 , Zz 和 到 包括 了 所 有 的 
情况 . 


$ 5.，Poincare 对 偶 定 理 


定理 (Poincaré 对 偶 定 理 ) 令 ML 为 一 紧 4 维 流 形 , 而 且 在 8 
上 可 定向 ，[M] € H.C(M) 为 基本 类 ， 则 
~ [MY :HOM)——rH A CM) zh xz 一 [好 ] 
是 一 个 同 构 . 
证 明 的 基本 原理 和 我 们 前 看 做 过 的 一 样 ,是 Mv 原则 :首先 在 
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局 部 情况 下 得 一 个 不 足 道 的 定理 ， 然 后 再 看 能 和 否 用 MY 原则 把 它 
们 拼 起 来 以 得 出 这 个 定理 的 整体 形式 ， 所 以 我 们 先 需 知道 这 个 不 
足 道 的 定理 是 什么 ， 在 这 里 我 们 遇见 了 一 些 困 难 ，M4 局 部 地 看 来 
和 中 是 一 样 的 , 但 六 不 是 紧 的 .说 号 (入 ) 僵 如 5( 癌 ) 肯 定 是 不 对 
的 ， 但 是 车 PE 蚌 一 个 点 ， 则 

HOP——rH BR RP), uru~p 
都 是 一 个 疝 构 . 这 里 PE 电 ,( 尼 , 玉 一 P) 是 其 一 个 生成 元 因为 使 上 
式 双 方 均 非 0 的 值 只 有 =0. 在 这 时 , 如"(CP) 是 由 “单位 ”上 同 
调 类 } 生成 的 ， 而 前 而 又 已 看 到 在 上 积 (和 卡 积 ) 中 , ! 的 作用 都 
是 单位 元 ， 即 

l~p=p. 

所 以 这 就 是 木 足 道 的 局 部 的 Poincare 对 侦 性 . 

但 是 我 们 不 能 用 点 来 构成 整个 以 ,所 以 下 一 步 就 需要 扩大 P. 
我 们 癌 以 取 玉 为 以 P 为 心 的 球体 而 且 #H* (CP) 和 厂 *(K) 相 同 .我 
们 也 在 定向 类 px € HF, 产 一 天 ) ,但 是 不 幸 得 很 ,在 

于 (天 ) 罗 于 (让 ,六 一 下) rH RF, RK) 
中 ， 没 有 卡 积 配 对 ， 但 是 我 们 可 以 回避 这 一 点 如 下 ， 取 一 个 包含 
天 的 更 大 的 球体 了 ,使 PE KCVY 均 为 形变 收缩 核 . 这 时 我 们 确实 
有 了 卡 积 配对 

HOBDAT VK) HV KY). 
但 是 由 于 收缩  (V) 全 由 (KK) 是 同 构 ， 面 由 于 切除 ，H ,CV ,7 
一 天 和) 一 一 总 (如 ,下 一 六) 也 是 同 构 ( 因 为 所 谓 居 是 天 的 邻 域 , 现在 
就 注意 {Y ，r 一 K} 是 切除 的 )、 很 明显 、 只 要 天 有 一 个 邻 域 『， 
而 且 天 是 了 的 形变 收缩 核 ， 我 们 就 一 定 能 这 样 做 ， 

H' (VIYOH VV— KH ,PK) 


HI(R)OH NM, MM— KI——zH, (NM, M— kk) 


up Gr) NI (Cp)). 
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这 样 , 我 们 希望 证 明 对 于 一 切 紧 集 天 全 1 ,只 要 天 是 一 个 邻 瑾 收 短 
核 , 这 都 是 一 个 同 构 . 若 为 紧 , 取 天 一 M 即 得 Poincaré 对 偶 定 
理 . 然而 直接 去 求证 还 有 一 些 技术 上 的 困难 . 例如 对 偶 性 的 配对 与 
『 的 选 法 有 关 , 还 有 ,车 玉 ,, Ks, 都 是 邻 域 收缩 核 ,要 论证 KU EK， 
与 Kj 门 Ks 也 是 邻 域 收 缩 核 ,这 并 非 轻而易举 . 如 果 先 多 建立 一 些 
工具 ,可 能 就 会 容易 一 些 . 
所 请 有 向 集 5 就 是 其 中 具有 次 序 过 的 集 , 使 得 对 于 a,8ED 
必 有 一 个 yED 使 a<y,8<y. 设 有 一 族 B 模 {M。},a€ED, 而 指标 集 
D 有 向 . 设 对 a6 有 同 态 pu : 1。 一 Ms 适合 以 下 的 迁移 条 件 
(iD Ye 一 id 
CD 车 a<8<y; 则 pyro = yo 
这 时 ,我 们 称 {ds|ja& DD} 为 有 向 族 并 且 可 似 用 下 而 的 万 有 性 质 来 
定 久 有 向 极限 (directed limit) (WM ,po) 3 
《1) 对 每 个 a&€ D,gp。: Ms 一 -*M 是 同 态 ,对 每 一 对 a 达 8, 有 
可 换 图 | 
MM, 
ps 2 Pe 
~ mM 
Bh gspse = Fe 
(2) 车 (NX,y) 是 满足 (1) 的 另外 一 系 , 则 必 有 了 唯一 的 辣 态 
Pp :时 一 ”使 下 图 为 可 换 
M,— mM 
pM YP 
N 
即 机 三 
所 以 有 向 极限 只 要 存在 必定 是 唯一 的 . 为 了 证 明 它 存在 . 令 
由 时 为 一 切 W。 的 直 和 ,在 其 中 , 令 4 是 由 所 有 {zx 一 golz) 1zE€ NM， 
8 之 a} 这 种 形状 的 元 生成 的 于 模 , 令 M= 外 ef/ 4， rr: 四 1 一 一 
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六 以 及 gs: 太一 >M 为 下 面 映射 的 组 人 台 
ms: 1 WM, Ny. 


要 证 明 { 好 ,wo} 适合 所 有 要 求 是 很 容易 的 ， 事实 上 ,大 家 会 注意 
到 ， 的 有 向 性 完全 没有 用 到 ， 由 定义 ， 对 于 rmE MM。，go《zo) 和 
rsalzo) 相 等 , 即 是 说 ,在 极限 4 中 ,生理 和 它 的 “后 ”" 象 gpo(z。》 
相等 ， 车 上 为 有 向 ， 则 有 i 
引 理 ”MM 中 每 个 元 均 可 写 为 pg,。(x。), 这 里 x,€ Md。 是 某 个 元 . 
证 ”肯定 ,rE 4 一 定 是 一 个 有 限 和 > g(x,) 的 形状 . 取 a 之 
m (对 一 切 1) 并 令 
> 一 > Poa Cr.) 。 
即 得 引 理 之 证 ， 
由 此 很 容易 得 到 有 关 有 向 极限 的 基本 事实 , 邮 它 保存 正 合 性 . 
令 {Mo pm) 和 1 Wio} 为 有 癌 族 , 所 谓 同 态 了 : {M6} 一 一 
{Vo 就 是 一 族 同 态 fo: 1 一、 而 使 当 *<8 时 , 下 面 的 图 可 换 


这 时 ,可 得 到 一 个 极限 映射 了: 好 一 一 ,使 得 对 每 一 个 eED, 下 
图 为 可 换 . 


我 们 有 
引 理 令 (MM) -> (No > {2L,) 是 有 向 族 的 同 态 .车 对 
每 个 aE D， 序 列 


a (x) 


是 正 合 的 ， 则 其 极限 序列 也 是 正 合 的 : 


CE 


证 gf=0 不 必 证 . 现 令 g(x) 二 0,zEN, 今 f= 和 (1720) 16 No， 
则 
9 2) 一 上 go(zo)， Ea: Lo——*L. 
由 定义 ， 必 有 8 关 a 使 Se 人 gs(zo)) 一 0 一 gp(okzo))， 因 为 


了 
Ms 一 -Ar -7 


是 正 合 的 ， 赦 必 有 y&€ M; 使 
fal¥a) — Yeo (rs). 
令 y==Pslys)EM, 有 
f=psfalys) = Papsaxo) =P (rs) =. 
故 证 毕 . 
总 括 起 来 ， 一 个 有 向 系 的 有 向 极限 或 多 或 少 象 是 一 个 并 ， 殖 
中 的 每 个 元 z 都 是 从 某 个 Wo 中 的 某 个 元 z 来 的 . 车 zx。 在 极限 对 


中 变 成 了 0, 那 末 它 一 定 在 某 一 个 有 限 的 阶段 8 上 《8 之 a) 就 已 经 


成 了 0. 现在 把 这 应 用 到 KCM 的 情况 , 这 里 天 是 于 的 子 集 ,， 和 集 
{YIVDK 是 玉 的 邻 域 } 按 包含 关系 而 有 序 , 即 VU>V 意 指 UCY, 这 
时 ， 有 包含 映射 
H.CMM—V)—rH, (MU,M—U). 
它 显 然 适合 相 容 性 条 件 ， 所 以 可 能 有 极限 ， 但 这 不 会 给 出 任何 新 
东西 . 
引 理 车 玉 CM 为 紧 ， 则 
limH .CM,M—F}=H,. (M,M— KA). 
证 对 于 大 的 每 个 邻 域 ", 我 们 有 包含 映射 
”HH.(MM—r) Hh, (M,M—K). 
取 极 限 后 ,定义 一 个 映射 
limH. (MM—r)——H, (UM, M—K). 
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命题 2. 1 证 明 的 第 (4) 步 已 证 明 这 是 一 个 同 构 , 例如 , «= fc] € 
入 .CM , 江 一 玉 ), 坟 , (MM 一 V) 中 定义 一 个 何 调 类 a ， 而 在 包含 屿 
射 下 变 为 a, 这 说 明 上 述 极限 的 上 映射 是 全 射 . 一 对 一 可 用 完全 问 样 
的 方法 去 证 . 

当 CF 时 ,， 上 同调 总 ”( 门 一 五 (5 指向 正确 的 方向 , 所 以 我 

们 可 以 取 有 向 极限 lim#" (VY)， 包 含 屿 射 CY 于 是 定义 一 个 映射 
im 好 Co——# "(RK), 
担 是 和 间 译 的 情况 不 一 样 ， 上 述 的 链 的 论证 法 不 再 起 作用 .所 以 
有 向 极限 可 能 给 出 一 个 新 的 对 象 . 我 们 定义 它 为 玫 的 Alexander- 
Cach 上 同调 ， 记 作 
H* (K)=limH" OV). 
当 自然 映射 明 *"《 开 } 一 右 * (KK) 为 同 构 上 时， 我 们 说 玉 整齐 地 髓 入 
《tautiy imbedded) 于 4 中. 例如， 当 玉 有 一 个 邻 域 Pf 使 让 Cr 为 
强 形 变 收缩 核 时 ， 就 是 这 样 . 

总 ”在 下 述 意 义 下 是 一 个 完备 化 ,无 的 每 一 个 邻 域 了 都 有 其 
Cech 上 同调 总 "(P，, 而 当 ZC7 时 仍 有 自然 局 态 8* 0) 一 上 * (0)， 
所 以 我 们 有 了 一 个 有 向 系 { 召 * (Y}IY 是 天 的 领域 :于 是 似乎 可 以 
作出 一 个 “ 超 Cech” 上 同调 ， 很 容易 证 明 不 会 有 这 样 的 事 . 

引 理 ”自然 屿 射 im#* CF) 一 ="( 太 ) 恒 为 同 构 - 

我 们 就 只 差 一 点 技术 性 的 准备 了 .一 个 有 向 集 D 的 子 集 C 称 
为 共 尾 (cofinal) 的 ， 若 对 任 一 aED, 在 C 中 必 可 找到 EC 使 
之 a 车 4MoleED 是 D 上 的 有 向 系 ， 则 {MolaE0} 是 C 上 的 
有 了 向 系 (显然 C 也 是 有 序 的 )、 容 易 看 到 ， 自 然 映射 


LmM, —— limM, 


是 一 个 同 构 ， 换 言 之 ， 在 考虑 有 向 极限 时 ， 只 需 用 cofinal 集 ， 若 
ECM 在 流 形 中 紧 , 显 然 乒 的 紧邻 域 集 在 其 一 切 邻 域 的 集中 是 co- 
final 的 . 
现在 一 切 都 准备 就 绪 ， 令 上 CM 是 可 定向 流 形 的 紧 于 集 ， 其 
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定向 为 p; 对 天 的 每 个 邻 域 了 均 有 一 切除 上 师 射 (Y， VY 一 K) 一 ~ 
(M， 下 一 请 ) 及 卡 积 配对 
HOOHAV Vo— KR)——H (VY VK) 
be. 小 
HI IOH CM, MO— RI—rH, (NM, MK), 
uO prt—), (uj pr)). 
卡 积 与 类 px 的 自然 性 措 出 , 求 极限 后 可 以 定义 映射 
一 pg HICK)——> HM, NM — RK), 
记 作 x+- 一 于 一 px. 于 是 有 
PoincarE-Lefschetz 对 偶 性 定理 对 任意 紧 子 集 CH,~px 是 
一 个 同 构 . 
当 4 为 紧 时 ,可 取 大 一 到, 这 时 自然 有 互 *( 好 ) 一 后 )， 从 
而 得 到 本 节 开 始 时 说 的 Poincaré 对 偶 性 . 
现在 来 建立 MY- 原则 . 设 此 定理 对 天 ,, Ks 和 上 = 门 Ks 都 成 
立 , 我 们 要 看 它 能 否 推 广 到 天 二 KUAs, 令 V 记 ,Vi 各 为 玉 , 玉 ; 的 
邻 域 ， 而 =UV，，WW==V 门 VY;?， 于 是 有 MY 序列 : 
eH VIBE VHD 
—eH CM YM— KDI MM— KH (MM RSH, (XM, 
HU—R)" 
这 里 直 的 映射 是 卡 积 . 由 上 一 章 建立 的 关于 卡 积 的 种 种 自然 性 质 ， 
可 知 这 个 图 是 可 换 的 ， 最 多 相差 符 导 . 取 极 限 后 ， 上 面 一 行将 被 
代 以 Csch 上 同调 群 
——HT RIODATIR)——H 
[merm | 
HOKRY HACKDODH (KG) 
~ px 全 px 四 一 px; 


由 有 向 极 江 的 基本 性 质 ， 它 仍 是 正 合 的 ， 但 这 时 ， 由 “五 ” 引 理 ， 
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即 知 在 Ht(K) 处 的 一 px 是 同 构 . 

现在 ， 证 明 一 般 定理 已 经 是 轻 而 筋 举 的 了 、 

《1) 当天 = {P} 为 一 点 时 ， 定 理 是 成 立 的 ， 这 当然 是 由 于 
(0 一 玫 (CP) ， 而 此 式 又 因 PC 是 邻 域 收入 核 而 成 立 ， 故 
(1) 就 是 前 而 说 过 的 户 部 定理 . 

(2) 著 天 = 一口 是 坐标 邻 域 5 全 由 中 的 长 方 体 时 成 立 , 中 的 而 
规定 与 坐标 于 面 平行 . 

(3) ”两 个 这 种 长 方 体 相交 于 同样 类 型 的 长 方 体 上 ; 故 由 MY 
原则 ， 定 理 对 “2) 中 长 方 体 之 有 限 并 成 立 . 

(4) ”车 CU 二 所 是 包含 于 一 华 标 邻 域内 的 任 一 紧 集 ，(3) 
中 那样 的 集 构成 的 邻 域 族 的 一 个 cofinal 族 , 取 极 限 并 作 完 备 化 
知 此 定理 对 天 成 立 . 

《5) ， 任 一 紧 集 天 CH 都 是 (1 中 那样 的 天 之 有 限 并 . 

作为 一 个 推论 、 可 以 得 到 经 典 的 Alexander 对 偶 定 理 .、 

定理 若 玉 Cr 为 紧 ， 则 


HOCK) SH CR MRK) HK) 

是 同 构 . 

这 之 所 以 成 立 ， 自 然 是 因为 3 是 一 同 构 ， 

对 倘 性 定理 有 种 种 推广 ， 例 如 ， 它 有 一 个 相对 的 形式 ， 对 于 
紧 集 对 ( 玉 ，L)， 我 们 可 以 定义 

HCKsD) 一 lim {H* CV ,VN LD IY 是 玉 的 邻 域 }. 
于 是 有 对 伪 性 同 构 
KD > HM— LM RK) 
(证明 是 由 前 面 的 绝对 情况 加 “五 ” 引 理 }， 我 们 也 能 把 它 推广 到 
M 有 边 的 情况 ,这 时 ,局 部 同调 万 . CM, 一 P) 只 有 当 P3M 时 才 
是 “对 ”的 ,定向 bp 仍 可 由 相 容 的 挛 {px} 给 出 ，pxr EH,CM, 一 
下 ) ,但 KN 站 3M== 人 入, 对偶 定 理 的 形状 与 上 而 完全 一 样 . 车 MY 是 紧 
306 


的 , 可 以 证 明 , 当先 分 大 时 , 9MCM 一 玉 是 一 个 形变 收缩 核 , 所 

以 基本 类 pw EH (NH. 一 玉 )< 一 H.CM,9M) 成 为 H,CM,2M) 中 的 

类 [WJ 此 外 .CM 也 是 一 个 形变 收缩 核 , 所 以 对 偶 性 成 为 
HMI— rH MM), uu TM 


§ 4，Thom-Pontrijagin 构造 


我 们 已 经 用 过 MYV 原则 两 次 , 一 次 用 于 证 明 Thom 同 构 定 理 ， 
另 一 次 则 用 于 Poincaré 对 偶 定 理 。 这 两 个 定理 在 局 部 情况 下 多少 
是 平凡 的 ,但 都 有 一 个 特点 , 即 可 以 用 Mayer-Vietoris 序列 把 局 部 
结果 拼 成 整体 的 结果 .这 两 个 定理 不 但 具有 这 个 共同 的 路 数 ， 其 
实 它们 是 互相 等 价 的 .虽然 我 们 不 打算 把 这 一 点 全 部 讲 清 楚 ， 但 
我 们 要 提出 产生 这 种 联系 的 关键 的 几何 事实 . 

同 忆 一 下 ,Thom 同 构 定理 讲 的 是 一 个 矢量 从 ,mw :一 >8B, 而 
Poincaré 对 偶 性 则 是 关于 流 形 的 一 个 定理 ， 假 设 底 空间 8 是 一 个 
流 形 ， 就 可 以 同时 讲 它 们 了 ， 这 时 百 显 然 也 是 流 形 ， 我 们 设 8 为 
紧 ， 也 设 作 为 一 个 流 形 是 可 定向 的 ， 其 定向 类 为 p， 同 时 还 设 
Tx: 一 8 作为 一 个 矢量 从 也 是 可 定向 的 ， 其 Thom 类 为 iE 
Hr(B,B). 记 住 E=8 一 零 截 向, 因为 零 截 口 二 8 为 紧 . 故 有 同调 类 
Pa 后 Hri(BB) (n=8 之 维 数 ,t= 一 5 之 纤维 的 维 数 ,n 十 it 二流 形 隐 
的 维 数 ), 于 是 我 们 可 以 得 到 一 类 ps 下 UE H,(E). 因 为 #. :HH， 
(8) 一 >H,(8) 是 一 个 向 构 ,所 以 可 以 往 下 投影 而 又 得 到 一 个 类 
zx.《pa 门 0 二 pE AH.(B), 这 个 类 是 什么 样 ? 既然 它 维 数 也 对 ,可 不 
可 能 它 就 是 8B 的 基本 类 ? 为 了 验证 这 一 点 ,我 们 要 取 一 点 bE8B 而 
看 pE HH.《B8) 一 H,(8B8,8 一 b) 是 否 成 为 H.(B,8 一 8) 的 生成 元 . 令 机 
CB 为 B 在 b 上 之 纤维 ,0E 为 其 中 的 零 元 ,Y 为 5 在 8 中 的 一 个 
邻 域 ,使 得 C 信 ,一 上 二 ( 产 , 户 一 0). 首先 ,使 上 下降 为 8 的 同 伦 变 E 
一 及 为 8 一 5, 所 以 有 
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HIB BIO BB) HA(B) HB BE,) 

人 :| Ji 

HB)——H.(B,B—b) 
而 这 两 个 ,部 是 同 构 .所 以 我 们 可 以 在 上 面 一 行 的 B 处 来 作 . 由 
定义 

HB, BY} HC Bs, Bs— 0) 
i A 
HV XR,V XR—0)) 
让 (是 H'( 奴 . 刀 一 0) 的 生成 元 , 训 是 同 构 ,因为 (0X R',0X (一 
0)COXR,VXCR 一 0)) 是 形变 收缩 ,所 以 i* (0) EG(VX RV 
Xx (RR 一 0)) 是 一 个 生成 元 . 我 们 知道 ,Kiinneth 映射 
H* (VY OH RR OO)— HC Xx (RR 0)) 

是 一 个 同 构 ， 而 我 们 用 它 来 定义 过 外 上 积 


uCOb HE——r0 Xb. 
显然 ， 在 维 数 庆 上 ， 澡 (0) 二 1 Xw, 这 里 uzE WiCR, 个 一 站 是 一 个 生 
成 元 ,1€E WH'(V}) 是 单位 类 . 
由 定义 


HatB, BH CE, E00) 
7 ~. 
HriV XR VXR—ONUCP—5) XR)) 
i 
Hil (FV Pb X CR RR — 0)] 
记 《pe) 是 Ht.(B,B 一 0) 的 生成 元 , 而 广 . 是 一 个 切除 、 由 Kiinneth 
公式 
HVV OH RR 0—— H.[(,Y — b) 
+ (RR — 0)] 
是 同 构 ， 可 以 用 来 定义 外 同调 积 aC@8F 一 waXb， 令 bE 古人 (展开 一 
0), 使 得 在 Pontrjagin 对 偶 之 下 (4,b) 二 1, 于是, 后 Jjj， (pg) 的 形 
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状 显然 是 seXb, 这 里 aE HCV ,VY 一 了 必定 是 生成 元 . 现在 我 们 育 乘 
积 的 自然 性 


HICBEYOHA BE >H CB rH EB, B— EB) 
i 


Jin 
HB, EH BE.B—0) 


HLVX CR ,Ro—0) HL VY—6) XR ,Rm—0)] 


HLOV Vb) XR] 
|r, 
HV ,WV—b) 
这 里 4 ,是 一 个 切断 、 我 们 显然 有 
《1 Xi 一 Xb 一 (1 一 aa) Xp 一品 X1， 
最 后 的 1 是 HotR') 的 生成 元 ， 这 正 说 明 
Pp: HB)—* HB,B— beH (VV 一 与 
变 为 a. 
Thom 疝 调 了 映射 是 由 
bp: HE,E)—rH .8B), 
cEF—ex, (U~c) 
给 出 的 . 通过 它 将 8 与 中 的 零 截 口 等 同 起 来 , 我 们 就 有 二 8 一 
如 令 pz，qs 各 为 与 8 中 的 Poincaré 对 偶 映 射 ， 有 
HB EH EB) HD), 
“一 人) 全 JE FA, (77 一 (一 pe))。 
但 是 除了 最 多 相差 一 个 符号 ， 我 们 有 
nue ps) = x. Li* EU~pa)] 
一 和 一人 (0 一 ps) = E~p. 
换言之 %。gr 一 ps， 这 就 建立 了 Poincare 对 偶 映 射 与 Thom 和 同调 映 
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射 的 关系 例如， 由 Poincare 对 侦 定 理 姑 可 得 Thom 局 构 定理 . 

上 述 情 况 在 几何 中 总 是 出 现 . 这 是 和 由 于 所 消 的 “管状 邻 域 定 
理 ”. 令 开 为 一 光滑 省 形 . 入 CCM 为 一 光滑 子 流 形 (一 个 正规 子 流 
形 ). 然后 回想 法 从 > (CA，4) 的 概念 . 这 是 、 上 的 -- 个 矢量 处 其 
定义 为 商人 欠 (TOM) | 和 /TC(M), “法 ” 字 通 常 表 示 “ 垂 直 ” 于 切 空间 
?CN) 的 方向 ， 这 只 不 过 意味 着 用 内 积 作 

0 一 一 了 (NT) -TY 一 251) 一 一 0 
这 样 -- 个 分 解 ， 对 于 一 个 矢量 空间 ， 这 不 是 什么 问题 ， 而 对 于 一 
个 矢量 人 从， 也 可 以 毫 无 国难 地 做 到 ， 所 以 有 
TD)IY = T(N) OB TONYL, 
以 及 
TCD vON ,MD)., 

但 是 并 不 一 定 必须 这 样 来 看 出 rN,M}CT(M)|3X 是 一 个 子 从 ， 
在 没有 内 积 的 情况 ,>CY ,MM) 的 名 称 叫 做 “ 横 截 ”从 更 好 ,而 横 截 方 
向 是 任 一 个 非 切 向 的 方向 ,如果 我 们 从 入 上 一 点 出 发 , 沿 一 个 矢 
量 场 的 积分 曲线 ， 而 其 初始 方向 是 模 堆 的， 那么 很 清楚 ， 我 们 将 
会 离开 > 走 入 围绕 的 流 形 AM 之 中 . 从 直观 上 看 很 容易 懂得 . 如 
果 从 A 上 一 切 点 出 发 , 沿 着 一 切 横 截 的 方向 走 , 则 必 可 还 得 守 的 
某 个 邻 域 内 之 各 点 ， 下 面 的 定理 就 是 这 个 坦 观 的 事实 之 确切 的 表 
达 ， 

管状 邻 域 定理 (The tubular neighborhood theorem) ” 令 和 NCNY 
是 光 谓 流 形 4 的 一 个 光滑 子 流 形 ,vCX ,MM) 是 入 在 MM 中 的 法 从 ， 
则 必 有 从 在 台中 的 一 个 邻 域 F 以 及 一 个 微分 同上 且 p:v (N， MM) 
一 (到 V 上), 使 在 Bp 下， 于 流 形 的 包含 关系 CM 与 X 作为 
零 截 口 在 » (NX，、M) 中 的 包含 相等 同 ， 此外，% 之 象 7 可 以 取 为 
任意 小 〈 即 对 六 之 任 一 邻 域 凡 ， 我 们 都 可 取 FC0. 

事实 上 ， 这 个 定理 的 完整 形式 化 上 述 内 容 还 要 多 些 . 那里 还 
会 讲 到 ,如 果 这 样 的 微分 同 肽 有 两 个 ; 9 与, 它们 之 间 的 关系 如 
何 《 互 相同 痕 isotopic). 那里 还 讲 到 唯一 性 ， 即 若 Y 不 但 是 N 的 
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邻 域 ， 而且 是 ~ 上 的 矢量 从 了 一 ~、 则 作为 矢量 从 有 7 天 > (YY， 
洒 )， 总 而 言 之 , 根本 的 要 点 在 于 “抽象 的 ”对 象 v (MA，M) 可 以 
具体 地 实现 为 在 六 中 的 一 个 邻 域 ， 承认 这 些 以 后 ， 即 有 切断 
(VF) = TF NN) M,N NN). 
这 又 使 我 们 能 够 定义 一 个 映射 
HN HY Ve HM MN HM), 

这 里 £ 二 六 之 余 维 数 二 dim4 一 dimX. 第 一 个 映射 gp 即 Thom 后 构 . 
这 就 是 所 谓 Thom-Pontrjagin 构造 ， 因 为 它 经 常用 到 ， 所 以 通常 有 
一 个 专用 的 记号 . 令 i: N 一 M4 为 包含 肌 射 ,上 和 而 的 映射 记 作 i1， 
注意 it 是 一 个 “方向 不 对 ”的 映射 , 因为 通常 的 在 上 局 调 上 诱导 
的 瞎 射 "是 指向 男 一 个 方向 的 (但 i1 也 使 次 数 增加 )， 二 者 的 关 
系 很 容易 描述 


H'CN )— Ht 3 < 二 EEC 一) 


全 


H'+tiCN HV) H'+i MM) 


J J 


记 住 ,对 于 Thom 类 EHICV,D), 宣 训 (VU) 一 XE€ H'(N) 就 是 从 
?(N 1) 的 Euler 类 , 从 上 和 而 的 图 中 我 们 发 现 
bE ole) eR EU = HU = Ek, 

即 是 说 :" 。i1 就 是 乘 以 Euler 类 X. 

因为 出 中 涉及 Thom 间 构 ,我 们 自然 设想 它 会 与 Poincaré 对 侦 
性 也 有 关 . 这 志 很 容易 描述 , 设 六 与 # 都 是 紧 的 可 定向 的 . 我 们 对 
v( 访 , 必 ) 这 样 赋 定 向 ,使 车 在 其 后 继 以 Ts (N) 的 定向 就 会 得 到 
TA《MM) 的 定向 . 记 住 ,车 pv€ HCV,D) 是 VV 的 定向 ,而 VE HCV， 
六 为 Thom 类 ， 则 


> CU f) px) € HAN) 
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是 的 定向 类 . 事实 上 ， 我 们 已 采用 -个 规定 即 是 用 这 个 定向 为 
入 的 正 向 ， 于 是 有 

i [LN]=i A (一 Ar 一 fm (Upy) = (Un~ px). 
由 图 


U py 
人 个 


Hy POH ,HV) 
中 [es 
HICM,M— NOHn(M,.M—N)——H.(M) 
上 把 
下 《人 的 Hri(M) H,(M}) 
it {1) [LM] 
得 Ww 《UU ~ py) 一 i! (1) 一 [0z]， 即 
ss [LN] = 1411)~EM]. 
它 意 味 着 , 在 MM 中 的 Poincaré 对 偶 人 性 下 , 同调 类 i, EN]E H.CM) 和 
上 局 调 类 中 (1})E€E H:C(M) 互 相对 侦 . 
我 们 把 以 上 所 述 应 用 到 一 个 特殊 的 例子 ， 即 对 一 个 流 形 M， 
考虑 对 角 芋 入 
4: M—MXM, Pr (Pp, P). 
但 在 作 计 算 之 前 ， 先 作 一 艇 的 说 明 、 用 一 个 体 R 为 系数 环 ， 总 有 
一 个 上 积 配对 
HOMIOHT™T' CM)—R, 
uv By,9) = (uu * v,LM]), 
当 R 是 一 个 体 时 ,BCw,v) 是 非 奇 异 的 , 即 其 诺 导 的 线性 映射 
B: HOM)—*[H CM))’, 
ui——B(luy, ， ) 


是 司 构 . 其 所 以 如 此 是 因为 我 们 很 容易 检验 ， 下 图 是 可 交换 的 
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HM EH MY] 
Pw .Pi 
HM) 
这 里 了 是 Poincaré 对 偶 性 , Pi 是 Pontrjagin 对 偶 性 ,事实 上 上 ， 对 于 
u€ (MM)， 有 
[Pe P C0)] (2) 一 [PC 一 [MJ))] (2) 
= (Cu, ug~ [M1] = Cy, [LM], 

即 有 PiPu= 土 B(x)，P 总 是 同 构 ， 而 当 系 数 在 一 个 体 中 时 ，Pl 也 
是 同 构 .换言之 ， 当 系数 在 一 个 体 中 时 ， 我 们 总 能 用 上 同调 来 表 
示 Poincaré 对 偶 性 . 

当 系 数 在 体 中 时 , Ktinneth 映射 总 是 同 构 , 这 意味 着 8* (MX 
及 ) 的 任 一 元 都 是 xxv 这 种 形状 的 元 之 线性 组 全 ,4,v€E MM* CM). 
月 记 住 ， 由 上 积 的 定义 

2 一 du Xd), 

令 {w} 为 如 "(MM) 的 一 个 基底 , 而 {%。} 是 它 关 于 双 线 性 形式 

8 的 对 偶 基 底 ， 即 
Bluoyus) 一 Ooso- 

令 aE H'CMX 必 ) 是 对 偶 于 4.LMIE HCMX M) 的 上 同调 类 . 

因为 {ux 如 } 是 甘 * (CM XM) 的 基底 ,我 们 有 展开 式 
在 一 >) hers x pa 
为 求 系数 41、 可 以 将 上 乘 以 如 Xus 再 在 基本 类 [MM] 上 求 信 . 我 
们 有 
Ca Go Xu MIXCIMD = Dh Cu Xu) Xu) LMIX 
[af])， 
记 住 ,在 里 "CM X 以 ) 中 的 积 其 实 就 是 在 如 "CM)@H' (CM) 中 的 积 ， 
我 们 就 有 
《 (Xi) — Xu) [UM] x [MJ 


= (CIB Gu, Lo) B (ks, tp) 
Cl th (Cyr, &) B (us, be) 
一 C— 1)l-l1+ sy!)6,,6,. 

另 一 方面 ， 我 们 又 有 

(uo XK us) ,EMI XLM 

=(— xy Xu ~ MXEM]) 

={— DX Xu 4d. [HJ 

=(— Md" (a Xus), LM)) 

=(— ulB(, 4p) 

=(—1) el 1) ,xl gy. 
这 就 意味 着 , 只 有 当 a 二 时, %ws 了 0. 也 就 是 说 , 是 以 下 的 对 外 
形式 


| 


a= >) C— DX (x#) 
根据 Thom-Pontrjagin 构造 , x 是 由 Thom 类 所 决定 的 , 或 者 说 
是 由 法 从 v2 (MH，M XM 及 ) 的 Euler 类 决定 的 .这 个 法 从 是 什么 ?我 
们 说 > (CM，MXM)》 = 二 T(M) 就 是 M 的 切 从 . 这 是 很 容易 看 到 的 ， 
显然 
TCMXM)IIACM)= {Cv ) ov ETOM) , ro) = wy )} 
二 7T(M)BT(MU). 
而 TC4CM))}CTCM XM)|14CM) 则 是 它 的 由 b= 所 给 出 的 子 从 
从 下 面 的 正 合 序列 即 可 得 出 上 之 论断 : 
.0—T (CM)— TCO BTM)— TM —0, 
i 
(Cv Hye. 
由 一 般 的 公式 于 (的 一 上 可 短 
4*diK1) 一 XCTCUD)) 
正 是 如 的 切 从 的 Euler 类 . 另 一 方面 , 41 (i) = 二 4 正 是 4. [六 ] 的 
对 偶 类 . 由 展开 式 (x* ) 知 、 
XTCM),M) = (dp LM 1) 
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= DY) DB(w ,bh) 


3 Dal— Dl, 
但 是 很 明显 ， 这 个 和 就 是 
(一 1)dimH'(M) = XCM)， 
即 M4 的 Euler 示 性 数 ， 关 系 式 
XTCM)Y LM] 一 YXCM) | 
最 终 说 明了 Euler 类 这 个 名 称 的 由 来 . 上 式 也 说 明了 ,为 什么 XCM) 
和 x(zFCU)) 同 是 邓 上 存在 处 处 非 霍 点 矢量 场 的 “相同 ”的 障碍 
《 友 Lefschetz 不 动 点 定理 积 Thom 同 梅 定理 ). 


$ 5. 相交 理论 


到 此 为 止 , 我 们 对 下 面 的 普遍 原理 已 经 有 了 一 些 了 解 。 同 调 
按 其 定义 , 本 性 上 更 多 几何 , 所 以 比较 容易 体会 到 . 另 一 方面 ,上 
同调 因为 有 乘积 , 所 以 计算 更 加 方便 . Poincaré 对 侦 性 把 它们 连接 
起 来 , 可 以 说 是 集 双方 之 精华 上面 对 Euler 类 的 计算 就 是 运用 这 
个 原理 的 生动 的 例子 . 所谓 相交 理论 (intersection theory) 更 是 进 
一 步 发 气 了 这 个 思想 . 一 个 简单 的 例子 :在 环 画 7:=S'X 5 上 有 过 
道贺 5 二 1X (x ) 和 子午 国 号 一 (* ) 又 品 . 它们 相交 子 一 点 C* ， 
* ).“ 一 ”这 个 数目 可 以 从 同调 理论 中 再 把 


它 得 出 来 如 下 . 

令 [81] EHi(51) 是 其 基本 类 ,jE ci 
H! (5) 是 其 对 偶 类 , 即 有 (x, [81]》 =1. : 
显然 ,在 五 " (SI X85!) 中 ,对 偶 于 55] 和 
L52] 的 上 同调 类 各 为 xX1 和 种 1 xX, 我 们 有 图 11 一 4 
(gx D(X),L8 x 8]) 


= (ux X ,0L5'] xX [LSJ) 
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= ss 1 
换言之 ,用 上 同调 乘积 算出 了 几何 对 象 8' 和 5 的 相交 点 数 . 

现在 对 二 维 球面 S$ 上 的 赤道 贺 % 和 子午 圆 8; 来 作 同 样 的 事 . 

相交 数 是 2, 但 因 [5S1]=[52]==0=H1(5?), 故 上 


同调 乘积 为 0, 所 以 ,几何 和 代数 结果 大 不 一 至 . 
若 考 虑 到 定向 ， 就 会 看 到 这 两 点 定向 相反 ， 所 
以 相交 数 的 代数 和 是 十 (1) 二 0, 结果 恰好 
NR 是 对 的 ， 现 在 我 们 来 讨论 一 般 的 几何 情况 ， 令 


MM 为 紧 的 可 定向 4 维 流 形 ，N1，N:CM 是 两 个 
J 闭 的 、 可 定向 的 维 数 互补 的 子 流 形 ， 即 
dimN il 十 dmvy 一 ma 
令 PEAi 站 AN: 是 一 个 交点 ， 我 们 说 六:， 六 : 模 截 于 了 点， 如果 和 
(M) 是 由 (8 和 Try) 生成 的 , 即 
Tr MY) = PolN) + ToCNs). 
从 图 11 一 6 可 以 看 到 ， 横 截 就 是 非 相 切 的 相交 


横 壳 相交 


ts 找 戴 相交 wz 


图 11 一 6 
注意 上 面 的 和 一 定 是 直 和 : 
Tp (WM) = Tp(NI) Tp{N2), 
Tr《M) 有 两 个 定向 ,其 一 妓 用 来 定义 玫 在 了 P 点 之 定向 的 , 另 一 个 
则 由 Tp LCN) 之 定向 再 继 似 TiC《Ns) 之 定向 看 得 . 我 们 按 通 常 的 方法 
定义 P 点 的 局 部 指标 e(P) 一 士 1. 根据 这 两 种 定向 是 否 相 同 而 定 . 
取 一 个 坐标 邻 域 WW， zt，… zx) 使 NAN 由 前 ?个 华 标 《zx1，…， 
2) 而 定 ， 7 二 dimN1; 再 取 一 个 坐标 (8, yy ) 使 YX 由 芒 一 
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… 一 所 一 0 给 出 ， 横 截 相 交 意 味 着 
(1 A) Ty Ks Yo) dt)) 2 
是 一 个 微分 同 胚 ， 即 是 说 4:，z) 也 是 一 个 坐标 邻 域 , 在 《U，z) 
中 ， 和 二 户 X0,， Ns 二 0X 户 ，g 二 x 一 p， 一 个 特例 是 AN，N* 交 于 板 
立 点 了 处 , 而 当 M 为 紧 时 ,这 种 交点 只 有 有 限 个 ， 这 时 ,我 们 定 
义 相 交 数 为 
Ni N= elp), 
p 
注意 ， 这 个 定义 是 与 次 序 有 关 的 ， 例 如 说 ， 我 们 有 
Nee Ri = (~ TD)GmyDeimynA » Ny, 
可 以 预期 会 有 一 个 相应 的 土 同调 定理 ， 即 是 
相交 定理 令 Hts aa 是 2 [Nj] 和 zz. [Nz] 的 对 偶 上 同调 类 ， 于 
是 Ni*BNs 二 = (2: La]). 
证 我 们 有 
Cn mLM]) = (js #2 ~ [Mj) = 《yi LN2]Y 
= (pL Ne]), 
各 的 定义 是 
HIV NO HMM — NN) HM), 
UI Al 
这 里 EHV,V 一 M1) 是 法 从 VV 二 vANi,M) 的 Thom 类 ,由 自然 
性 ,tio* pj,[M2] 是 
HIOV VNO—rH VN NN NO— NN Ns), 
以 > U0 
《iz*U，p)， 而 p 由 下 式 决 定 
HNs) — HCN Nz — Ni MN Ne) 
[Ns] 
~ HAV NN Near NN Ns — Ni NN Na). 
p 
但 是 YNNs 一 WVCP), 而 在 P 周围 的 一 个 坐标 邻 域 中 
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VP)TOX pK. 
于 是 
HV NN NN Ns NN MD) = DY HVCP) TOP) — PP), 
Pp 
ia" (U1) PUP), 


Hy NN Nov NN No WN ND = PH P) VCP) 一 P)， 
r 


万 | 一 一 > Dy pCP). 
y 
MN 
VAPY 
11—7 


记 住 按 我 们 的 规定 , vCN ,再 ) 旦 这样 定 向 的 ,使 TPCN,) 继 以 vp《Ni， 
MM) 二 Te《N2z) 后 给 出 了 TPCM) 的 定向 , 务 一 方面 ,p 遵照 yz 的 定向 ,很 
清楚 ， 对 每 一 点 PE 各 门 N，,， 我 们 恰好 有 
‘UP) OP) = elP). 

由 此 即 得 定理 之 证 . 

相交 数 ww: 之 能 够 定义 依赖 于 一 个 有 利 的 几何 情况 ， 即 在 
各 个 交点 上 Nl, xz 都 是 横 截 的 ， 而 舅 一 方面 ， 上 上 夺 调 积 《本 一 pz 
[MJ]》 即 令 没有 这 个 条 件 也 时 时 有 定义 ， 例 如 ,同调 类 LN] 和 
[Nzj] 在 入 的 同 伦 下 总 是 不 变 的 , 即 令 将 \ zs 作 变 形 ,，N， 
"六 也 不 变 . 事实 上 总 可 以 将 Yyz 加 以 变形 ,使 它们 变 成 横 截 . 而 
这 个 定理 即 可 保证 ， 不论 怎样 做 ， 相 交 数 总 是 不 变 的 、 

特定 的 例子 ， 我 们 有 

S?=CP!'CCP?, 
CP'——CP?, [zo0, 2 | > [20, 21, 0]. 
显然 [CP!] 对 偶 于 生成 元 x€ 严 (cP'), 我 们 说 CP'CceP’ 一 定 有 非 
平凡 的 法 从 .因为 车 不 然 ， 我 们 显然 能 将 [cP'] 沿 法 从 移动 ， 使 
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Ni -N=0 
Rn 
仍 谐 武 VN 
11—8 
其 象 与 原来 的 流 形 相 分 离 . 这 意味 着 x 一 x 二 岂 二 0, 芝 一 点 我 们 知 
道 是 不 对 的 . 事实 上 CP: 在 CP: 中 的 法 从 即 典 则 线 从 一 CP!. 
二 {([z0)%],v) 1vEC: 是 线段 [z6,z] 

上 的 一 点 ;, 令 2 二 (zo,21) ; 则 映射 

B— >Cp’, (Fz0,21],v) HF—> [zo, 71, A] pyd 
使 成 为 cP!' 的 一 个 邻 域 . 由 于 管状 邻 域 ww 
的 唯一 性 ,8 即 cP! 在 cP? 中 的 法 从 . 我 们 知 
道 (y 一 &,[LCP*]) 二 1, 若 除去 点 wo 二 0, 就 可 
纹 看 见 好 中 的 图 象 , 现 在 二 维 球面 时 一 CP' 
即 复 直线 w= 二 0, 看 起 来 好 每 可 以 把 避 直 图 11 一 9 
线 推 得 离开 其 自身 ,但 实际 上 不 行 ,因为 无 穷 远 点 ma= 0 仍然 粘 住 
不 动 , 这 就 给 出 相交 数 1. 
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第 十 二 章 ”纤维 从 通论 


§1. 引 


ol 


Poincaré 对 偶 性 是 流 形 的 基本 的 同调 论 事实 . 例如 , 上 一 章 里 
我 们 就 看 到 了 怎样 用 它 来 建立 子 流 形 的 代数 上 同调 乘积 积 其 几何 
相交 性 质 的 关系 ， 我 们 知道 ， 每 一 个 光滑 流 形 都 有 一 个 与 它 紧 密 
相关 的 对 象 即 切 从 ， 因 此 自然 会 问 关 于 切 从 是 否 有 某 些 基本 的 河 
调 论 的 事实 . 事实 上 确实 是 有 的 ,而 且 在 许多 方面 从 的 间 调 论 比 
之 流 形 本 身 的 同调 论 更 有 用 ， 理 由 在 于 切 处 有 代数 构造 ， 归 根 结 
蒂 ， 切 从 是 一 族 参 数 化 的 矢量 空间 .这 使 我 们 能 将 可 对 矢量 空间 
来 作 的 一 些 构造 如 直 积 、 张 量 积 和 对 偶 空 间 等 等 移 到 切 处 上 来 ,这 
已 在 第 三 章 中 看 到 了 . 其 结果 是 可 以 在 从 的 同调 理论 中 建立 起 一 
种 算术 ,使 之 能 够 计算 ， 从 而 也 更 易 羽 . 这 个 同调 理论 就 是 示 性 
类 理论 ， 虽然 我 们 主要 的 兴趣 在 矢量 处 ， 然 而 在 概念 上 更 令 人 满 
意 的 处 姐 法 是 把 视野 打开 一 些 ， 讨 论 一 般 的 纤维 从 概念 . 本 章 的 
目的 就 在 于 此 . 

问题 怎 看 之 下 很 简单 .多 为 矢量 从 只 是 一 族 参 数 化 的 矢量 空 
间 、 似 平 把 矢量 空间 代 之 以 -- 般 的 “纤维 ”就 会 得 到 纤维 从 ， 然 
而 ， 事实 上 这 并 非 正确 的 看 法 、 我 们 来 解释 它 - 

回想 一 下 , 矢量 从 #7:E 一 >8B 不 只 是 一 族 参 数 化 的 矢量 空间 ， 
还 要 满足 局 部 平凡 性 条 件 ， 即 有 8 的 开 覆 盖 秘 ,) 和 一 族 同 及 

1 Xt #0) 
EW 
U; 
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他 是 完全 国定 的 矢量 空间 ) ， 使 对 每 一 点 bb， 


1 5) 二 到， rp, (8, £) 


是 线性 同 构 . 正 是 在 这 里 用 到 了 纤维 为 矢量 空 间 的 性 质 . 由 于 
此 ， 对 5EWNU; 有 线性 映射 
pub) = YN ° Pn 

即 对 每 点 65， 有 mw;GC5) € GL(VY). 

映射 

Pi NU 0L (VF), brgy (b), 

即 迁 移 函 数 ， 它 们 潢 足 所谓 上 循环 条 件 〈 第 三 章 ，3 1) 

《C) Ppa= Bp 于 UNY, NU LE. 

我 们 已 经 看 到 , 迁移 函数 {p,,} 是 从 构造 的 最 本 质 的 东西 .只 
要 指定 了 适合 条 件 〈C) 的 一 族 {sp,}， 所 有 的 从 都 可 以 这 样 造 出 
来 《命题 3. 1). 但 是 请 注意 , 措 述 {p,} 时 并 没有 提 到 “纤维 ” 职 ， 
而 只 提 到 模型 空间 Y 和 群 6L(Y) 、 群 6 二 GL(Y)“ 作 用 ”在 模型 
空间 7 上 《其 上 的 线性 变换 )，、 显 然 ， 应 该 推广 的 是 这 一 对 (G， 
7 此外， 我们 会 看 到 ， 群 6 将 起 主要 作用 ， 

设 6 为 一 拓扑 群 ，X 为 一 拓扑 空间 ，G 在 X 上 的 作用 就 定义 
为 一 连续 映射 

HIGXX— +rX, (g, 7) —rgz=p (g, x), 

使 之 适合 一 些 自然 的 要 求 ; 

(1) ez 一 z，e 为 中 的 恒 等 元 ， 

《2) (9gigz)z = 四 (gaz)， 

按 上 面 的 写法 ， 因 6G 的 元 素 写 在 左 方 ， 将 称 为 左 作 用 ， 当 然 
也 可 完全 类 似 地 定义 右 作 用 . 我们 对 C 和 式 也 只 作 了 最 少 的 要 
求 . 如 果 有 更 多 的 构造 , 例如 G 为 Lie 群 而 怀 为 光 清 流 形 , 也 可 要 
求 x 为 光滑 的 而 且 称 之 为 光滑 作用 . 车 为 一 矢量 空间 而 且 每 一 
个 tr 一 gz 都 是 线性 的 ， 就 称 4 为 一 线性 表示 或 简称 为 一 表示 . 

由 此 得 出 一 些 初等 的 概念 . 
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对 每 一 点 xzEX， 集 
G= {glgr 一 ZICGC 
显然 是 一 个 (了 闭 ) 子 群 ， 称 为 zx 点 的 迷 向 子 群 . 

车 对 一 切 zEX，G, 二 {e}， 此 作用 称 为 自由 的 ， 例 如 ， 线 性 
表示 决 不 是 自由 的 ， 因 为 Go 二 G (0 是 XX 之 原点 ). 

交 太 二 站 6. 易 见 是 6 的 正规 子 群 ， 车 六 = {e}， 称 此 作用 为 
有 效 的 . 所以， 自由 作用 都 是 有 效 的 . 若 9E 入 ， 当 然 对 一 切 z 有 
9z 一 zx， 即 是 说 ,9 是 浪费 了 的 . 所 以 , 有 效 作 用 就 意味 着 没有 浪费 . 
例如 ， 我 们 总 可 以 定义 对 一 切 zEX，gEG 有 9z 二 z， 这 称 为 平凡 
作用 ， 它 全 是 浪费 了 的 . 

这 件 事 还 有 一 个 有 用 的 说 法 . 对 任意 空间 X， 集 

及 (X) 二 {pp:X 一 > 六 为 同 王 } 
显然 是 一 个 群 ， 即 X 上 之 同 胚 群 ，G 在 X 上 的 作用 定义 了 一 个 同 


A:G—rH (X), gi—*9, 

5 即 同 凸 x 一 >9x. 这 时 显然 有 一 kerpk. 所 以 当 作用 为 有 效 时 ,可 
以 认为 G 是 上 女 (X》 的 子 群 ， 这 就 使 我 们 能 谈 起 一 已 知 间 胚 p:X 
一 一 发 是 否 “ 属 于 ”2 的 问题 ， 即 是 否 存 在 一 个 gE€ 0 使 p==9. 当 
然 , 即 令 作用 不 一 定 为 有 效 时 ,这 种 9 也 可 能 存在 ,但 对 有 效 作用 ， 
yg 将 是 唯一 的 .对 于 每 一 点 zxEX，{9zlgE0} 一 G (x) 是 过 > 的 罗 
道 . 由 9r 一 "9z 所 给 出 的 映射 G 一 一 GCz) 是 映 上 . gz 二 guz 表示 gr99 
ECG, 所 以 GCz) 一 6/6:.6(Cz) 也 是 下 述 等 价 关 系 一 的 等 价 类 : z*~- 
2 当下 仅 当 有 某 个 gEGC 使 所 一 9 商 空间 X/ 一 记 作 X/Ae 并 称 为 
此 作用 的 轨道 空间 . 

所 谓 6 空间 之 条 的 等 变 (equivariant) 映射 了 :XX 一 ->Y 即 对 一 
切 9EG 均 有 fgz) = gf(z) 的 连续 映射 . 了 子 是 诱导 出 一 个 喘 射 
FA >Y/G， 若 了 还 是 同 眶 ， 则 六 :自然 也 是 等 变 的 ， 这 时 称 
《G6，X) 和 (G，Y) 为 等 价 的 作用 . 
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$ 2、 具 有 构造 群 的 纤维 从 


现在 可 以 给 出 一 般 纤维 从 的 定义 了 . 纤维 从 由 以 下 各 要 素 构 
成 : 

(1) ” 庆 空 间 8， 全 空间 以 及 从 百 到 8B 上 的 连续 映射 =: 吾 
一 5，7r 称 为 投影 . 

(2) ”空间 及 其 上 的 有 效 作用 0 的 侦 (G,F). 严 称 为 纤维 ， 
0 称 为 构 坦 群 

(3) ”局 部 平凡 性 号 有 一 开 材 盖 2 = 《以 }， 且 对 每 个 ; 均 
有 与 投影 映射 相 容 的 同 胚 mw :有 X F 一 -> w-'(Ui) ， 即 下 述 图 式 是 
可 换 的 : 

U, xX RF- rai(y,) 
PIN 了 
Pd 
PsU,XF 一 >U, 就 是 到 第 一 个 因子 的 投影 . 
(4) ” 相 容 性 ， 由 (3)， 对 每 点 bt 站 05， 有 一 同 是 
alb) = Pi! Pa: FAB) = BF. 
我 们 要 求 pi,C2) € G ， 且 对 每 一 对 〈i， 力 映射 
pi 0, bE——gp;(0) 
均 为 连续 的 ， 

从 构造 的 要 点 当然 是 条 件 (3) 和 “(4)， 和 一 个 流 形 一 样 ， 
《以 ，%) 是 局 部 坐标 而 〈4) 即 迁 移 条 件 . 群 5 正 是 在 这 里 起 了 作 
用 . 由 于 是 同 肛 , 所 以 gp,(5) 也 是 模型 空间 F 的 同 胚 , pl67 与 . 
恒 等 映 射 之 差异 表示 从 过渡 到 出现 的 扭曲 . 但 是 我 们 的 要 求 
尚 多 于 此 这些 扭 曲 不 是 任意 的 同 肚 ， 它 们 必须 是 茶 个 事前 指定 
的 群 @ 的 作用 ， 这 并 非 是 无 关 紧 要 的 . 如 果 把 这 个 一 般 定义 与 第 
三 章 给 出 的 矢量 从 定义 相 比 较 ， 就 看 到 ， 矢 量 从 不 仅 是 一 个 模型 
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空间 5==r 为 矢量 空间 的 丛 . 更 重要 的 是 , 其 构造 群 必 须 是 一 般 线 
性 群 GLCY) .从 拓扑 学 的 观点 来 看 , GLCV) C HO) (VY 作为 拓扑 空 
间 看 时 , VY 上 一 切 同 凸 之 群 ), 确实 是 一 类 很 特殊 的 后 肛 ， 而 正 是 
由 于 限于 GLCV) 才 使 矢量 从 上 的 许多 构造 (例如 张 量 积 } 成 为 可 
能 , 所 以 研究 纤维 从 的 精神 始终 是 : 必须 事先 确定 构造 群 C, 或 更 
准确 地 说 ， 事 先 确定 对 《G，F). 
例如 , 从 7:8 一 8 可 能 有 另 一 族 局 部 坐标 系 {《(V。,%。)} . 和 
流 形 的 定义 一 样 , 如 果 它 与 {(Ui,gy)} 相 容 ,就 应 该 认为 它们 确定 
相 司 的 纤维 从 ， 相 容 性 即 指 它们 来 自 同一 个 群 86, 即 对 每 一 点 bE 
NV。， 同 眶 
gE! oo Path 0b) < 
必 在 G 中 ,而 且 
CNP 0, bE—rgps! °° pe 
是 连续 的 . 
类 似 地 可 以 定义 具有 相同 纤维 (6,F) 的 纤维 从 上 与 六 之 间 的 
“ 同 态 ”:8 一 >B'. 它 首先 是 一 个 连续 映射 并 将 纤维 变 成 纤维 , 随 
之 诱导 出 一 个 连续 映射 f:8 一 >8', 使 以 下 图 式 为 可 搞 的 : 


p_i vp 


"| | 
B———B'. 
了 


这 样 , 对 每 一 点 bEB, 上映 而 刘 革 一 个 态 ( = 了 4(5)) .其 次 我 们 
要 确定 在 这 些 纤维 上 发 生 了 什么 ， 即 有 

(1) ”对 每 一 个 8€EB, 了 :局 一 > 县 是 同 胚 ， 但 还 不 只 是 一 般 
的 间 胚 ; 

(2) 对 中 的 每 个 含 的 局 部 坐标 《tr，mw) 和 部 的 每 个 含 书 
的 局 部 坐标 〈F-，)， 间 胚 

falb) = Pa! * fo。 Pe WE Rg 
324 


在 台中 ， 且 
NNT) 0G, pb 一 了 (5) 
是 连续 的 . 这 样 ， 和 光滑 上 映 射 的 定义 一 样 ， 
felb) = yi! °° f° po 
是 天 在 局 部 坐标 中 的 表示 ,而 且 我 们 要 求 它 是 一 个 模型 映射 , 即 来 
自 C 的 映射 . 

有 一 个 特例 , 即 8=8' 而 f:8 一 -*8 为 恒 等 映 射 的 情况 , 这 时 
称 了 为 从 映射 . 如 果 再 次 与 流 形 比 较 , 有 一 个 从 映射 意 昧 着 由 局 部 
坐标 系 (5 ，q,) 和 (VY。，#。) 定义 的 构造 《 即 具 有 群 (G, 本 的 
纤维 从 构造 ) 是 “ 同 构 ”( 但 非 严格 相同 ). 

现在 看 一 些 例子 . 首先 , 矢量 从 rw: 一 >8 是 一 纤维 从 ,其 纤 
维 =r 是 一 矢量 空间 , 而 群 0 二 GLGQY) ,这 些 前 而 都 已 说 过 了 . 
( 昌 然 原来 的 说 法 稍 有 不 同 。 那 时 说 为 “是 ”矢量 空间 而 每 个 ps: 
V 一 >b 都 是 线性 映射 ， 不 难看 到 ， 这 与 现在 的 定义 是 等 价 的 . ) 

令 V* 二 V 一 0 是 矢量 空间 VY 除去 原点 , 5° ==8 一 〈( 堆 和 截 口 ). 因 
为 每 个 gE€ GLCT) 映 VV' 为 I"， 圾 有 6- 空 间 **. 我 们 指出 :8" 
一 8 是 以 《6,V* ) 为 纤维 的 纤维 从 ， 这 是 不 足 道 的 ， 吾 中 每 个 
局 都 坐标 

一 
显 热 都 给 出 一 个 局 部 坐标 
pr” XB". 
中" 的 迁移 函数 即 五 的 迁移 函数 ， 妇 gp， (58) :FP 一 -xV 在 VF* 上 的 限 
制 。 吕 "一 一 有 称 为 与 8 相关 的 “ 球 从 ”"， 其 理由 以 后 再 说 ，(8* 的 
纤维 V* 并 不 是 球 , 但 与 球 有 相同 伦 型 . 单位 球 SCY) Cv* 是 其 形 
变 收 缩 核 . ) 

在 挛 "中 给 出 一 个 等 价 关系 : * 一 w 当 且 仅 当 有 某 个 标量 2 尖 0 
使 vw 一 ow. 这 样 定义 了 射影 空间 PC 站) 二 V"/ ~. 车 s~w, 则 9(w》 
一 gz) 一 g(v) 对 gE GL(YV) 成 立 ， 因为 g 是 线性 的 . 所 以 由 6 
诱导 出 PCY) 上 的 一 个 作用 ; gfv] = [gv] ,现在 在 万 "上 适 义 等 价 
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关系 一 如 下 : ?当日 促 当 

(1) ro) 一 fu) ， 即 >，?z 属 于 相同 纤维 品 ， 且 

(2) ”有 一 标量 2 天 0 使 立 一 各， 因为 下 是 矢量 空间 ， 所 以 此 
式 是 有 意义 的 . 

所 得 的 商 空间 P(B) = 8" /一 仍 有 一 投影 P(E) 一 8、 容易 
看 到 , 这 是 8 上 的 纤维 从 , 纤维 为 (GL(V),P(V)) ,其 迁移 函数 与 
的 相同 。 它 称 为 与 8 相关 的 射影 空间 从 . 

下 面 作 一 个 新 的 从 . 令 天 为 了 的 标量 域 ,天 "一 天 一 0. 于 是 天 
是 一 个 群 〈 天 的 乘法 群 )， 且 以 乘法 作用 于 天 或 天 上， 这 样 我 们 
就 有 了 一 对 《〈K ,天 令 pi 一 ~ PP) 为 自然 投影 、 我们 指 
出 ， 它 是 以 (K*,，K*) 为 纤维 的 纤维 从 ,这 其 实 只 是 重复 一 下 以 
PCV) 为 流 形 的 作法 . 我 们 现在 目前 的 框架 下 回忆 一 下 . 取 上 的 一 
个 基底 {e!，…，e,}， 可 以 定义 

t= {Lv]| +»= 2 mee 且 久 天 0}. 


U, 是 PCY) 中 适当 定义 的 开 集 上 且 {5 ，…，U,} 覆盖 PC(Y) ， 对 每 
个 i 
pV) = VU = {2| ?一 mes 且 妈 关 0}C V*, 
今 定义 
PUXE—U, (Lr], Hts, 
这 里 "一 2) es. 这 是 一 个 适当 定义 的 同 有 是. 若 [v] EV.Nvw, 我 
们 有 
UXK'— Ee XR, 


{ [2], x) el [2], »), 


这 里 ?二 { gp;[v]) C4) = > "是 w/wEK' 科 以 jy， 当然 


UNY,—K’, [2] rp Lo] 一 后 Am 
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是 连续 的 . 

更 一 般 地 说 ,8* 一 > P(E) 也 定义 -个 以 (AK* ，K*) 为 纤维 
的 纤维 从 只 需 将 5 一 ->8 的 局 部 坐标 和 1* 一 P01') 的 局 部 坐标 
综合 起 来 即 可 . 细节 留 给 读者 . 

我 们 还 可 以 描述 另 一 类 重要 的 例子 ， 即 齐 性 空间 ， 令 4 为 一 
拓扑 群 而 #CG 为 一 子 群 . 我 们 可 以 作出 左 陪 集 空间 6/H, 记 住 ， 
它 是 有 4 按 王 述 等 价 关 系 作 出 的 商 空 间 : g~gy 当 且 仅 当 g'g€ #4. 
因此 , 我 们 有 自然 投影 :6 一”G/ 对 每 一 点 9 = 二 7(g) € 8/H， 
“纤维 ” (9) 二 g# C6 当然 就 是 左 陪 集 gH; 作为 一 个 空间 , 它 
与 者 是 后 胚 的 . 这 样 x: wa 看 起 来 象 一 个 以 总 为 纤维 的 纤 
维 从 .但 车 要 说 得 更 准确 一 些 ， 我 们 还 必须 指出 构造 群 (及 其 作 
用 在 纤维 H 上 的 方式 ) ee 为 此 ,注意 到 群 C 以 
左 乘 作 用 在 G/ 如 上 ， 即 gg=%%， 故 车 能 证 明 在 一 点 的 局 部 平凡 
性 , 例如 在 eE O/H 处 (eE0 为 恒 等 元 ), 即 有 在 各 点 处 的 局 部 平 
凡 性 . 。 处 的 局 部 平凡 性 一 般 不 能 保证 , 但 在 特例 下 确 是 有 的 . 最 
重要 的 特例 是 4 为 Lie 群 而 HCG 为 一 闭 子 群 的 人 情况， 回忆 一 下 
(第 五 章 ) 这 时 石 自 然 是 一 子 流 形 从 而 其 本 身 也 是 Lie 群 ,， L(H) 
CL 是 的 Lie 代数 ,VCL (G) 是 零点 的 一 邻 域 使 得 exp:y 
一 一 expr 一刀 是 了 到 ec 的 某 邻 域 久 上 的 同 胚 . 说 妖 是 一 子 流 形 
就 意味 着 可 以 这 样 取 ? 使 exp:y 站 元 (在 ) 一 -> 也 门 吾 将 了 的 一 小 
片 了 站 二 8) 后 目地 映 到 e€EH 的 邻 域 5N# 上 . 现 取 LCH) 在 
Z(G) 中 的 一 个 补 空间 P, 即 L(G) = 上 (#8H) 儿 PP. 令 

W = nexplY 门 P) CGD, 

则 sexp: 《VY 门 P) 一 >W 应 是 同 胚 . 因为 若 X, X' EP 使 expdiX) 一 
exp(tX') ， 对 某 个 充分 小 1! 成立， 这 就 意味 着 

exp(tX)exp(— tX’) = expf (£) 
是 五 中 一 条 曲线 ， 从 而 其 切 向 量 了 在 LC8) 中 .但 

Y= 了 (0)=X— xX', 
所 以 YE LLC) 人 首 P= 0 而 X==X'。 现在 考虑 
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( 》 Xi 
pWXH .NPY XH 0, 


(EXPX. A) o> (XK, hh) 一 一 (expE) 下 
则 前 已 证 明 者 无 非 即 q 为 一 对 -- 的 ， 显 然 Img 一 到 ( 克 ) ， 所 以 
〈《 开 ，9y) 是 一 局 部 坐标 ， 对 任意 其 它 点 9G271， 我 们 简单 地 取 
(gw? pp? J '! 二 gy) 即 得 一 -局 部 坐标 , 2 表示 9 左 乘 于 2 和 46/ 
六 上 . 我 们 和 再 核 算 -- 下 迁移 关系 , 故 令 1 一 不 门 91 ,于 是 go 一 expXX 
Pplgorh) = plgorh'), 


我 们 就 有 
(expX)R = gexp( XAh', 
因此 
P(g0) 一 exp(— X)gexpt X') €E A, 
条 


h = P(go) kh’ 

正 是 以 所 帮 左 铺 、 这 样 x:0 一 一 G/B 确 是 纤维 从 称 为 以 磋 为 群 ， 
五 为 纤维 的 齐 性 空间 , 群 作 用 就 是 左 乘 . 读者 要 注意 , rexp:V 人 PP 
一 一 多 就 是 以 前 用 来 使 6/8 成 为 一 个 流 形 的 局 部 坐标 . 

作为 一 个 例子 ， 考 虑 内 积 矢量 空间 YY， 取 一 标准 正 交 基 {e,， 
，@"} 即 可 将 正 交 线性 变换 群 0(1') 与 矩阵 群 CQ4z) 等 同 起 来 . 令 
如 COC 为 000) 中 这 样 一 些 a 所 成 的 子 群 ,这 些 a 保持 最 后 上 个 
向 量 est、 …，e: 不 动 ， 所 以 所 O04 一 自己 0(n) 是 以 下 形状 
的 矩阵 之 群 


4 0 
(5 
隧 集 aff 是 由 矢量 《o0,-,+1，…，ae,) 决定 的 ， 它 称 为 二 标 轧 ， 即 
* 个 标准 正 交 向 量 的 有 序 组 .【 中 所 有 上 标 架 之 空间 记 作 广 , 称 为 
第 # Stiefel 流 形 ， 所 以 我 们 有 以 下 的 丛 
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GP) 一 ~ 六 
| | 
On) — O(n)/OCn 一 从， - 
类 似 地 , 令 天 CO0OD 为 OF) 中 所 有 保持 子 空 间 (es …， 
e.》 不 变 的 we E CC) 之 集 ， 我 们 有 五 CC 大， 用 和 扼 阵 表示 ,五 是 由 
以 下 形状 的 甜 阵 梅 成 的 


司 一 此 


: 0) 
3 


因为 eE 到 也 一 定 保持 正 交 补 (ej，…，e。:) 不 变 , 故 天 一 Cn 一 
+) X 0 ,现在 陪 集 aK 由 子 空间 (ge,-s+1，…，0e,》 决定 , 了 中 
所 及 维 子 空间 的 空间 记 作 8V;, 并 称 为 Grassmann 流 形 ， 因此 我 
们 得 到 纤维 从 
OW) 一 一 > 个 六 
| | 
Op ——r O(nR)/ (On ~— k) XU 
一 般 说 来 , 车 有 群 6 和 子 群 ECKCC 时 , 投影 6 一 >0/K 诱 
导出 投影 
G/H—— GQ/K. 
很 容易 看 到 , 若 G 是 一 Lie 群 并 有 闭 子 群 吉 C 己 坟 时 . 则 如 我 们 刚才 
对 GG 一 3/K 所 作 一 样 ，G/H 一 >G/K 也 是 一 个 纤维 从 而 以 KY/H 
为 纤维 ， 群 KK 以 左 习 作 用 在 KK/H 上 . 所 以 我 们 有 纤维 从 
Vi 一 一 GF, 


以 后 我 们 会 看 到 ， 这 个 从 是 很 重要 的 . 
33. 主 从 


前 节 的 讨论 中 心 是 一 点 ， 即 确实 描述 一 个 纤维 从 的 是 其 构造 
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群 如 而 非 纤 维和 当然. 国 为 纤维 从 就 是 (以 底 空间 有 ) 参数 化 的 
一 族 某 种 模型 对 象 ， 我们 就 需要 一 个 纤维 下 来 刻画 那个 对 象 ， 但 
是 , 从 理论 的 中 心 问题 是 要 指出 , 所 给 的 从 与 平凡 从 ( 即 习 积 BX 
一 >B) 的 区 别 育 多 大 .换言之 ,我们 规 要 描述 各 个 局 部 坐标 之 
间 扭 曲 的 程度 .在 矢量 从 的 铺 况 下 ， 自 然 希望 能 用 一 般 线性 群 来 
描述 这 种 扭 晶 ， 因 为 它 是 矢量 空 亲 构造 的 自 同 构 伏 .对 于 一 般 的 
从 下 , 我 们 没有 一 个 自然 地 与 之 相 联 系 的 群 (7 的 -一切 同 旺 所 成 之 
群 瑟 (7) 可 能 是 一 个 这 样 的 群 ， 但 下 面 会 说 明 , 这 里 还 有 问题 ). 
所 以 我 们 要 事先 指定 一 个 群 @ 作 为 其 构造 的 一 部 分 ， 这 是 Steen- 
rod 的 看 法 , 任意 的 可 由 6 作用 于 其 上 的 东西 部 可 以 作为 纤维 . 作 
用 (G6, F) 再 加 上 招 曲 即 可 完全 决定 这 个 从 .本 节 中 我 们 将 给 出 
两 种 方法 来 说 明 这 一 点 ， 即 用 上 同 亩 的 抽象 讲法 和 用 主 丛 的 几何 
讲法 . 

令 :有 -一 >” 了 是 具有 局 部 坐标 {5 pp) 的 《9， PP) 从 .我 们 
有 扭曲 函数 〔 即 迁移 活 数 )， 基 对 5€EUNv, 的 

Pb) = pal Pash Bp 
作为 bEUN5, 的 函数 它 是 连续 的 ， 即 
pat NU 0 br—p,(b) 

为 连续 . 函数 族 {gp,} 显然 适合 下 述 的 上 循环 条 件 

《CC) 在 总 站 蕊 站 天 中 ， 有 网 一 ms pa- 

反之 , 若 有 一 族 适 合 条 件 (C) 的 函数 :Uv 一 >G 面 6 作 
用 在 上, 就 能 作出 一 个 纤维 从 #:8 一 +8 使 1pi) 恰好 是 其 迁移 
通 数 、 事实 上 在 第 二 章 中 构造 流 形 的 切 从 时 我 们 就 已 经 作 了 这 样 
一 件 事 .所 以 现在 只 需 逐 宇 重 复 这 一 程序 . 先 作 分 离 的 并 集 (6is- 
joint union) 

2 =H XF) = {Gib,2) bE Ur EF)} 
《 它 不 只 是 一 个 集 ， 还 是 一 个 拓扑 空间 )， 定 义 
ib 7) ~ (Cj, ,7') 
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为 
(1) 6 二 Bb (从 而 5EUNE)， 
(2) z=9,(b)zr'. 
上 循环 条 件 保证 了 这 是 一 个 等 价 关系 ， 令 = 如 /一 ， 并 定义 
Tr 如下: 
nfi,b,z| = b. 
隔 时 定义 pi:UXF 一 r 为 gp.(,2z) 二 [i,b,z] 这 样 就 行 了 . 
以 上 的 程序 给 出 了 一 个 存在 定理 ， 组 就 具体 性 而 言 则 所 得 甚 
少 . 完全 不 清楚 &“ 看 起 来 ” 象 什 么 ( 正 是 因此 , 切 从 的 概念 总 是 
不 很 具体 )， 它 实际 上 是 说 ， 空 间 E 本 身 并 不 重要 ， 重 要 的 是 族 
{gu}， 所 以 我 们 来 更 精确 地 把 这 些 数 据 组 织 起 来 . 设 有 8B 的 一 个 
开 覆 盖 人 二 {4}, 今 定义 i 上 链 yp 为 一 上 映射, 它 对 2 中 性 一 个 
Ct 二 1) -元 组 《6，、，…，Ui) 都 给 出 一 个 连续 函数 
porr UD NG NN oe 0. 
记 所 有 拓 上 链 之 集 为 CC ,Ge) (记号 Gc 表示 值 在 8 中 的 连续 范 
数 )。 例 如 从 的 迁移 旺 数 
p= pHUUNG NN V6 
就 是 一 个 |- 上 链 ， 它 属于 CC2lL ,cc) ,给 出 了 这 一 个 1- 上 和 链 -gpg 后 ， 
即 可 定义 其 上 边缘 池 为 2- 上 链 
OPE jk) = Pro Pi! se Ps C1) 
即 是 说 ， 对 于 5E UNU,N 几 如 
SPI jk) 一 pal(b) » gi!' (hb) » ,Bb), 
若 p= 二 e 即 6pi,j,k) (8) 一 eye 为 恒 等 阔 数 , yp 就 称 为 一 个 ]- 上 循 
环 。 即 是 
893 ga。 一 上 
或 
Pa 一 Wi Pps 
这 正 是 前 面 给 出 的 上 循环 条 件 ， 注 意 ，(1)》 就 是 老 的 上 边缘 条 件 
GP Ik) 一 gj) — POR) + pk), 
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不 过 写成 了 乘法 形式 . 但 现在 次 序 很 重要 ， 因 为 不 一 - 定 是 可 换 
的 ， 令 21( 儿 .Gc) 为 所 有 1- 上 循环 之 集 ， 而 
ZB Ge) =U LU, Cc) 
求 并 是 对 一 切 开 窗 盖 进 行 的 ， 那 么 ， 存 在 定理 无 非 说 明 每 一 个 从 
痢 可 由 1(B,Gc) 中 一 个 上 循环 来 表示 , 两 个 上 循环 办 和 多 可 以 定 
义 同 构 的 处 . 什么 时 候 会 这 样 呢 ? 令 下 和 好 为 史 和 基 所 定 的 从 ,为 
简单 计 ， 设 和 ?对 应 于 同样 的 开 覆 盖 2 回忆 一 下 ， 若 
B Ss EK' 
x 
B 
是 一 个 从 映射 ( 记 住 , 了 在 9 上 诱导 出 的 了 是 恒 等 映 射 )， 则 对 每 
个 5 以 及 bE 映射 
j= pF 
属于 G， 因 此 ， 郑 数 集 
了 一， 用 一 
Re EGA,Gc) ,对 bEUNv;， 有 
Joe pi! = py ° fa ° Pa!, 
或 用 迁移 琴 数 来 宙 示 。 即 得 上 边缘 条 件 
pn °F = $e py (2) 
我 们 称 它 为 上 边缘 条 件 是 因为 ， 若 C 为 可 换 ， 定 义 
6 一 六 一 于 
则 (2) 式 在 加 法 记 叶 中 成 为 
$— p= 邓 . 
车 加 和 相应 于 不 同 的 开 覆 盖 2 入， 则 车 条 件 (2) 对 某 
个 比 伯 种 都 细 的 覆盖 区- 成立， 就 说 wp 一 世 易 见 这 是 一 个 等 
价 关 系 . 我 们 已 经 看 到 ,车 吾 和 5"' 为 同 构 ， 则 wo 一 多 反之 ， 若 9 
一 ， 则 条 件 (2) 保证 了 ， 当 8ED,N5, 时 
f00) = Pfsps' = pfapi! :BO—> BE 
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是 适当 定义 的 , 从 而 给 出 一 个 从 映射 了 :8 一 ~B'. 很 自然 地 把 商 空 
间 2Z1(B,Gc)/ ~ 称 为 上 同调 集 ,， 记 为 H1(B8,Gc) . 它 是 上 8B 上 所 有 
(8G，F) -从 的 集 . 

当然 ， 凡 为 6 一 般 是 不 可 换 的 ， 套 用 上 同调 的 名 词 只 是 便于 
记忆 的 好 玩 的 把 戏 , 但 它 确实 帮助 弄 清 楚 了 ，, 需要 的 只 是 群 6. 只 
要 所 是 6- 空间 ， 则 除了 用 作 纤 维 外 ， 不 起 什么 特别 作用 . 所 以 8 
上 的 两 个 从 8 一 >8，、B’ 一 8 只 要 是 属于 Hi1(8,Gc) 中 的 同一 类 ， 
就 应 该 看 作 “ 相 同 的 ” 傣 ， 然而 . 一 旦 G 是 可 换 的 ， 把戏 就 成 了 
真 的 . 而 H'(8,Cc) 就 确 是 某 种 上 同调 群 . 在 技巧 上 , 它 称 为 层 的 
上 同调 . 此外， 这 种 层 的 上 同调 在 很 广泛 的 条 件 下 就 是 以 前 作出 
的 拓扑 上 同调 ， 所 以 ， 现 在 一 般 的 形式 构造 有 了 实质 内 容 、 最 重 
要 的 情况 是 : (1) 6 一 2 为 一 对 合 ， 这 时 H1C(B,6c) 一 1(B,22)， 
(2) 4 一 & 是 圆 群 . 这 时 , H'(B,0c) = H*(B8,Z) 是 整 系数 第 二 上 

因为 可 以 改变 纤维 而 不 影响 它 在 HN'C8,Gec) 中 的 类 ,所 以 只 需 
要 研究 一 个 具有 特定 纤维 的 从 就 行 了 . 我 们 将 选 6 本 身 作为 F, 生 
以 8 中 的 左 于 作为 G6 在 Ff=G 上 的 作用 (为 了 强调 这 一 点 , 有 时 用 
(G，0) 记 此 作用 )，B8 上 以 (G，G) 为 纤维 的 从 称 为 主 6- 从 .为 
什么 这 是 一 个 好 的 选择 ?看 一 看 已 经 有 过 的 几 个 例子 ， 如 果 C 是 
一 Lie 群 ，HC6G 为 一 针 子 群 ， 我 们 已 经 看 到 , 左 陪 集 上 的 6 一 一 
G/H 就 是 一 个 主 H- 从 . 左 障 集 空间 6G/H 是 由 G 中 引入 等 价 关 系 ， 
“g~gl 当 且 仅 当 g 7'g E88” 而 得 到 的 ， 视 6 为 群 吾 以 右 腾 作用 其 
上 而 得 的 空间 ， 即 

GX HG, (eh)t—r gh, 

则 当 和 且 仅 当 9 一 名 对 某 个 *E 娠 成 立 , 亦 妈 当 且 仅 当 g 'g1 EH 时， 
9 和 gi 在 同一 轨道 上 . 所 以 总 从 右 方 作用 于 G 上 而 以 G7/8 为 其 轨 
道 空间 . 此 外 ， 因 为 此 作用 是 群 的 乘法 ， 它 显然 是 自由 的 ， 即 由 
9 一 9 可 得 h 二 e. 

上 述 情况 可 以 推广 到 一 切 主 从 上 . 令 8 一 一 8 为 一 主 C- 仆 . 我 
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们 也 可 以 定义 8 在 上 上 的 ( 布 ) 作用 : 取 >E 必 9 和 和 则 有 某 个 
局 部 坐标 力 :LXG 一 > 上 使 x 二 pugo) ， 今 定义 
ry = palgog). 
它 是 适当 定义 的 , 因为 车 对 某 个 :tiXG 一 "有 x 二 patg1)， 则 
咎 主 从 的 定义 ， 必 对 某 个 gr EG 有 左 平移 二 gx!。qpr。 所 以 
go = PH! pH) = gg 
从 而 
g09 一 F919 
二 
Palgog) 一 Psilg'919) 一 Pa ° PE! ° Prnl(g19) 
= pnlg19). 
很 清楚 , 这 个 作用 在 8=8/G 上 是 自由 的 . 注意 , 每 个 坐标 映射 名 
都 是 等 变 的 〈6 以 右 乘 作用 在 已 XG 上 )， 
现在 试 着 走 另 一 条 路 . 设 (8,，G) 是 @ 在 中 上 的 自 出 的 右 作 
用 , :2 一 一 0 一 8/G 是 否 主 从 ?这 里 有 两 个 问题 ;是否 有 局 部 平凡 
性 ?如 果 有 ,有 多 少 个 群 构造 ?如 果 x: 一 ->B 有 一 主 6- 从 构造 ,我 
们 刚才 看 到 ， 我 们 可 以 定义 6 在 上 的 自然 的 作用 ， 我们 自然 希 
望 这 一 作用 就 是 原来 的 作用 (准确 些 说 是 等 价 于 原作 用 ). 如 果 是 
这 样 , 则 此 构造 中 有 一 局 部 坐标 兄 :V.XG 一 >8 是 等 变 的 . 这 个 
可 由 它 在 U,Xe 上 的 限制 来 决定 ， 因 为 
- P (9，9)】 =9. (b, eg) = (b, e) yg. (3) 
限制 p,| (WXe) 当然 就 是 一 个 截 口 
pr U—e*E. 
而 (3) 表示 ,此 截 口 定义 了 局 部 坐标 mw 此 外 , 由 任意 两 个 截 口 
Pi:U 一 上，p1:U; 一 > 所 定义 的 局 部 坐标 mw，w, 自然 是 相 容 的 . 
因为 , 车 bE4NU,， 由 定义 p.(9),p,(8) 在 局 一 轨道 中 ， 所 以 有 某 
个 9 EG 使 
p;(b) 一 p,(b)g'. 
所 以 我 们 有 
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PP) = pbg = plbg'g 一 pb 9). 

而 pz'。 gn(9) 二 g'g 确 是 由 左 怨 二 给 出 的 . 

所 以 ， 若 一 自由 作用 (EX，G) 有 一 自然 的 从 构造 :8 一 一 B， 
意 即 作用 (8, G) 与 从 构造 的 作用 相同 , 它 必 由 局 部 截 口 给 出 . 所 
以 问题 归结 为 : 是 否 每 个 自由 作用 (8，G) 都 有 覆盖 8/G 的 一 族 
截 口 ?我 们 虽然 不 知道 是 否 恒 为 这 样 , 有 幸 的 是 , 在 很 一 般 的 情况 
下 的 确 如 此 . 例如 当 (B, 6) 是 一 紧 Lie 群 G 在 流 形 召 上 的 光滑 的 
自由 作用 时 是 这 样 . 

若 (B,G),(B',G) 是 自由 作用 而 子 :2 一 一 尼 是 等 变 映射 ， 则 
容易 看 到 ， 


| | 


B=8/G— > = /G 


是 从 同 态 , 这 里 J 是 诱导 映射 ; 反之 亦 然 . 这 样 , B 上 的 主 6- 从 的 
研究 和 自由 的 G- 空 和 BB ( 且 B/G6==8) 的 研究 是 一 回 事 .自由 作用 
的 观点 之 好 处 在 于 ， 这 种 描述 是 与 坐标 无 关 的 ， 因 而 讨论 起 来 时 
常 更 简单 . 举 一 个 例 于 ， 下 面 是 改变 纤维 的 直接 的 作法 . 令 于: 如 
一 一下 是 主 G- 从 , 面 9, F) 是 一 0- 空间 . 今 在 乘积 空间 8XF 上 
定义 一 作用 

g(r) = (rg ! ,gy), 
记 此 作用 ( 它 是 自由 的 ) 的 轨道 空间 为 BXoF (EXoF 中 的 点 为 
[x, yj],， 故 有 [zg, 旭 一 [z，gy])， 于 是 

piE XoF—B, [zy] rx(r) 

乃 适当 定义 的 , 它 是 一 个 (G6, F) -从 . 若 p:5, 一 > 是 一 局 部 截 
口 ， 则 它 有 一 饥 部 坐标 

PiU, X F—* BXoF 
由 

pb,9) = [p85),y] 
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给 出 , 由 此 易 见 正 汪 一 全 和 起 Xc 一 有 有 相同 的 迁移 国 数 .天 
xc 这 种 作法 有 时 也 称 为 “扭曲 积 ” 

例 考虑 主 On) -从 0m 十 1 一 一 O00 十 1}/0(n). 令 te， 
el} 为 Rr+! 的 一 个 标准 正 交 基 . RCR 是 由 {fet，…，e} 生 
成 的 子 空间 , S*CR'+! 是 单位 球面 . 将 R 与 7,,,《S*) 等 同 起 来 . 记 
住 0(n) CO 十 1) 是 os 十 1) 中 适合 8(esi 一 el 的 线性 映射 
9 所 成 的 子 群 ， 现 有 映射 

Om 二 Dr 9 一 9CeHl)， 
它 显 然 是 映 上 . 若 g (es+1) x DCe-1)》 » 则 g gilesr1) 二 es+iy 所 以 
81 0 € O(n) ， 换言之， 我 们 有 
On /O00m) 一 8 

我 们 有 Ce) 在 记 上 的 自然 作用 ,所 以 可 以 作出 扭曲 积 CC 十 

1) xxomR 一 一 0 十 1)70C) 一 和， 映射 

On 十 1》XomRe 一 > Re+l， Fg)” ge 
是 适当 定义 的 ， 困 为 9 保持 内 积 ， 收 有 

《ge:+1y9gp)》 一 《ex+isy)》 一 0， 

即 矢量 yz 在 点 *=geri 处 切 于 人 .换言之 ,扭曲 积 即 是 切 处 
T (FP) 一 >5". 和 但 我 们 从 这 个 作法 还 是 学 到 了 些 东 西 . T(5") 一 > 
5S 作为 矢量 从 ， 其 群 是 GL (n). 但 上 面 的 作法 表明 ， 它 的 群 可 化 
约 为 OOa) C GL(n) ， 这 种 构 和 揽 群 的 化 约 是 很 常见 的 . 

也 可 以 用 一 个 几何 作法 由 一 个 纤维 从 作出 其 主 藉 ， 虽 然 此 法 

不 太 直 接 . 令 r: 了 -一 -8 为 一 (8C，、P) -从 ， 上 映射 
G:F — Bb, 
称 为 主 映射 ， 若 在 此 从 的 构造 中 有 一 局 部 坐标 
piU, X F———*B 
使 a 二 gs, 5EU, 为 一 点 . 对 每 一 个 bE B, 令 P(5) 为 所 有 映 入 妃 的 
主 映射 之 集 . 令 P 二 LIPC6) 是 一 切 PCb) 的 分 离 并 . 定义 pt:P 一 * 
8B 为 p1P(3) =5. 车 a 为 一 主 映射 而 gEC， 则 


336 


好 :一 -一 内 
也 是 主 映 射 . 这 样 , 我 们 得 出 了 6 在 上 的 右 作 用 .这 个 作用 旺 
自由 的 . 因为 若 ag 二 a， 则 因 a 是 同上 肽 , 所 以 有 9 一 id. 但 记 住 我 们 
恒 假 设 (G6，F) 为 有 效 的 ， 即 是 说 
GCG—— H(F), gg 
是 一 对 一 的 . 所 以 有 9 一 *. 若 对 两 个 主 映射 a 各 有 pla) 二 pC8) 
一 .我们 有 某 个 "EC 使 
of = pa'pr = pub) 一 9 
所 以 P/G=B. 

除了 了 上 还 没有 拓扑 与 局 部 坐标 外 、 现 已 万 事 俱 备 ， 这 两 件 

作法 如 下 .对 于 上 每 个 局 部 坐标 
il XF——E 
定义 
BEX CP, (9 一 op， 

已 之 拓扑 即使 一 切 多 为 连续 的 最 大 的 拓扑 , 然后 即 取 儿 为 忆 的 局 
部 坐标 . 

例 令 和 天 2 一 一 了 为 矢量 从 ， 由 定义 ， 主 映射 即 是 线性 映射 ， 

a:R—— E,, n= dimg., CS 

令 {fe1，…，e,) 为 R 的 一 个 固定 基底 . 于 是 wx 可 由 及 中 之 矢量 组 
{afelly yale,)} 决定 .这 一 组 矢量 自然 即 是 束 之 一 二 标 架 ， 与 
如 相关 的 主 外 P 一 一 妃 是 %- 标 架 外 .局 部 坐标 % 就 是 标 架 的 局 部 
截 口 . 2 的 拓扑 就 是 使 所 有 这 些 截 口 连续 的 拓扑 . 

对 于 喜欢 形式 构造 的 人 ， 记 今 我 们 所 作 就 此 而 已 ， 对 于 作用 
(GR), 令吉 (8，(G，F)) 为 B 上 的 (G6, F) -从 之 同 构 类 之 集 ， 
加 (B,， 6G) 为 B 上 所 有 主 6- 从 之 同 构 类 之 集 , 而 安 (8, G6) 为 所 
有 适合 8/G= 二 8 的 自由 6- 空间 之 等 变 间 和 构 类 之 集 ， 于 是 我 们 有 
2(B,G) 二 多 (B,6)， 扭曲 积 的 作法 给 出 映射 
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(BO0) -一 = BU (CC 天) 上 
主 空 间 的 作法 给 出 一 映射 
DB( BGIF)) EY BO). 


不 难 验 证 a 与 8 互相 为 逆 ， 这 就 直接 证 明了 :党 (8,(G,P)) 一 
221B,G). 二 者 均 可 视 为 与 81(8,Gc) 等 同 . 


3 4， 构造 群 的 改变 


若 我 们 已 通过 事先 确定 构造 群 6 而 定义 了 一 个 纤维 从 ， 就 必 
须 讨论 改变 群 8 时 , 从 如 何 变 化 . 更 明确 些 说 , 8 之 元 ( 即 扭曲 映 
射 ) 名 , 虽 多 ,并 不 意 昧 着 从 一 定 是 很 复杂 的 ,说 不 定 可 以 找到 一 族 
等 价 的 {#os} 使 其 值 全 在 某 个 子 群 HCG 中 :yor:Ui 站 ts 一 1 我 
们 已 经 在 球 的 切 从 情况 下 看 到 过 这 一 点 . 在 所 = {e} 为 平凡 子 群 
这 一 极端 的 情况 下 ， 把 6 如 结 为 自然 就 意味 着 上 比 从 是 平凡 的 . 
对 此 问题 我 们 从 来 都 是 感 兴趣 的 . 

改变 构造 群 的 形式 作法 很 容易 。 我 们 可 以 不 只 考虑 单纯 的 包 
含 关系 号 CG， 而 考虑 更 一 般 的 情况 ， 即 一 连续 同 态 

oH 一 一 ”~ 个. 
这 时 可 以 定义 一 个 映射 
dF (BH) —— PB(B, G0) 
如 下 : 同 态 a 定义 了 一 个 如 在 4 上 的 左 作用 
h* go= alh)g. 
若 一 >8 是 一 个 主 BH- 从 ,上 述 的 作用 使 我 们 能 作出 扭曲 积 训 = 
XuwG， 然后 我 们 可 以 定义 6 在 训 上 的 右 作用 如 下 : 
[x,go]y = [z,go9]. 
它 是 适当 定义 的 ， 此 作用 是 自由 的 .因为 若 
[z,909] = [rz,9o]， 
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则 由 定义 应 有 AGE 挟 使 得 
z 一 xp 且 gog = al(h)go. 

因为 在 上 的 作用 是 自由 的 , 所 以 4 一 e, gog 二 4a(h)go 一 go: 从 而 g 
Be 

B=BXoG==a (E) 称 为 的 a 扩张 , 召 称 为 站 的 e 化 约 ， 当 
然 、 每 一 个 处 都 可 以 扩张 . 有 趣 的 问题 是 其 逆 问 题 : 已 给 一 个 6- 
从 , 它 是 否 必 有 a 化 约 ? 如 果 有 ， 有 和 多少? 这 是 一 个 不 容易 的 问题 ， 
一 般 地 讨论 它 是 一 个 同 伦 论 的 问题 . 我 们 只 在 此 提 一 个 简单 情况 . 
首先 回忆 一 些 老 定 义 . 

令 :一 >8 为 一 (G,F) -从 ,4 为 一 任意 拓扑 空间 ,了 :4 一 > 
8 为 一 连续 映射 ,于 是 可 以 定义 一 个 (6, F) -从 p:f* (8B) 一 > 4， 
以 及 一 个 同 态 了 : 


J 


心 
wy 


了 覆盖 了 如 下 ， 在 4X 下 中 ， 令 
f° (8) 一 {(az) €E 4 X Blf(la) = rz)} 
并 定义 
Dayz) = a, fla.r) = x, 

这 样 上 而 的 图 式 成 为 可 换 的 . 为 了 验证 f° (8) 一 一 4 为 -- (G0， 
) -从 , 令 人 ， .为 8 的 局 部 坐标 系 . 令 玉 王 六 :5 并 定义 
PV KF (8B), Ca, WD) ra, Pp (Ff (a), #)). 
易 见 {Vp) 给 fC8) 一 > 4 以 (G、F) -从 构造 . J* (8B) 一 4 

称 为 一 8 在 f 下 的 拉 回 . 
如 果 已 有 一 个 (G，F) -从 zi:B 一 4 以 及 同 态 了 : 
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由 -一 一 站、 
了 


也 可 将 zr):B 一 ”4 与 f* (EB) 等 同 起 来 ， 等 同上 映射 即 

Bi— f° EB), rt {A(z) ,f(z)}, 
这 样 ， 两 个 底 空 向 不同 的 从 的 比较 多 少 可 以 化 为 底 空间 相同 的 从 
的 比较 . 

注意 ， 拉 回 有 助 于 “简化 ”一 个 从 ， 因 为 我 们 可 以 很 容易 地 

算出 , f* (8) 的 迁移 消 数 Pp 下 是 

A 
因此 ， 若 了 很 简单 .例如 是 常 值 映射 ， 则 不 论 m 如 何 复杂 ，‰v 也 
是 常 值 映射 由 于 此 ， 拉 回 就 与 构造 群 的 化 约 有 关 . 

令 XT:B 一 一 BB 为 - 主 6G- 从 , HCG 为 其 子 群 . 于 是 召 也 自由 地 
作用 于 上 .因此 就 有 一 个 主 - 从 zw:B 一 一 B/H 二 B1. 也 有 诱导 
映射 

fi:Bi—*B 
(附带 地 说 , 这 也 是 一 个 纤维 从 ， 纤 维 是 G/H,、G 是 左 作 用 ， 它 是 
与 主 和 -从 一 *B 相关 的 从 ). 

命题 12. 1 在 上 述 傅 况 下 7:B 一 >8B 的 拉 回 f* (5) 一 +B 有 
一 五 化 约 . 

(8) 一 > Bi 的 玉 化 约 就 是 召 -从 ti: 一 vBI， 为 证 明 这 一 
点 ， 作 x 的 6 扩张 

kX Bl, 
并 证 明 它 与 五 一 一 83 间 有 一 覆盖 f 的 同 态 ， 即 是 
BXsG—B [zr, y] rzy 


| 


B——> B. 
了 


还 有 一 个 应 该 提 到 的 情况 ， 我们 已 经 看 到 ， 切 从 TS) 一 全 有 
一 O (n) 化 约 ， 事 实 上 对 一 切 矢 量 头 ， 只 要 底 空间 适 台 不 多 的 条 
件 ， 这 也 总 是 真 的 ， 令 ff: 了 一 有 为 一 实 矢 量 从 ， 令 
A= {(r,7) E BX Eln{r) = rr)}. 

召 上 的 内 积 是 一 连续 函数 

( ， :4 一 ~R， 
它 在 每 个 如 X 了 国 忆 4 上 的 限制 即 矢 量 空 间 上 的 内 积 . 换言之 , 矢 
景 从 上 的 内 积 嗓 每 个 纤维 上 之 内 积 的 族 ， 且 当 纤 维 变化 时 它 连续 
变化 . 我 们 知道 , 矢量 从 忆 有 局 部 标 架 . 车 请 有 内 积 , 则 由 Gram- 
Schmidt 程序 可 将 它 化 为 标准 正 交 标 架 . 这 就 意味 着 可 取 局 部 坐标 

PiU XR >E 
使 对 每 个 baE 不 ，mm:R 一 一 六 是正 交 的 〈R 事先 取 好 某 固定 的 内 
积 ).、 迁移 函数 p,(5) 显然 是 正 交 的 .反之 ， 若 已 取 局 部 坐标 系 
{， 9}, 使 p,(5) 对 一 切 i;,j 均 为 正 交 的 . 我 们 也 可 以 用 9. 在 如 
三 -1《U,) 上 定义 内 积 , 而 且 在 如 介 8, 上 , gp 与 pp 定义 的 内 积 相 
同 , 这 样 , 在 整个 上 定义 了 内 积 . 因此 ,由 群 GL(n) 到 0(s) 的 
化 约 问题 等 价 于 在 上 作 一 内 积 , 但 这 是 容易 的 . 用 % 在 品 上 定 
义 《“ ， ),， 作 相应 于 {U,} 的 单位 分 解 {a.}， 容 易 验 证 


《 9 》 一 Da °° nt » i 
即 上 的 内 积 . 例如 , 若 0 一 (zz) 一 >)a(b)(zyz》 ,b= (7)， 


因为 对 一 切 i，(x， x), 守 0, ai(b) 法 0 且 对 某 个 i,a,(5) 汪 >>0， 必 有 
《4z，z) 一 0 对 此 + 成立， 从 而 > 一 0. 这 样 化 约 的 存在 性 得 证 . 唯一 
性 又 如 何 ? 且 待 下 而 再 讲 ， 

下 扩张 ,522(B8, 五 ) 一 22(3,0) 一 般 地 既 非 一 对 一 的 , 又 非 
映 上 . 举 一 个 极端 的 例子 ,如果 a: 一 xG 是 平凡 同 态 , 5 当然 把 
任意 从 变 为 平凡 处 ， 但 甚至 对 包含 映射 刀 Ce, si 也 可 能 不 是 一 对 
一 的 . 这 是 很 合理 的 . 把 群 扩 大 意味 着 有 更 多 的 0- 上 链 , 所 以 五 中 
两 个 1- 上 循环 (pq) 和 (¥$) 尽管 在 如 中 不 一 定 互 为 上 边缘 ， 在 G 
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中 却 可 能 是 . 
§ 5， 万 有 从 和 分 类 空间 


迄今 所 讲 的 只 是 从 理论 的 ~- 般 性 的 初等 部 分 ， 要 建立 示 性 类 
理论 ， 我 们 需 刘 关于 丛 的 一 些 比较 识 入 的 事实 ， 其 中 最 重要 的 是 
万 有 从 {universal bundle) 的 概念 . 因为 我 们 对 从 还 不 太 熟 悉 、 所 
以 难得 有 好 的 例子 来 引入 它 ， 这 样 我 们 就 开门 见 山 吧 . 前 面 说 过 
了 ， 拉 回 从 总 是 比 原来 的 处 “更 简单 ”， 我 们 想 问 ， 已 给 群 6， 是 
否 有 最 复杂 的 主 6- 从 x:5 一 *8 使 得 任意 别 的 6G- 从 8 一 4 都 是 
5 通过 某 映射 1:4 一 *8B 的 拉 回 ?或 者 等 价 于 此 ，、 是 否 能 找到 一 个 
同 态 f:8: 一 >&8? 乍 看 这 蚌 一 个 似乎 可 笑 的 命题 . 但 我 们 试 着 来 说 
明 它 还 是 有 些 道理 的 . 这 样 一 个 从 称 为 万 有 4- 从 ,其 底 空间 称 为 
8 的 分 类 空间 Cclassifying space). 

令 X 为 一 拓扑 窄 闻 ，* 之 0 为 一 整数 如果 由 = 维 球面 多 到 式 
的 任 一 连续 映射 f:8" 一 一 X 都 同 伦 于 常 值 映射 ,就 说 亚 (CX) 一 0. 
令 外 一，0<t 安 ]， 1 一 人，jfo 一 常 值 是 这 样 一 个 同 伦 , 我 们 
可 以 把 了 拓展 为 由 球体 +! 到 XX 的 映射 了 :+' 一 >X， 即 令 

jr) = f(s), OCLC1lrES. 

反之 ， 每 一 个 这 样 的 拓展 了 也 都 通过 上 式 定 义 一 个 同 伦 六 所 以 
m 《XX) 二 0 意味 着 每 个 由 5 到 XX 内 的 连续 映射 都 可 拓展 到 D"*+' 上 . 
例如 m(X) 一 0 表示 大 中 任意 商 点 都 可 用 一 遇 线 绝 连 接 起 来 ， 即 
X 为 道路 连通 .我 们 说 居 为 a 连 通 , 如 果 对 一 切 上 委 下 (X) 二 0. 
例如 单 形 和 逼近 定理 〈 第 九 章 ) 指出 ,a 维 球面 多 是 (n 一 1) -连通 
的 . 如 果 对 一 切 a 都 有 (X) 一 0 就 说 X 是 同 伦 平凡 的 homotopi- 
cally trivial), 例如 ,车 X 是 可 缩 的 , 则 任 一 到 X 内 的 映射 f:7 一 
X 同 伦 于 一 常 值 , 故 对 一 切 * 有 CX) = 0. 这 个 同 伦 条 件 的 用 处 
从 下 面 的 命题 很 快 就 可 以 看 清楚 ，: 

命题 12. 2 ” 令 于 一 一 8 为 一 主 6- 处 而 其 全 空间 召 是 同 伦 平 凡 
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的 ， 则 在 一 单纯 复 形 (或 CW 复 形 ) 8, 上 的 任 一 主 6- 从 7:B 一 一 
B 均 有 一 同 态 F:B 一 >8. 

证 如 有 必要 可 将 B' 中 各 单 形 细 分 , 使 之 充分 小 而 从 在 每 个 
单 形 上 都 是 平凡 的 ， 现在 B; 的 骨架 上 归纳 地 作出 F. 在 到 上 ， 国 
一 zx (8) 是 纤维 的 离散 集 . 显然 可 定义 :天 -一 > 而 无 麻烦 . 设 
下 :天 一 中 (下 ) 一 > 旦 已 作出 车 co€ +t! 是 一 (十 1) - 单 形 ， 则 
x 《0) 之 o X86, 上 且 有 等 变 映 射 (ac) :ac X G 一 >8 ( 间 态 就 是 这 
个 意 因 ). FC30) 于 是 可 由 它 在 3 Xe 上 的 限制 决定 . 但 和 0 二 8", 故 
遇 殖 的 同 伦 平 凡 性 ， 可 将 它 拓 展 为 一 喘 射 BC):oc Xe- 一 >、 再 
用 6 作用 即 可 把 它 拓展 到 oxXG 上 ， 即 令 Fl(o)(z,g) 一 FP(o) 
(z,e)g. 证 毕 . 

这 证 明 昌 然 简单 ， 却 充分 表现 了 运用 主 丛 的 好 处 . 即 是 ， 若 
要 作 某 个 等 变 的 东西 ， 开 始 只 需 作 出 一 部 分 ， 再 用 群 作用 将 它 扩 
张 . 

于 是 , 对 一 切 # 都 有 mm.(8) = 0 的 主 从 5 一 8B 是 万 有 的 , 至 
少 对 于 单纯 复 形 上 的 从 是 这 样 . 这 个 限制 通常 不 成 问题 ， 例 如 对 
于 流 形 就 是 如 此 ， 

命题 12, 2 有 一 些 显然 成 立 的 变种 . 例如 车 8 只 对 某 个 有 限 的 
na 是 "连通 的 , 则 它 对 于 孕 为 维 数 科 na 十 1 的 复 形 的 从 而 -一 ~B 也 是 
万 有 的 . 车 4CB 而 且 已 有 了 刀 14 上 的 同 态 Pa814 一 -> 互 ， 则 到 
可 以 拓展 到 整个 馈 上 去 . 这 就 给 出 了 下 面 的 唯一 性 定理 . 

命题 12. 3 令 8 一 =8 为 万 有 的 ，B 一 >Bl 是 复 形 中 上 的 主 
0- 从 ， 则 任 两 个 局 态 ，Fi:8: 一 >8 可 通过 辣 态 伦 移 :Bi 一 > 
而 同 伦 . 

证 考虑 从 IX 一 >1XB,. 所 给 的 同 态 Fo 和 也 定义 了 一 个 
同 态 P:91XB- 一 m8。 把 它 拓展 到 1X B, 上 就 给 出 了 所 求 的 同 伦 . 

下 面 举 一 些 例 于 . 

1。 先 看 最 简单 的 群 6=Z. 我 们 知道 8 自由 地 作用 在 5 上 
〈 即 zt 一 ~ 一 z)， 而 轨道 空间 是 RP"、 因 8+ 是 (n 一 1) -连通 的 ， 从 
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人 一 RP" 是 ”万 有 的 . 变 想 把 a 推 向 无 穷 ， 可 以 考虑 以 下 的 “ 望 


远 镜 ”序列 
S! CSICeCS CSHICCSn 
+ + + 4 + 


RPI CRP2C-…CRP"CRP+IC CRP- 

Ss“ 是 某 个 无 穷 维 矢量 空间 8# 中 的 单位 球面 ，RP” 仍 是 它 在 作用 = 
一 > 一 + 下 的 轨道 空间 , 可 以 这 样 论 证 :任意 映射 7: 一 -3 的 象 
都 在 某 个 a 充分 大 的 8* 中 , 所 以 8 是 同 伦 平 凡 的 . 62: 的 分 类 空间 
8Z4 于 是 就 是 无 穷 维 实 射影 空间 RP*==S~/Z， 如果 我 们 对 讨论 极 
限 马虎 一 点 ， 这 也 就 行 了 ， 因 为 我 们 实际 上 需要 的 也 只 是 对 很 大 
的 a 的 从 人 一 RP*， 这 确实 是 一 个 很 好 的 从 . 

2. ”与 此 完全 类 似 ， 作 用 

Sa+! X UN) 一 ~ Sot+1， 
( (ze 入 ) ,一 《hzo… , Az) 

是 UC(1) 一 总 的 自由 作用 , 且 8S2+17S 一 CP"， 所 以 S2+ -一 >CP' 对 
5S! 是 2# 万 有 的 ， 而 S”- 一 ~CP” 是 万 有 的 ，S” 是 一 无 穷 维 复 Hilyert 
空间 中 的 单位 球面 ， 而 CP* 一 S” /85L， 

3. 何 想 一 下 ，Stiefel 流 形 和 Grassmann 流 形 是 一 纤维 从 

太一 OO — k}—> Om) /0 一 有 xX 0)) = OF,, 
n 一 dimV ， 其 纤维 是 (0(# 一 上 X OGAo 一 妇 一 OO ， 而 群 
是 O(n 一 XX 0Cx) ， 它 的 第 一 个 因子 On 一 名 平凡 地 作用 在 陪 
集 空 间 0() 二 《0(n 一 X00))/O(n 一 如 上 ,所 以 只 有 OG) 作 
由 在 0C*) 上 .用 更 技术 性 的 说 法 ， 就 是 从 VV 一 一 GV, 的 群 可 以 化 
约 为 OC(k) ， 故 得 一 主 O〈 妃 -长 懂 一 些 网 伦 论 的 人 不 难 定 出 六 
的 连通 度 是 一 # 一 1. 因此 , 取 dimY==n 很 大 或 取 一 串 矢量 空间 
CC CFC CP" 而 dimV™~“ 二 co， 即 可 得 一 万 有 0() -从 
VP 一 一 ”人 OP 

4. 例 3 还 有 一 些 附 加 的 好 处 . 若 瑟 一 -8 是 一 万 有 C- 从 而 五 

CG 是 一 子 群 , 则 有 主 H- 从 一 >8/H. 8 当然 还 是 同 伦 平凡 的 ， 
344 


所 以 8 一 >B/H 自然 是 一 万 有 HH- 从 .Lie 群 理论 中 著名 的 Peter- 
Weyl 定理 指出 ， 任 意 紧 Lie 群 6 都 可 嵌入 到 某 个 正 交 群 0C&) 中 ， 
这 样 ， 至 少 我 们 对 一 切 紧 Lie 群 知道 了 有 万 有 从 存在 . 


3 6， 覆 盖 同 伦 性 质 


令 EG 一 xBG 为 一 万 有 GC- 从 ，, 则 对 任 一 主 CG- 从 如一 一 8B， 有 同 
态 FiB 一 EG 以 及 诱导 映射 f18 一 >B8G, 因为 直到 同 伦 是 唯一 
的 , f 也 是 一 样 . 令 [B83，BG] 记 由 8 到 6 的 一 切 映射 之 同 伦 类 
的 集 、 我们 于 是 有 对 应 关系 

FB(B0) — [8B, BG]. 

拉 回 的 作法 表明, 它 是 映 上 ， 是 否 一 对 一 的 问题 即 是 : 若 fo, fi: 
8 一 >BG 作为 映射 是 同和 耸 的 , 则 ff (C80) ,f? (8G) 作为 从 是 否 同 构 
的 . 令 人 吃 售 的 是 , 答案 是 肯定 的 . 因此 , 分 类 映射 了 (或 其 同 伦 
类 ) 确实 将 从 分 了 类 . 还 有 , 若 忆 0 一 > BG 是 另 一 万 有 G- 从 ,于 
是 有 分 类 映射 f18G 一 一 BG 与 g:B'G 一 BG. 由 唯一 性 ， fs 与 
gf 必 同 伦 于 桓 等 映射 . 均 分 类 空间 直到 伦 型 为 唯一 的 . 特别 是 , 上 
同调 #H" (B80) (任意 系数 ) 直到 同 构 是 唯一 的 ， 

理 在 从 下 述 情况 开始 ， 令 r: 召 一 -8 为 一 (G，F) -从 ，(X， 
4) 为 一 个 对 ( 即 4CX 为 其 子 空间 )， 设 有 了 映射 六 ;XX 一 一 B, 与 一 
映射 了 :4 一 "5 使 得 x#。 了 二 庆 |4， 是 否 可 能 把 了 拓展 到 XX 上 成 久 : 
X 一 ,使 xn。F= ?我 们 称 了 为 户 的 部 分 提升 (partial lifting). 我 
们 的 问题 就 是 ， 部 分 提升 是 否 恒 可 拓展 为 完全 提升 . 甚至 在 号 为 
平凡 从 这 一 最 简单 情况 ， 这 也 不 一 定 可 能 ， 但 我 们 仍 先 考查 这 一 
情况 以 便 弄 清 问题 何在 . 着 8 二 BXF, 则 了 :4 一 >B8XF 是 由 一 对 
映射 了 = (天 ,有 间 ) 构成 , 有 14 一 >B, 了 :4 一 >F, 但 互 =x。 了 从 
而 天 一 户 |4 是 由 浆 决 定 的 , 同样 地 , 六 的 提升 了 :X 一 > 二 BXF 也 
只 是 一 个 对 (名 ， 癌 ) ,名 :一 > 且 ， 诈 :太一 > 克昌 天 一 。 训 一 太 这 
样 , 我 们 的 问题 就 是 : 已 给 一 个 对 (X，4) 与 一 映射 j2:4 一 ->F， 
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可 否 将 它 拓展 为 映射 六 :xx 一 ~z? 当 然 不 一 定 行 ， 但 在 特例 情况 
下 ,例如 4CX 为 其 收缩 核 , 拓展 没有 困难 . 我 们 将 用 此 来 证 明 以 
下 的 

覆盖 同 伦 性 质 (CHP) ” 今 :2 -一 -5 为 一 纤维 从 (纤维 F 与 
群 6 均 为 任意 的 )，X 为 一 单纯 复 形 ， Fo:X 一 >8 为 一 映射 ，f.: 闵 
一 5 是 用 =x。jo 之 伦 移 . 于 是 必 有 之 伦 移 J:X 一 >8 覆盖 f， 
其 f=# Ff. 

证 先 重 分 X 使 对 重 分 后 的 每 个 单 形 ,ge XxX 站 (8:X x1 
一 > 8 ， 即 伦 移 f.) 均 位 于 一 局 部 坐标 中 ， 现 在 X 的 骨架 上 归纳 
地 作出 人 对 一 顶点 z， 有 一 映射 B: {v} x 1 一 > 8 ， 有 一 部 分 提 
升 o: {2} X 10} 一 BB. {2) X 101C to XI 是 一 收缩 ,而 8B|B({v)} 
X 了 ) .上 是 平凡 的 . 因此 ,由 前 面 的 讨论 ,天 可 拓展 为 多 ; {0} Xx 1 一 > 
召 . 设 已 在 XX1 上 作出 了 名 对 (# 十 1) - 单 形 w， 已 有 一 映射 
Xi 一 ”8 以 及 在 (ox {0}) U (acXD 上 的 到 至 的 部 分 提升 、 即 
Jo:o X {0} 一 > 和 才 作 出 的 名 :9c X1 一 v8. 因为 8 是 平凡 的 而 
(co X {0}) U (#0 xX 1) Co X77 是 一 收缩 核 (由 下 图 即 可 看 出 证 
明 )、 故 得 拓展 多 ;ogXi 一 ~B8， 由 x 的 投影 表明 (ec x {0}) 贡 (ac 

x 站 Co x 1 是 一 个 强 形变 收缩 

核 ， 
从 覆盖 同 伦 性 质 (covering ho- 
motopy property， 简 记 为 CHP) 可 
以 精确 化 为 “相对 ”形式 . 车 4C 
3cX1  X 为 一 于 复 形 , 而且 已 有 fo|4 的 
议 f.14 的 部 分 间 伦 关 14:4 


og {07 一 > 名, 则 上 面 作出 的 完全 的 同 伦 
天 :XX 一 > 可 以 作成 为 天 14 的 拓 
图 12 一 ] 展 ， 我 们 只 需 从 4 以 外 的 单 形 与 


4 的 并 按 4 以 外 单 形 的 维 数 的 增长 顺序 作 归 纳 ， 角 相对 形式 的 
CHP、 可 以 证 明 
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命题 12. 4 邻 7: 上 8 一 >B 为 一 (9, F) -从 ，(X，4) 为 一 复 
形 偶 ,， 而 4CX 是 的 强 形变 收缩 核 ， 若 映射 了 :4 一 > 与 FF:X 
一 一 B 话 合 +。f 了 =I4， 则 开 有 一 提升 记 :X 一 >8 拓展 了 天 即 交 
14 一 了 ， 而 wx。 这 =FF. 

证 今天 :发 X7 一 天 为 一 同 伦 且 天 一 id,KCX)C4 而 天 :| 
4 二 id 〈 此 即 强 形 变 收 缩 的 定义 ).， 于 是 有 

(1) 上 映射。 Kj:X 一 8. 

(2) 7 于。 天 一 太 。 天 的 伦 移 部。 下:X 一 一 8. 

(3) 了 * 天 在 4 上 的 伦 移 子 。( 天 14) :4 一 ~ 且 . 

由 CHP， 有 了 。KK, 的 覆盖 下。K, 并 拓展 了 。(K.14) 的 伦 移 六 ;XxX 

一 "上 8. 考虑 映射 :XX 一 ->E, 则 因 有 天 一 jd， 我 们 有 和 普 。 加 一 严 。 

Ko 二 FP， 在 4 上 则 有 14 = 二 了 了 。(CK6o|4) 一 于 ,Po 即 为 所 需 的 郊 
现在 可 以 证 明 主 要 定理 了 ， 

主要 定理 令 :如 一 一 日 为 一 (6G, 下 ) -从 , fo, :1X 一 一 B 为 
同 伦 的 映射 Pa 一 上 六， 则 拉 回 从 龙 (8) 与 f? (8) 是 同 构 的 . 

证 为 应 用 命题 12. 4, 要 使 用 一 个 很 类 似 于 构造 主 从 的 作法 . 
令 即 , 如 是 玛 上 的 两 个 (G,F) -从 .对 每 一 点 zEX， 称 同 胚 ae: 中 
一 一 忆 为 主 映 射 ， 若 对 名 的 任 一 含 z 的 局 部 坐标 (VU，gp) 和 邢 的 
含 + 的 局 部 坐标 (VY，#)， 司 凸 
ogo Pir Bie F 
属于 上, 邻 此 := {a| 避 一 > 蜡 }) 为 所 有 主 映 射 之 集 ， 六 = 
姓 一 人 是 映 史 .为 * 的 投影 我们 谱 该 得 到 一 个 丛 . 它 确实 是 
一 个 X 上 的 主 G- 从 . 为 简单 起 见 ， 取 名 与 8' 的 具有 相同 覆盖 
{5} 的 局 部 坐标 系 {CUi,py)} 和 {CV,,%)} ， 对 每 个 5， 
fo: UXG— HE, (Cr pe! 

定义 了 光 的 一 个 局 部 坐标 系 . 和 前 面 一 样 , 它 给 2 一 个 拓扑 并 
使 如 一 >X 为 一 6G- 从 《 若 取 R=XXF， 即 得 主 从 ). 

这 样 作 的 理由 在 于 . 若 p: 一 ”2 为 一 截 口 ， 则 对 每 个 zE 
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X 有 主 上 映射 ec(z) : 丽 一 下. 这 怡 好 表示 , 由 站 丽 = p(x) 所 给 出 
的 映射 5: 有 一 一 下 是 一 个 处 映射 这样， 使 用 餐 ， 即 可 将 从 映射 
问题 化 为 截 口 问题 ， 

令 下 :XXI 一 一 8B 为 fo 与 的 同 伦 , 令 到 二 了 (8) X141,8'= 
F*"(E)， 忆 和 局 都 是 XXI 上 的 (G, F) -从 . 在 XX {0}CXx 
1 上 ,我 们 有 |(X X 10) = (8B) X 10},2|(X X {0})) = 
(8) 一 1 (8B) X {0} ， 二 者 为 同 构 ， 这 就 是 说 ， 若 作 从 如? = 
如 (如 ,B81) ,我 们 有 一 截 口 p:X X 10} 一 一 如 ， 图 式 


万 


xX xX {0} 下 
站 
XXI XxXI1i 


[el 
表明 , 我 们 可 以 使 用 命题 12. 4, 因为 XX {0} CXX1 确实 是 强 形 
变 收 缩 核 , p 可 以 拓展 为 整个 XX1 上 的 截 口 , 即 Fr* (8) 一 让 (8) 
X 1 为 一 同 构 , 特别 是 站 (8) 一 次 " 《| (XXX {1 二 fe (C8) X 1{1} 
二 有 (8) 为 同 构 . 

很 清楚 。 同 伦 定 理 在 理论 上 很 重要 . 但 它 也 是 一 个 很 实用 的 
定理 . 例如 由 此 和 定理 可 知 ， 可 缩 (contractible) 空间 上 的 任意 从 必 
为 平凡 的 . 为 了 看 一 下 这 有 什么 好 多, 考虑 维 球面 上 的 一 个 (6G， 
-从 一 5. 售 二 UP 分 成 两 半球 而 均 为 可 缩 的 , 所 以 只 需 
两 个 局 部 坐标 

9p+ 1 DrX FB, vp-: DD_XF——b 
以 及 一 个 扭曲 映射 mw:DP+ 站 D- 二 5S- 一 6 即 可 描述 5. 此 外 ,加 可 
由 同 伦 类 [m] € [5-!, G1 决定 . 因为 6 是 群 ,， 逐 点 乘法 也 将 使 
[5"-!,，G] 成 群 . 这 就 是 前 面 定义 连通 度 时 担 到 的 第 (一 1) 同 伦 
群 mm_:(c) ， 这 样 我 们 对 多 (89-1,0) = ww,_1(G) 有 了 一 种 新 说 法 . 
计算 7.-: (6G) 将 对 球面 上 的 从 给 出 具体 得 多 的 知识 ， 例 如 ,车 8 
是 有 限 的 或 离散 的 ， 则 显然 对 *>0 有 mw (6) =0 面 mo (6) 一 4. 
所 以 当 "之 ?2 时, 在 8 上 没有 非 平 几 的 覆盖 空间 , 若 G 二 00x) , 则 
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知 当 = 为 偶 时 -1;(0(4)) ==Z ,这 个 群 的 生成 元 可 能 是 切 从 TC5") 
一 一 5S* 吗 ? 徐 案 为 否 ， 由 于 Euler 示 性 数 XC(5") = 2,7TC5*) 是 双 倍 
生成 元 . 

还 有 一 个 问题 待 解决 .CHP 可 以 看 成 是 关于 提升 的 唯一 性 定 
理 . 若 f:X 一 ~ 有 有 一 提升 子 X 一 一 吾 而 9 一 了 同 伦 于 7 了, 则 9 也 有 
提升 《实际 上 了 与 9 各 的 整个 伦 移 也 都 可 提升 ). 但 什么 时 候 了 才 
有 提升 子 呢 ?我 们 可 以 如 前 面 那样 一 步 一 步 地 来 作 这 个 提升 ,再 看 
什么 时 候 会 遇 到 困难 . 在 9- 骨架 X"* 上 定义 了 显然 不 会 有 困难 . 设 
已 在 Xt 上 定义 了 了 而 0 是 一 (4 十 1) - 单 形 . 当然 ,从 一 开始 就 应 
设 在 1 (o) 上 百 巧 平凡 的 , 于 是 站 90:90 一 > Bl9v 二 f(00)XF 
的 形状 是 

f(z) = (f(z) ,PCz))， 

这 里 所 :90 一 rrF. 车 而 (下 ) 二 0, 则 了 可 森 展 到 o 上 而 了 也 可 拓展 
到 a 上 .所 以 ,拓展 的 障 竹 在 于 纤维 的 同 伦 群 刺 (F) . (因此 ， 提 
升 是 否 存在 并 非 丛 的 阿 题 , 而 是 与 纤维 有关 的 所 何 问 题 . ) 于 是 
有 

提升 定理 车 :8 一 >8B 是 一 (G, F) -从 ,其 纤维 下 为 同 伦 
平凡 , 则 任意 映射 了 :XX 一 一 8 均 可 提升 为 了 :X 一 >B, 而 且 f 的 任 
意 两 个 提升 都 是 互相 司 伦 的 . 

这 个 定理 是 关于 群 的 化 约 的 . 令 到 一 vBG 为 一 万 有 G- 从 ,H 
C6 为 G 的 子 群 . 正如 我 们 已 经 看 到 的 ， 将 会 有 下 面 的 情况 : 

BG 


有 


"| Zo /H= BH. 


BG 
2 定义 了 空间 BH 上 的 主 6- 从 ， 如 果 检 查 一 下 以 前 所 说 ,将 会 看 
到 ，p 表示 主 H- 从 8G 一 一 BH 的 6- 扩张。 所 以 ,车 8 一 8 是 一 
主 6- 从 ， 其 分 类 映射 为 f18 一 >B0: 
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8——BG, 
f 


赤 问 从 8 一 8 是 否 有 一 -化 约 , 就 是 问 f:8 一 >86 是 否 可 提升 
为 五 一 五 


天 一 一 5C， 
了 了 


我 们 已 经 说 过 ,Pp:88 一 >86 是 以 G/ 了 为 纤维 的 C- 丛 ,， 故 若 2/ 如 
是 辣 伦 平凡 的 ， 则 一 ->B8 有 叭 一 的 到 H 的 化 约 . 

前 面 在 第 九 章 中 我 们 已 看 到 Gram-Schmidt 正 交 化 手续 可 以 
解释 为 说 明正 交 群 0(w) 是 一 般 线 性 群 8L(n) 的 形变 收缩 核 . 而 这 
就 意 昧 着 GL(n)/OCn) 为 同 伦 平凡 . 因此 , 每 个 矢量 处 都 有 唯一 的 
OKa) 化 约 , 我 们 在 $ 4 中 已 看 到 , 通过 在 矢量 从 上 和 作 内 积 得 知 化 约 
的 存在 ， 这 里 的 同 伦 定理 则 补足 了 唯一 性 . 有 一 点 需要 注意 ， 在 
矢量 从 一 >B 上 当然 可 以 有 许多 内 积 . 每 一 个 内 积 定 义 如 上 一 
个 DG) -从 构造 . 我 们 这 里 所 说 的 就 是 : 不 论 用 什么 内 积 , 这 些 构 
造 都 是 同 构 的 ， 如 果 关 心 的 是 内 积 本 身 ， 这 当然 就 完全 是 另 一 回 
事 了 . 每 个 几何 学 家 都 知道 , 在 流 形 M 的 切 从 TCM) 上 给 出 一 特 
定 的 肉 积 ， 就 在 凡 上 定义 了 一 个 Riemann 有 和 何 ， 而 不 岂 的 内 积 
《可 能 ) 给 出 不 同 的 及 何 , 但 是 作为 CO(a) - 丛 , 它们 却 都 是 一 样 的 . 


$7. 杂记 


在 定义 《6，F) -从 时 ， 我 们 要 求 作 用 〈G，BP) 是 有 效 的 . 这 
使 得 我 们 可 以 说 :迁移 函数 gz'。qpw 是 G 的 元 . 但 有 许多 很 自然 的 
例子 并 不 适合 这 一 要 求 . 例如 , 若 召 一 -~28 是 一 主 8- 从 而 CG 为 
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一 子 群 ， 则 有 从 8/6 一 8 以 8/8 为 纤维 而 G 以 左 乘 作用 于 其 
上 .这 一 作用 时 常 并 非 有 效 ， 有 两 种 方法 来 处 理 这 向 题 。 回 忆 一 
下 ， 对 每 个 作用 (G，F)， 了 于 群 
N= 二 {gEG|l gr=7z 对 一 切 x EF 成 立 } = 二 门 6 
称 为 非 有 效 核 . 它 表示 浪费 的 程度 .容易 看 到 , NCG 是 一 正规 子 
群 而 有 GAN 在 上 的 诱导 作用 ， 而 它 则 是 有 效 的 ， 我 们 不 来 看 
《G，F) -从 而 来 看 (G/N,，F) -从 ， 我 们 也 可 以 族 改 定义 而 将 相 容 
性 条 件 改 为 : 对 任意 〈t， 力 ， 有 一 连续 函数 
pi NN UG 
使 对 每 一 点 bE UNV;， 
pa! ° Pa 一 Pi(b)- 
换言之 ， 每 个 gz!。ga 仍 是 一 个 作用 5 (相应 于 某 个 gEG)， 且 可 
连续 地 选择 9.。 如 果 我 们 这 样 做 ， 有 些 事 就 必须 改变 ， 例 如, 我 们 
仍 有 扭曲 积 运算 
a BBG —r HBB, (CG,F)) 

但 没有 其 逆 ， 事实 土 ，a 将 不 再 是 一 对 一 的 (虽然 仍 为 也 上 ). 不 
论 如 何 , 若 @G 平 凡 地 作用 在 中 上 ， 显 然 任意 《C，F) -从 均 为 平凡 
的 . 

因为 每 个 作用 (G，F) 都 把 6 媒 入 到 同 胚 群 妃 (P) 中 ， 能 不 
能 就 使 用 这 个 最 大 的 群 H(F) 作为 构造 群 呢 ? 不 幸 的 是 ， 在 HCF) 
中 并 没有 一 个 典 则 的 拓扑 使 之 成 为 作用 在 F 的 拓扑 群 ， 所 以 最 终 
还 是 放弃 了 这 一 方法 而 采用 了 现在 的 由 Steenrod 提出 的 方法 . 

对 于 自由 和 作用 (8, G), 局 部 截 口 何 题 有 一 个 广泛 而 一 般 的 正 
而 答案 称 为 切片 定理 (slice theorem). 它 的 来 源 可 以 追溯 到 Lie 群 
在 流 形 型 土 的 光滑 作用 这 一 特例 . 最 容易 的 讲法 是 用 一 点 Rie- 
mann 几何 . 大 定 一 点 *, 并 在 和 (4) 中 考虑 正 交 于 轨道 CCz) 的 子 
空间 入 CT(M) . 对 于 EN, 令 akto) 为 过 z 的 以 y 为 初始 方向 
的 测 地 线 ， 一 切 终点 a(i,v) 构成 一 集 5:CM 称 为 在 z 处 的 切片 . 
车 2 充分 小 ,vi 一 -> a(1,v)《 即 指数 映射 exp) 是 一 对 一 的 . 若 8 是 
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紧 的 ， 则 在 z 关 gr 时 恒 可 使 8. 与 %: 分 离 . 由 此 可 知 ， 对 于 自由 作 
用 :8S: -一 ~M/G 是 一 对 一 的 , 故 其 逆 是 一 局 部 截 口 . 顺便 提 到 , 子 
流 形 的 管状 邻 域 〈 第 十 一 章 ) 就 是 这 样 作 的 . 

Hi1(B,Ge) 已 作出 来 了 , 所 以 当 6 为 可 换 时 就 可 以 利用 层 的 上 
隔 调 的 一 般 理论 了 . 这 时 Gc 在 技术 上 称 为 @ 上 的 连续 〈constant) 
菌 数 之 芽 层 ， 例如， 设 6 一 8 ， 则 有 正 合 序列 

0 一 一 2z 一 >R 一 ~S' 一 -0， 

R 为 实数 集 ，ZCR 为 整数 集 ， 我 们 又 有 长 正 合 序列 

有 (BRc) —— HIC(B,S!)——> HI(B,2c) 一 > HCB,R). 
但 众所周知 ,Re 是 一 强 层 (fine sheaf)， 即 对 一 切 >0, Ht(B,Re》 
一 0， 就 给 出 了 $ 3 所 提 到 的 等 司 关系 

H'(B,S) 一 > HI(B,2c) = Hi(B,Z). 

同 伦 平 几 福 概 念 使 得 逐步 构造 出 由 一 单纯 复 形 到 一 空间 中 的 
连续 基数 十 分 容易 、 当 全 空间 为 同 伦 平凡 时 证 明 万 有 性 以 及 当 纤 
维 为 同 伦 平 凡 时 证 明 提升 的 存在 时 ， 我 们 都 用 到 了 这 一 点 、 为 此 
当然 要 付出 代价 ， 即 必须 限于 某 一 类 空间 ， 即 单纯 复 形 ， 但 是 可 
以 把 空间 的 类 相当 地 扩大 ， 即 扩大 为 与 单纯 复 形 有 相同 伦 形 的 空 
他 . 为 使 思路 简单 而 又 前 后 一 贯 , 我 们 只 对 单纯 复 形 证 明了 CHP， 
但 事实 上 , 对 广泛 得 多 的 空间 它 仍 成 立 . 是 J. -P, Serre 第 一 个 看 
出 了 CHP 的 重要 件 . 为 了 解释 这 一 点 ,我 们 稍稍 涉足 于 同 伦理 论 . 
我 们 已 看 到 由 8 到 一 群 6 的 同 伦 类 之 集 可 以 作成 一 个 群 ， 事 实 
上 ， 集 [8 ，X]〈 更 准确 些 说 ， 上 共有 固定 基点 的 映射 ) 恒 可 作成 
X 的 第 4 辣 伦 群 m.(X). 苗子 x. 在 很 多 方面 很 象 局 调 了 落 子 五 .. 例 
如 对 于 诱导 同 态 有 了 同 伦 性 质 ， 对 子 空间 偶 则 有 长 正 合 序列 . 但 在 
一 个 至 关 紧 要 之 点 它 却 与 五 .完全 不 局， 即 它 没有 Meyer-Vietoris 
序列 . 这 就 大 大 减少 了 ,的 可 计算 性 . 例如 , 由 *.( 圆 盘 ) 一 0 可 
得 互 ,( 辆 盘 ) = 0， 由 此 再 用 Meyer-Vietoris 序列 即 可 算出 
五 . (8 ). 但 ,C5*) 直到 今天 仍 未 定 出 , 仍 所 不 甚 了 然 , 而 县 很 快 
解决 这 一 问题 的 希望 也 不 大 . 的 最 有 用 的 计算 性 质 来 自 CHP 如 
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下 : 令 上 一 >B 为 一 从 ， 其 纤维 为 二 羽 CB， 对 于 对 (8, FF) 有 
正 合 序列 
oF) mB) BR) RF) 一 一 
不 难看 到 CHP 蕴涵 着 mn.(8,Ff) 二 x(B) ， 故 有 正 合 序列 
sy eS 
把 E,F 和 8B 连接 起 来 (对 于 五 ,决然 不 行 . 不 妨 以 纤维 为 81 的 从 
S?+! 一 CP* 为 例 )， 作 为 其 应 用 ， 考 虑 从 
Orn) 
O(n)/On 一 2) 一 1， 
| x DO 一 TAOG 一 2) = S-?, 
Ss! = On/0(n 一 1) 
我 们 有 
mS 一 一 > 一 一 (SS ) 
这 就 给 出 
FifK = 0, 于 i 过 RR 一 3 时 . 
事实 上 , 我 们 就 是 这 样 很 容易 地 证 明了 ,为 (n 一 # 一 1) -连通 的 . 
我 们 也 可 这 样 证 明 6Z(e)/OCn) 为 同 伦 平凡 的 . 

所 以 ,更 仔细 地 考查 CHP 是 很 重要 的 .我 们 已 经 说 到 ， 定 义 
域 空间 X 不 必 是 复 形 ， 但 更 值得 注意 的 是 构造 群 根本 用 不 上 ， 即 
只 需 用 局 部 平凡 性 而 不 必 去 管 它们 是 怎样 连接 起 来 的 . Serre 注意 
到 ， 有 一 些 重 要 的 例子 ，CHP 成 立 但 没有 局 部 平凡 福 ， 因 此 他 把 
纤维 化 概念 公理 化 为 任意 满足 CHP 的 :五 一 -也 

最 后 还 有 一 点 技术 和 福 的 小 事 ， 我 们 已 看 到 ， 可 缩 空间 是 同 伦 
平凡 的 . 下 面 是 一 个 容易 的 练习 : 用 逐步 扩张 证 明 当 XX 为 单纯 复 
形 时 , 其 逆 亦 真 . 因此 , 对 万 有 6G- 从 BG 一 -*8B， BG 为 可 缩 的 . 同 
伦 序列 于 是 给 出 7(86) 一 -i(0)， 
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第 十 三 章 示 性 类 


以 前 一 章 为 基础 ,我 们 现在 很 容易 自然 地 给 出 示 性 类 的 定义 . 
令 旭 为 一 群 , BG 一 BO 为 万 有 G- 从 ,对 任意 主 6- 从 8- 一 >B 均 有 
从 同 态 了 : 


Ea — ipG 


| 


B——*Bo 


了 
而 了 ;: 8 一 >B6 为 分 类 映射 ， 这样 ， 对 于 上 同调 也 有 诱导 的 同 态 
f° : H* (BO) 一 = 五 "(B). 

于 代数 Imf* CH*(B) 中 之 元 称 为 G6- 从 一 5 的 示 性 类 (charac- 
teristic class). 因为 了 就 同 伦 而 言 是 唯一 的 , 86 就 伦 型 也 是 唯一 的 ， 
Imf* 是 适当 定义 的 . 这 样 做 是 很 自然 的 ,为 了 理解 外 如 一 ~5,， 唯 
一 需要 的 就 是 分 类 映射 f， 所 以 通过 产 由 五 "(5) 带 过 去 的 上 同 
调 类 也 与 从 有 关 . 换 名 同 义 语 来 说 , 五 " (5C) 之 元 称 为 《万 有 从 


的 ) 万 有 示 性 类 . 若 吾 一 >B 为 一 (6G，F) -从 ， 则 定义 其 示 性 类 为 
与 之 相关 的 主 G- 从 8 一 >8 的 示 性 类 . 我 们 也 可 以 作 BG 上 的 万 有 
(C, P) -从 BXoF 一 >BG，, 并 且 用 一 "8 的 分 类 映射 , 它 恰 是 与 
对 一 >8 分 类 的 了 : 8 一 >BG 相同 . 所 以 ,两 种 方法 给 出 的 结果 
相同 . 

给 出 一 万 有 示 性 类 a € H* (BG) , 则 对 从 一 >8 的 分 类 映射 
了 给 出 一 对 应 关系 (8 一 > 8) 一 > 了 (a) € H* (8) ,这 种 对 应 是 函 
子 的 . 因 若 五 | 一 一 ”已 ) 也 是 从 ， 且 有 同 态 
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了 -一 一 也， 


及 
则 了 。gpz 5 一 ~BG 是 页 一 ~B 的 分 类 映射 ， 所 以 p* (Jf* 《a)) 是 
81 一 >Bi 的 示 性 类 , 为 了 更 清楚 一 些 , 用 字母 4, ?了 等 记 丛 ,ae)， 
a(9) 等 记 “ ?的 对 应 于 万 有 类 a 的 示 性 类 ， 故 若 $= (5 一 +8)， 
3 一 《〈 兄 一 一 号 )， 则 ?一 2 (是 * 用 9 的 拉 回 . sa 的 函 于 性 质 就 
是 指 
apD (£)) = 4 (alé)). 

示 性 类 之 有 用 正 是 基于 其 函 子 性 质 .， 它 以 上 同调 的 对 象 来 表 
征 丛 为 相同 的 必要 条 件 . 

反之 ， 和 尾 一 具有 范 子 性 质 的 对 应 关系 

a em—* a(é) €E H* (B(E)) 

都 是 示 性 类 . 相应 的 万 有 类 即 a (万 有 从 ) € H" (8G) . 这 种 观点 
有 时 是 有 用 的 . 例如， 我 们 知道 每 一 个 维 矢 量 从 8 :8 一 >8 均 
有 Euler 示 性 类 XX (8) EH"' (Bs: 2Z1)( 见 第 十 章 ). 回忆 其 定义 , 先 


取 Thom 示 性 类 UE (8,8;%,) ,用 包含 映射 一 > (8,8) 将 它 


映 入 Fr (B; 24); 再 用 同 构 H*(8)<- "(8B) 将 它 映 入 十 (Bi22) . 
这 些 步 双 都 是 函 子 的 ， 所 以 
St X(é) 
是 万 有 Euler 类 % E Fr(BGL(n) ;21) 的 一 个 示 性 类 . 
在 展开 较 深入 的 理论 之 前 ， 我 们 先 详细 地 决定 一 个 特例 . 


3 1， 回 群 6 一 9 和 对 合 6 一 2 的 示 性 类 
圆 群 6 一 8 的 示 性 类 很 容易 决定 ， 因 为 我 们 恰好 知道 它 的 分 


类 空间 B8' 和 上 同调 . 回忆 起 对 有 限 的 4 二 24, Sw+! 一 -*CP* 是 如 万 
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有 的 .我 们 知道 
H* (Cp) = Z[t]/ CR- 
这 里 用 的 是 整 系数 上 同调 , 而 1€ H'(CP") 是 群 #87(CP*;2Z) 二 2 的 
固定 生成 元 ， 物 用 4 记 t 于 是 包含 映射 i: CP 一 CP"t! 觅 5 为 
ia+D 二 土 6 ， 因 为 是 H? 上 的 同 构 . 这样 退回 一 步 到 cP*+， 
有 《t+ 一 0， 即 和 &+ 可 生存 得 长 一 些 ， 回忆 到 
BS! = Cp™ 
是 CP!CCPC'CcoP'C.… Cep™“ 的 极限 , 很 清楚 ， (Ct,ty ye ,6 ，……*) 
将 产生 H?:(CP~) 的 一 个 决 不 消逝 的 生成 元 ， 即 
H* (Cp™ ;2Z) = Z[] 
是 具有 一 个 生成 元 1 € 82(CpP”) 的 多 项 式 代数 .。 . 
因此 很 清楚 ， 只 需 讨 论 一 个 万 有 的 太 示 性 类 即 可 ， 此 即 生成 
元 1€ 于 CCP )》， 所 以 我 们 以 后 凡 说 8‘- 从 的 示人 性 类 即 指 此 类 . 
现在 作 一 些 计 算 . 因为 5' 按 标量 乘法 自然 地 作用 在 一 维 复 矢 
量 空间 c 上 《〈 左 、 右 乘 均 可 )， 我 们 已 定义 了 〈8!，c) -从 〔 即 复 
线 从 》 的 示 性 类 ， 第 一 个 这 种 线 从 自然 是 万 有 线 从 y: S”XeC 
一 ”Cp" 或 有 限 的 yy: 58”+1X wuC 一 Cp". 另 一 方面 , 想到 在 第 三 章 
中 还 有 所 谓 典 则 线 从 r :一 -xcP*， 即 : : 
B= {ziw)1 [rz] EcCP,u€E C+ 
4 所 [zj] 所定 的 直线 , 即 有 和 菜 ^EC 使 s == 习 )， 
可 以 通过 映射 
Sut! xgC—r> BE, [x] Fr (x], ur) 
将 二 者 等 同 起 来 . 5 之 所 以 称 为 典 则 的 , 其 原因 即 在 于 此 . 不 论 如 
何 ， 由 定义 我 们 有 
tp) 一 了 一 于 (人 (CP 2Z) 之 生成 元 ， 
现在 稍微 变 一 变 5! 在 C 上 的 作用 . 固定 一 整数 *, 对 gE Si 与 
4EC， 定义 
g°* = Fh, 
为 了 区 别 * 不 相同 时 的 作用 , 记 具 有 这 种 5'- 作 用 的 C 为 Ce 然后 
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作 线 从 
天 一 SS” XC—— Ch". 

问题 是 ， 示 性 类 上 (") 是 什么 ? 

上 章 引 言 中 提 到 过 ， 因 为 矢量 从 有 代数 构造 ， 所 以 有 许多 代 
数 作法 方便 了 示 性 类 的 计算 . 我 们 提出 的 问题 就 是 一 个 好 例子 . 回 
忆 一 下 , 矢量 从 可 以 相 加 相 乘 〈 张 量 积 )， 两 个 线 处 相 加 将 得 出 一 
平面 丛 , 这 祥 下 去 是 无 止境 的 . 但 两 个 线 丛 吾 与 8 之 张 量 积 仍 为 
一 个 线 从 .为 了 描述 B51 的 B,， 只 和 需 取 5, 与 Bi 的 迁移 函数 {9})， 
{为 )} ,并 作 其 张 量 积 p60 和 ,好 对 5E 如 NU (pW) (6) 二 pj(2) 
的 总 (8) ， 对 于 线头 ，{P)，{ti 是 1X1 和 矩阵 ( 即 标 量 ) 族 , 而 
uy《5) co %,(5) 就 是 复数 的 通常 的 乘法 ,C6)， 名 ;:(8) ( 即 是 说 ， 若 
ple) = 和 el ， $e) 一 pr， 则 (pO Be) = le Oe). 
现 令 {gw} 为 万 有 从 S~ 一 rcCP” 的 迁移 函数 . 注意 到 , 对 二 加 迁 
移 函 数 正 是 素 的 迁移 函数 而 取 = 1， 即 按 凯 G)2 = gi;(5)4 作 用 
于 C 上 , 而 对 如 则 是 “ 同 祥 ”的 函数 pC58) ,但 作用 方式 不 同 ， 即 

(0) 一 pj(b)。4( 按 k= 二 作用 于 5 上 ) = Lp 下 
这 样 分 析 说 明 恕 正 是 万 有 从 百 对 自身 的 厂 重 张 量 积 . 

懂得 了 几何 以 后 怎样 计算 张 量 积 的 示 性 类 呢 ? 已 给 了 线 从 E， 
一 >B), 和 5; 一 一 B:, 作 空间 8, XB,. 通过 射影 和 "将 5 和 Bs 
拉 回 到 BX 8, 上， 可 得 (81) 和 m2 (Bz). BX B; 上 的 张 量 积 


nr CB) CO ns (Bs) 称 为 8B, 和 8; 的 外 张 量 积 , 记 作 58.6 的 51. 它 与 通 
常 的 “内 张 量 积 ”关系 很 简单 ， 车 B= 二 B,= 二 B， 我 们 有 对 角 有 映射 
4;B 一 xBXB， 于 是 ， 因为 47 二 4" wr 一 id， 

4* (E, CE:) = E, (0 BE,. 
对 万 有 从 一 -rcP“ 作 这 件 事 ， 即 得 一 线 从 ECIE ~——>CP™ XCPp™. 
因为 下 是 万 有 的 ， 故 有 分 类 映射 

f: CPp™ x CP” 一 一 CP™. 
现 要 计算 f" 对 上 同调 类 的 作用 , 因为 我 们 几乎 完全 不 知道 了 得 是 
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什么 ， 所 以 乍 看 之 下 似乎 这 是 无 法 做 到 的 ， 但 由 Kinneth 公式 
Hi(CP X cp) = HCP YI | + 1 HP ). 
所 以 不 管 广 象 是 什么 样 ， 
ff 人 一 天国 1 十 1 是 整数 ， 
为 了 定 出 和 和 #， 取 一 点 * ECP“"， 包含 映 射 
:BrBXxB, bm— {b,x) 
显然 给 出 证 (E@E) 二 8@ (平凡 线 从 ) 一 局， 所 以 痢 f* (0) 二 
但 男 一 方面 这 ( 灼 的 1 十 1 的 jx) 一双 十 0 一 叉 ， 所 以 我 们 有 
f=iW1+1®L. 
注意 , 施行 对 角 映 射 4* 将 把 凶 变 为 上 同调 卡 积 (这 是 定义 的 一 部 
分 )}， 我 们 有 
了 多 本 一 (上 1 二 1. 一 2 (1) 
即 是 说 ， 示 性 类 上 变 张 量 积 为 和 .对 于 B 上 的 线 从 妃 一 8 和 Bs 
-8， 设 其 分 类 上 映射 为 六， 户 : B 一 -CpP™. 由 下 面 的 图 式 和 “(1) 
立即 给 出 
定理 iB 8 Bo) = iB) + (8,). 
证 


EOB, ——»8(0B, BOOB -一 B 


| | | | 
一 BXBHYS,ep" xcp™ {cpe, 

所 以 ,我 们 已 成 功 地 定 出 区 后 ) 一 好 (8B) . 特别 是 ， 对 不 间 的 
&， 它们 就 是 C 上 全 部 的 不 同 的 线 从 . 这 是 我 们 从 代数 理论 得 到 的 
第 一 个 收获 ， 

再 回 到 理论 本 身 , 关于 示 性 类 的 最 重要 的 问题 之 一 自然 是 : 它 
们 是 否 名 副 其 实 确实 为 “ 示 性 ”的 ? 既然 已 经 了 解 了 一 些 关 于 上 
河 调 的 事 ， 我 们 知道 ， 不 能 希望 有 肯定 的 回答 ， 但 是 有 一 些 例如 
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cp 那样 的 特例 .我 们 的 问题 是 : 若 o,f: 8 一 CP“ 使 得 广 (6 
三 提 () .fi 与 fi 是 否 同 伦 ? 应 用 前 面 已 经 试 过 的 方法 , 我 们 将 设 
8 为 : - 复 形 ， 把 fo. fi 放 在 BX 一 >*CP”" 上 ， 并 问 能 否 把 它们 拓 
展 到 BXx1 上 .所 以 , 一般 的 问题 成 为 ， 若 有 一 对 复 形 (X，4) 以 
及 映射 了 : 4 一 -~Y，, 问 何 时 了 可 以 拓展 到 整个 X 上 . 我 们 知道 , 若 
了 为 同 伦 平凡 ， 这 是 没有 问题 的 ， 但 在 目前 ，Y 一 CP” 肯 定 不 是 间 
伦 平 凡 的 《如 果 是 ， 它 就 应 是 可 缩 的 而 总 "CCP”) 为 平凡 . 所 以 我 
们 的 情况 肯定 更 复杂 . 设 4 是 使 m.《Y) 关 0 的 第 一 个 正 整 数 . 我 们 
仍 可 从 (，47 开始 , 一 直到 维 数 志 的 单 形 o 都 和 前 面 一 样 . 所 
以 第 一 个 障碍 出 现在 dimc=n 十 1 的 单 形 o。 上 . 用 归纳 法 在 (X， 
4) 上 作出 的 子 对 每 一 个 = 都 给 出 一 函数 flac : ac 一 >Y, 它 则 给 
出 7 《7Y) 中 的 一 个 元 [flac]， 作 一 对 应 
CK A——r mF), or [flac], 

它 是 一 个 系数 在 zm.《7) 中 的 (4 十 1]) -上 链 ce(f) € C+t1(X,A; 
mY)). 车 此 上 链 为 0, 即 [flac] =0,， 则 每 一 个 flac 可 以 拓展 
到 * 上, 于 是 可 以 得 了 再 拓 轩 一 步 到 (X， 4)*+!1 上 . 这 当然 只 不 过 
是 了 同 义 语 反复 而 并 无 新 意 ， 现 在 可 以 证 明 , elf) 一 般 地 是 一 个 上 
循环 、 故 有 一 上 同调 类 [c( 门 ] € H+iCX,A;z《Y)) ， 若 此 绚 为 0 
则 如 何 ? 这 时 出 现 了 这 个 理论 中 最 优美 的 东西 ， 回 想 一 下 ， 我 们 
是 由 4 上 的 了 开始 的 , 当 我 位 做 到 了 1(X,4)* 时 , 我 们 可 能 是 用 许 
多 不 同 的 方法 选 定 了 在 (X, 4)" 上 之 值 的 . 示 性 类 理论 告诉 我 们 ， 
不 论 怎样 选 了 ,c(f) 都 是 一 样 的 , 而 车 [c(f)] = 0 则 可 在 (X，4)"* 
上 把 了 修改 为 新 的 了 而 仍 有 ccf') 一 0. 当然 这 些 都 不 影响 初始 的 
fi4. 所 以 真正 的 障碍 是 上 同调 类 [c(7)]. 

为 了 应 用 障碍 理论 ， 需 要 知道 同 伦 群 #. CCP“”) ,因为 万 有 6- 
从 BG 一 -88 的 全 空间 是 可 缩 的 , 所 以 , 由 纤维 化 的 同 伦 系列 将 给 
出 

mBG) 一 T_T 
群 6 一 8 有 一 纤维 化 
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R 一 > Sl tl—re™ 

其 纤维 为 整数 群 ZCR， 因 为 我 们 知道 6(Z) = ZZ 而 当 i>0 时 
Ti 一 0， 故 有 

mCP™) 一 2 

TifKCP >) 一 0， :天 2. 
所 以 这 是 次 于 同 伦 平凡 的 最 简单 的 情况 . 结果 是 我 们 仅 有 一 个 落 
在 H3(X,4;%) 中 的 障碍 类 ， 在 我 们 的 情况 下 ， 它 在 

HitB X 1,B XxX dH) = HB xX (1,97)) 
一 HB) HICH) = HC(B) 
中 ， 详 细 的 计算 表明 障碍 类 正 是 借 ( 一 和 疗 (). 故 若 谨 和 一 
三 (人 则 所 . 刻 : 8 一 >CP* 确 为 同 伦 . 这 就 给 出 了 一 个 很 漂亮 的 
定理 : 
定理 同一 底 空 间 上 的 两 个 复线 从 中, 8 当 且 仅 当 其 示 性 类 

(B81) ,t(E1) 相等 时 为 同 构 . 

”应 该 指出 ,这 定理 是 一 个 非常 非常 特殊 的 情况 ， 它 之 所 以 成 
立 是 因为 cP* 在 同 伦 上 恰好 很 简单 ， 只 有 一 个 非 零 同 伦 群 
x2(CP”), 而 这 又 与 8! 只 有 一 个 非 零 同 伦 群 ,C5') 有 关 . 这 类 空 
闻 称 为 (KC2,Z) 和 KC(1,2) 型 的 ) Eilenberg-MacLane 空间 , 这 一 类 
的 其 它 群 还 有 有 限 或 离散 群 (KC(0,G) 型 )， 其 中 最 简单 的 又 是 对 
合群 68 = Z, 二 0(1) ,对 于 它 有 与 58' 情况 完全 平行 的 理论 ， 只 融 
用 2 为 上 同调 系数 ， 回 想起 BZ 一 RP~ 是 元 限 实 射影 空 间 ,“ 望 远 
镜 ” 极 限 

RP! CRP CC .CC RP” 
说 明 "(RP~;2。) = Zs(t) 是 具有 一 个 生成 元 1 €  H'(RP~;%) 的 
Zz 系数 多 项 式 代 数 , 上 之 次 散 为 1. 1 是 对 合 的 万 有 示 性 类 . 在 几何 
上 我 们 讨论 的 是 实 线 从 ,为 区 别 复 和 实 的 情况 , 称 8; 的 示 性 类 为 
陈 ( 省 身 ) 类 , 记 作 c(8) , 称 2; 的 为 Stiefel-Whitney 类 , 记 作 w(E). 
对 实 线 从 的 张 量 积 仍 和 前 面 一 样 有 加 法 公式 ， 而 实 线 从 可 用 其 
Whitney 类 一 直 决 定 到 同 构 为 止 . 
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我 们 可 以 把 这 些 结 果 稍 微 推 广 一 点 . 令 T'= 二 Si XS'X*…Xs8! 
必 重 积 ) 为 维 环 面 群 , 很 清楚 , 对 两 个 群 @ 和 Gs 有 BE X 602) 
二 BG, X 86G;. 因为 8S1 一 cP“ 在 圭 同 调 中 是 无 找 (torsion free) 的 ， 
由 Kiinneth 公式 

H"° CBT'32) = Zht tas ,bh 
好 个 未 定 元 6 …， 皇 的 二 次 多 项 式 环 . 它们 就 是 隐 的 万 有 类 . 
因为 B7! 是 天 (2，Z 外 … 四 2) 型 的 Eilenberg-MacLane 空间 , 它们 
决定 了 7- 从 .回忆 一 下 , 两 个 矢量 从 8,, 8 的 Whitney 和 5, 外 
的 迁移 函数 是 分 块 方 阵 
0 
0 多 
故 若 将 7* 作为 对 角 阵 嵌入 在 0 中 ， 
A 
各 


» 


四 
则 说 一 个 复 平 面 从 有 其 有 群 7! 就 意 昧 着 避 可 以 完全 分 裂 为 线 从 : 
;= BB ODE. 
所 以 ,7?*- 从 的 理论 就 是 分 裂 复 矢量 从 的 理论 。 结果 是 ,完全 由 
其 各 因子 的 陈 类 c() 决定 ， 类似 地 ， 对 于 9 二 (20) 与 多 系数 ， 
也 有 实 的 分 裂 从 的 理论 . 


$ 2. 丁 群 U(x) 的 示 性 类 ( 陈 类 ) 与 正 交 群 0(") 
的 示 性 类 (Stiefel-Whitney 类 ) 


前 节 的 结果 虽然 相当 完备 ， 却 显 热 是 不 够 的 ， 它 只 处 理 了 分 
裂 的 矢量 从 . 这 些 当然 并 不 常见 ， 真 正 的 问题 当然 是 对 一 般 矢量 
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处 建立 相当 的 理论 , 即 研 究 群 忆 (za) 与 On) 的 示 性 类 , 我 们 先 讨 论 
ti(n). 

我 们 的 办 法 如 下 . 恒 有 包含 于 ii(n) 中 的 环 面 群 7 = 
和 Cut 即 对 角 和 矩阵 群 ， 车 本 (x) 一 > BL (n) 是 一 万 有 On) - 
从 ， 则 有 以 下 图 式 ，; 

Eli(n) 
é 

| 六 可 om = BT* 


4 


BUCnR) 


以 及 诱导 同 态 : 
pp" :+ H’* (BUCGR))} —— H* (BT'). 
右 方 是 已 知 的 , 我 们 要 通过 细心 研究 p* 来 确定 H* (BL (rn)). 映射 
2 不仅 从 代数 上 把 五 * C804)) 与 五 "(57") 连接 起 来 , 它 也 有 几何 
意义 .回忆 起 到 2" 上 的 拉 回 p"(r) 恒 有 一 天 -化 约 即 下 -从 二 
《第 十 二 章 §4)， 车 视 # 为 一 矢量 从 (通过 扭曲 积 )， 则 这 说 明 
AP" (7) 可 分 裂 为 线 从 、 这 样 我 们 就 懂得 了 p* (x) 的 示 性 类 . 我 们 
逢 亡 这 能 有 助 我 们 通过 p* 而 回 漳 到 x 的 示人 性 类 . 
先 从 回顾 第 十 章 中 的 Thom 同 构 定理 开始 . 令 r: 下- 一 > 为 
一 实 矢量 从 . & € HH"《E, 避 ) 为 Thom 类 当 且 仅 当 对 任意 5€ 8, 限制 
映射 | 
HEE) 一 一 H'(B,,B) = Z, 
2 
映 6 为 "(为 , 杞 ) 之 生成 元 名， 这 时 ， 上 映射 
Hi(B)— > Hit:(B,E), 
Pi mY Ceé 
是 一 同 构 ， 我 们 需要 的 并 不 是 此 命题 本 身 ， 而 是 证 明 的 想法 ， 即 


此 定理 局 部 地 是 不 足 道 地 成 立 的 , 而 它 的 形式 是 Meyer-Vietoris 序 
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列 可 将 它们 粘 起 来 成 一 整体 的 定理 .我 们 要 在 稍微 广泛 一 些 的 背 
景 下 应 用 同样 的 想法 . 令 从 7x: 8 一 v8 纤维 为 可 以 视 雯 * (8) 
为 环 总" (8) 上 的 模 ， 模 运算 为 
A Tr'(L)u, 
EH CB),E HN (EE 上 式 右 方 为 H* (B) 中 的 卡 积 . 设 H* (F) 
作为 系数 基 环 上 的 模 为 自由 的 . 所 谓 基 底 的 提升 即 指 问 "(8) 中 一 
组 元 {uy 而 对 每 一 点 bEB, 限 髓 映射 
H’* (EB)—— H'(B)~ H*(F) 

映 之 为 丹 * (为) 的 一 个 基底 .注意 当下 一 1，F 一 (R，R) 时 ， 这 正 
是 Thom 同 构 的 情况 ， 一般 情况 下 则 有 

Leray-Hirsh 定理 ”在 上 述 情 况 下 ，{w，…, ww} 是 五 (5) 作为 
一 女 * (8B) - 模 的 基底 ， 

Leray-Hirsh 定理 的 证 明和 Thom 同 构 定 理 的 证 明 是 相同 的 . 
若 8 一 BXF 而 foo 是 五 "(P) 作为 R- 模 的 基底 , 因 HW" (7) 是 
自由 的 , H' (8) 二 H*' (8) 的 H'() .显然 ,和 st) 二 {160v， 
多 是 互信) 在 H* (8B) 上 的 基底 ,然后 我 们 用 Meyer-Vi- 
etoris 序列 来 证 明 若 此 定理 在 开 集 U,FCB 上 成 立 , 则 它 在 UUY 上 
也 成 立 . 这 至 少 包 含 了 B 为 紧 的 情况 . 一 般 的 情况 需要 较 多 的 技 
巧 ,现在 暂 不 涉足 .注意 我 们 恒 可 将 恒 等 元 1 € HCB) ( 即 由 9- 上 
循环 w(x) = 1 对 一 切 zEX 成 立 ,1 为 R 中 之 恒 等 元 所 确定 的 上 同 
调 类 ) 包 含 在 基底 4 ,… ,如 } 中 . 这 时 关系 式 

Aol= "(Nh) 
与 集 {1} 的 线性 独立 性 意味 着 x*”; HH* (8B) 一 H* (8) 为 单 射 ， 

现在 我 们 来 证 明 

定理 (Borel) 若 6: 一 一 > 是 主 WCn) -从 ,了 TCVCn) 为 对 角 
阵 集 , 则 由 
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所 诱导 的 同 态 六 : (53) 一 (37) 是 一 单 射 . 
证 令 名 和 一 ta) 是 以 下 形状 矩阵 所 成 的 子 群 : 


于 是 Gi 二 Cn 一 让 X 天 .并 有 一 串 子 群 了 一 CCCGCCe 
一 G. 于 是 上 映射 p : E/T 二 8/0, 一 >B 二 B/GQo 可 以 分 解 为 一 列 映射 : 
B/G B/G B/G B/G 一 /0 
即 p= 二 py……p…p. 只 需 证 明 每 个 pr? 为 一 单 射 即 可 ,为 此 目的 , 注 


Prt BE: = E/G —— B/G = Bi-i 
是 一 纤维 从 ,而 其 纤维 是 


了 pe inn | 
人 


ECR 一 大) X 和 

Um 一 kl) 
Um XU 

此 外 ,令吉 CG 是 以 下 形式 的 矩阵 之 子 群 : 


| | 
加 
H; = € jh=1 


ly | 


一 VC 一 外 XT', 
我 们 有 以 下 形状 的 图 式 
BEB/H, 


Cp" tt. 


i 
| LA 有 /全 一 至 ， 


五 :1 =B/G.; 
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是 一 个 GH 二 51 从 而 有 有 效 群 cv 由, 即 一 主 S'- 从 .这样 ,其 
陈 类 cn) E (B.D. 车 固定 一 点 bE Bi-;, 则 有 图 式 


Sr 'Cb) 一 一 B/H, 
TT 
3 BE 
、 + Pr3 
送 -1Cb) 2 4 A 
| a 
b B/G 


其 中 p18) 二 CP 而 zw 也 是 一 主 5- 从 ， 由 函 子 性 需 ， 必 有 
i (CAF)) = cm) €E 厂 2(CCP" 
因为 厅 '(6) 一 > p71(5) 正 是 从 S22t! 一 >CP*!, clmw) 是 一 生成 
元 ， 故 由 太 * (cP*) 的 构造 得 知 ， 集 
{lecta) yc(z)2 on) CH* (BE,) 
是 基底 的 ~: 个 提升 ， 从 而 由 Leray-Hirsch 定理 知 p? 是 一 单 射 . 
改 通 过 p* 可 以 认为 上 "(BU(n)) 是 右 * (B87") 的 子 代数 ， 在 措 
述 它 以 前 ， 先 估计 一 下 其 大小， 注意 ,在 前 面 并 没有 用 到 Leray- 
Hirsch 定理 的 全 部 力量 , 这 定理 说 , 在 适当 条 件 下 , 至 少 就 加 法 而 
言 , H* (8) 一 五 " (8) 的 H*(F). 因为 我 们 已 设 右 " (F) 为 自由 . 故 
H"(E) 为 自由 当 且 仅 当 HH* (8B) 为 自由 ， 在 从 序列 
B17" = BE/G, B/G , — 一/ 一 人 /Go = BU,) 
《1) 
中 《B 一 可 一 86 是 万 有 的 ), 我 们 知道 及 "(8/6.) 一 #8* C87") 是 
自由 的 , 故 可 归纳 地 得 知 对 所 有 10 扫 8 委 2 末 (BA/GD 均 为 自由 的 . 
若 一 空间 六 使 用”(X) 为 自由 ， 其 Poincaré 级 数 定 义 为 


PCX，D 一 DrankCir CX))e. 


这 正 是 对 不 同 的 ;探讨 CX) 大 小 的 好 工具 例如 , 设 系数 在 一 个 
域 中 ，Rank 一 dim- 我 们 就 有 
P(X,1) = dimH* (X), 
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P(X 一 1) 一 XXX) 一 的 Euler 示 性 数 . 
由 Kinneth 定理 ， 我 们 有 
P(A Bt) = P(A,PCOB,t). 

现在 对 于 从 pt: 下 /Cr 一 *B/Gi， 纤维 是 CP"*、 而 
1 5 2 一 上 十 上 
PCCP 一 .0 = 1+F 人 + 二 = 
对 于 BT* 二 BS'X，… XBs! 我 们 也 有 

PDB 站 = PCBS') 一 (1 十 开 十 在 十 


= 1/(1 一 后 
从 这 些 结果 和 和 序列 (1)， ee 
POBU (Cn),t) 一 sy II i 5 


一 (1 二 0 的 0 二 — ey" 

式 (2) 只 是 关于 子 模 #* (CBGa)) CH (B47") 之 大 小 的 加 法 

的 讯息 ， 关 子 其 乘法 构造 ， 还 必须 做 更 多 的 工作 . 先 回顾 一 下 前 

面 提 过 的 一 般 性 事实 . 车 a:# 一 -x6 是 群 同 态 , 则 有 某 分 类 映射 了 
的 a- 拓 展 运算 


(2) 


EHX ysG EG 
BH DO. 


由 此 又 导出 上 同调 的 映射 f" .我们 将 记 了 ' 为 

a" :H' (B06) —-* H* (BH) 
并 称 a* 为 a 的 诱导 映射 .当然 很 容易 验证 对 应 关系 a 一 >a' 是 函 
子 的 , 即 适合 通常 的 条 件 1* 二 1，(a8)* =8*a* .现在 将 在 以 下 情 
况 下 应 用 这 一 点 ， 令 6 为 一 群 ， 则 对 和 任 一 gEG， 用 9 作 的 共 亏 关 
系 

LGC—*G, rrgrg! 
是 一 同 态 (反之 , 除非 0 是 Abel 群 , 左右 习 5 与 BR 则 不 是 ). 因 
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此 又 有 天 :64080) 一 > 有 "086G) ,但 仍 记 之 为 9 群 6 这 样 可 以 
作用 在 旦 "020) 上 . 更 准确 些 说 ， 这 作用 就 定义 为 
gu (gu = (1 1)° uu. 
现在 LG) 中 作 一 些 计算 . 我 们 想 看 一 些 特定 的 %. 对 于 一 对 

(， 疙 .定义 9 了 EECn) 如 下 : 

gle) 二 ep， g(6) 二 ee， gle) = 二 e 车 tf 关 i 
车)= (0 多 7， 我 们 有 

(M0) 一 (gg 1) (le) = (gh) (ee,) 一 9CMey) 一 Ne,, 

(AM (e,) = hess 

(et 二 Ne 落 天 天 站 
换言之 ， 1, 保持 了 不 变 而 在 ? 上 只 是 对 换 i，5 坐标 ， 显然， 分 类 
映射 了 57 二 BT7X… XBT 一 xB8T" 就 是 交换 其 序 因 于 . 由 此 , 
也 就 是 在 丸 " (C87) 一 2[4,…,&] 上 交换 与 的 映射. 

当然 ,交换 4 与 6 没有 什么 复杂 的 事 . 要 点 在 于 这 一 交换 是 由 
BH* (BT) 上 的 由 某 个 g€ Un) 所 给 出 的 I? 的 作用 来 实现 的 . 这 件 
事 为 何 重要 ?当然 1 也 作用 在 如 * (86) 上 ， 但 效果 截然 不 同 . 因 
9 二 LW(n) 是 连通 的 ,可 以 与 恒 等 元 。 连接 起 来 . 这 意味 着 , 作为 
一 个 映射 ，1, 同 伦 于 1.=1， 因 此 在 #8* (80) 上 ;一 1 注意 这 里 
的 微妙 之 处 ，4,，+4.:T?T 一 7T 均 使 7 不 变 , 但 其 同 伦 则 不 一 定 . 即 
是 说 1,17 与 1.|7 可 能 不 同 伦 ， 所 以 不 能 如 前 一 样 来 说 在 #4* (87) 
上 如 二]. 正 是 因此 , 在 这 一 情况 下 的 澳 换 群 称 为 U(x) 的 weyl 群 
W. 形式 一 些 的 说 法 是 : 令 
NT) = {g € GN TY ET). 
由 定义 , TC 性 NCT) 是 正规 的 (由 此 NCT) 称 为 7 了 在 8 中 的 正规 化 
子 )， 而 我 们 有 
WG) = X(T)/T. 
这 样 。Weyl 群 W 作用 在 HH* (BT) 上 . 令 HH* (BT)” 是 H+ (C87) 中 
使 W 不 变 的 于 空间 . 我 们 证 明了 的 就 是 
H* (BU(n)) C H* CBTO™. 
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对 于 HCBTY) 一 2 以 及 丈 为 署 换 群 的 情况 、 
如 "(B87) 即 对 称 多 项 式 . 代数 学 中 有 一 著名 定理 指出 ,对 称 多 项 式 
之 代数 即 由 初等 对 称 多 项 式 0。，…，o, 生成 的 多 项 式 代数 .它们 
可 描述 如 下 . 令 z 为 未 定 元 并 和 考虑 多 项 式 
T+ € HCBT) zi. 
它 显然 是 对 称 的 ， 故 其 展开 式 


Ti 十 4) 一 Si sr (Cx) 
之 系数 也 是 对 称 的 ， 此 即 初等 对 称 多 项 式 ， 如 
80 之 1， 


ol 一 二 十 … 十 所 、 


Os 一 上 tt 
于 是 ， 定 理 指 出 
区 [一 Zoo gov] 
现在 可 以 计算 其 Poincar 多 项 式 , 注意 到 在 此 情况 下 dego, 二 2i, 所 
以 
POZ[o js 二 1 十 帮 十 如 十 二 1/(1 一 所). 

于 是 

LAR 

与 (2) 式 比较 ， 我 们 肯定 指 刻 立 即 断 定 

HFH* (BC 一 万"(CBZ)7 ， 
但 还 别 急 ， 我 们 只 不 过 证 明了 A* (CBU C0)) 性 5?CB7")”， 以 及 对 
每 个 次 数 ， 二 者 同 秩 ， 它 们 仍 不 一 定 相 等 ， 举 例 来 说 ， 由 于 偶数 
群 是 的 秩 为 | 的 真子 群 , ZCZ. 如 果 确 实 如 此 , 则 在 与 22 作 张 量 
积 以 后 ,包含 映射 i:Z 一 ~Z 将 不 是 单 射 . 事实 上 ,222 一 2 一 ~ 
加 是 零 映 射 . 在 讨论 单身 六 :有 * (BUGn)) 一 >H' (BT") 时 ,用 的 是 
整 系数 上 同调 ,但 此 证 明 对 任意 系数 域 均 适 用 . 上面 描述 的 现象 
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将 不 会 出 现 (这 一 点 的 详细 证 明 我 们 没有 做 ， 称 为 万 有 系数 定 
理 )、 这样 ， 我 们 就 证 明了 下 面 的 大 定理 : 
定理 (Borel) ” 令 TC4W(n) 是 对 角 算 阵 所 成 的 w- 维 环 面 群 ， 
则 包含 映射 p:T 一 一 U(r) 诱导 出 任意 系数 域 的 上 同调 的 单身 
pH* (BUR))—— H* (BT) = R[téi ye ,ts 
其 象 为 对 称 多 项 式 的 子 代 数 ， 即 有 : 
H* CBUCR)) = 有 Lowyou]. 
第 i 个 初等 对 称 多 项 式 0; 称 为 万 有 1 阶 陈 类 ， 

Borel 定理 给 陈 类 一 个 自然 的 而 且 肯 定 是 很 漂亮 的 定义 . 但 还 
不 止 于 此 . 首先 可 以 想到 ，(* ) 式 给 出 的 与 上 之 间 的 关系 对 计 
算 有 用 . 此 式 也 有 几何 意义 如 下 : 令 吾 一 >8 为 一 复 矢量 从 . 于 是 
有 陈 类 co (8),…,c.(8). 令 P 一 >B 为 与 8 相关 的 主 V (G4) -从 . 子 


是 有 下 面 的 图 式 
P 一 EU(n) 
RE 
| wat oe /Te BT 


B a BUCnY 


f 是 分 类 上 映射。 这样 我 们 证 明了 

(1) 几何 上 , 拉 回 所 (8 一 及 四 … 四 有 束 分 列 为 线 丛 , 故 
有 其 示 性 类 c(E,) € H2(P/T)， 

《2) ”代数 上 ,这 :五 (3) 一 > 五 "(CP/T) 为 单 射 . 

C(x) 中 心 的 定义 显然 成 为 公式 


pa 十 cl 人 (EBD)z 十 … 十 coCB)] 一 了 [zz ca)). 


(x x) 

所 以 在 计算 ce(8) 时 ， 不妨 认为 分 裂 为 线 从， 而 co.(8) 即 

eCB1) yc 如 ) 的 i 阶 对 称 积 .( # * ) 称 为 全 陈 类 的 形式 分 解 . 称 

为 “形式 ”的 ,是 由 于 8?(B) 上 并 没有 类 (By ，B8 上 也 没有 线 从 

马 , 但 全 pz 是 单 射 ， 于 是 虚拟 的 分 解决 定 了 真实 的 类 6o.(8) €E 
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HH*(B8) ， 这 种 作法 的 用 处 马上 可 以 看 到 ， 但 还 有 其 余 ， 这 一 方法 
使 我 们 懂得 了 类 c,(B) 本 身 的 几何 意义 ， 例 如 ， 考 虚 最 后 一 个 从 
po 一 /Go = BU(n). 
注意 所 一 Pa 一 1 XS!， 所 以 说 和 天 量 从 可 化 为 9, 即 是 说 = 
8&8! 中 B11，B! 是 -- 《rn 一 1) 从 而 为 一 线 人 兴 ， 即 由 8 可 分 裂 出 一 个 
线 从 ， 为 此 ， 分 类 映射 必 可 提升 到 E/G 上: 

P EB/G, 


Ee 


五 一 ~ Biln). 
7 


由 上 一 章 可 知 ， 若 纤维 为 同 伦 平凡 的 ， 这 样 做 没有 问题 ， 一 般 傅 
况 下 , 则 由 障碍 理论 可 知 应 考虑 mCF) . 上 例 中 下 二 Cn)/(U(a 一 
1) x 81) = CP* ?是 射影 空间 .我 们 可 以 由 纤维 化 
Sl or S2-1- » Cp2—? 

算出 cP2”-? 的 前 两 个 非 零 同 伦 详 为 

me(CP2-2) = (SI) — %, 

Na 1 (CP 2) = To (Sn 1) = Z. 
所 以 第 一 个 障碍 出 现在 H'(B;m《F)) = 二 HB:(B81Z) 中 . 但 由 于 
HCBUCR32Z) 一 0， 故 它 为 0.《 我 们 的 计算 还 表明 了 ， 当 ,为 奇 时 
好 (BCa)) 一 0， 见 《1).) 所 以 第 一 个 真正 的 障碍 是 H*(B， 
Na_1()) 二 H*”(8) . 它 是 什么 呢 ? 可 以 证 明 就 是 最 后 一 个 陈 类 
clB) 和 H*(B) . 所 有 的 c《B) 都 可 以 这 样 解释 为 障碍 类 ， 这 是 更 
深 的 理解 . 例如 . 既然 CP”: 可 能 有 ( 确 有 ) 更 多 的 非 零 同 伦 ， 所 
侈 即 令 c.(8) = 二 0 ,了 也 可 能 不 能 提升 . 所 以 , 与 线 从 不 同 , c，(8) 
远 不 足以 决定 从 8. 历史 上 ，Stiefel 和 Whitney 就 是 这 样 发 现 了 实 
处 的 示 性 类 的 如今， 我 们 有 与 上 相似 的 现代 的 处 理 方式 了 . 

在 0Cay 中 ， 今 


为 对 角 和 矩阵 ， 于 是 一双， 所 以 
下 (2 = Ze] degt, = 1. 
我 们 又 有 
EOCn) 
| oo = B24, 
BO(n) 
以 及 
定理 六 :H' (BO(R) 322) 一 一 五 "08324322) 为 单 射 ，Hmp "一 
对 称 多 项 式 . 故 吾 "(B80(n) 322) 一 [wos,… sw] ,za 是 第 ;个 初等 
对 称 多 项 式 ，degz, 一 ti 妈 称 为 万 有 Stiefel-Whitney 类 . 
证 明 与 (a) 的 情况 完全 一 样 ， 即 利用 子 群 


入 5 天 
x 


= 


但 是 要 注意 , 我 们 原 有 的 右 * (B25;22) 一 Zz[t] 是 一 个 Z; 铺 果 , 终 
结 的 定理 也 是 一 个 2 定理 . 也 可 以 得 出 一 个 整数 结果 ,但 复杂 得 
多 . 所以， 对 于 实 矢 量 从 ， 有 22 类 必 € HC(B;22)， 

在 进一步 展开 这 个 理论 之 前 ， 先 给 出 一 些 应 用 ， 说 明 即 在 目 
前 ， 只 需 最 少 的 初等 考虑 ， 也 可 得 出 不 平凡 的 结果 ， 

令 吾 一 一 8 为 一 实 矢量 从 . 一 个 相当 重要 的 问题 是 : 旦 是 否 可 
定向 ?回忆 一 下 , 若 在 模型 空间 上 中 确定 一 个 定向 , 即 有 一 定 次 序 
的 基底 (e ，、…，a)， 由 局 部 坐标 

piU, XP——E 
可 在 x-'(4,) 上 给 出 一 个 局 部 定向 . 所 谓 B 可 定向 ,就 是 能 找到 一 
族 局 部 坐标 系 {p}， 使 得 在 5. 站 U, 上 ，%p, 与 ; 确定 相同 的 定向 ， 
亦 即 若 p00) 一 gz'。 zs 之 行列 式 为 1:9,65) ESOC CO) - 用 
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我 们 现在 的 语言 说 ，B 可 定向 ， 当 且 仪 当 一 8 的 构造 群 可 由 
O(a) 化 到 SOCa) 、 这 个 问题 先是 在 第 六 章 中 提出 的 . 那 时 我 们 说 
过 ,上 述 定向 的 定义 并 未 给 出 确定 是 否 可 以 定向 的 有 效 的 手段 . 现 
在 我 们 要 证 明 Whitney 类 可 用 以 解决 这 个 问题 . 
先 回忆 一 下 ， 主 G6- 从 一 8 当 且 仅 当 有 -整体 截 口 时 才 是 
可 定向 的 ， 事 实 上 ， 局 部 平凡 性 和 局 部 可 和 证 回 性 是 一 回 事 . 若 s: 
8B 一 8 为 一 整体 截 口 ， 则 
BXO— Bk, (b,9)m—* s(b)g 
即 所 求 同 构 . 
还 有 一 种 方法 来 陈述 可 定 问 性 . 今 一 一 8 是 与 失 基 从 天 
一 +B 相伴 的 主 0(n) -从 .我 们 有 通常 的 图 示 
记 
| Xp/s0 n), 
B 
DP:P/SO(n) 一 一 了 是 一 个 OCSOG = 2 -从 ， 这 样 ， 其 示人 性 类 
为 wp) € HI'(BSZ2). 
注意 到 P 为 B 的 标 架 浴 ， 妈 P; 之 一 点 即 5 的 一 个 匡 底 。= 
《ely ye) 若 两 个 基底 e 与 e' 之 间 有 关系 式 e' 一 eg 而 9g SO(n)， 
则 ee 与 定义 相同 的 定向 . 换言之 , p:P/SO(n) 一 一 8 为 定向 从 .这 
吾 为 可 定 庙 污 p:P/SO(n) 一 > BB 有 -~ 整体 截 口 
wp) = 0. 
(8 一 8B) 一 rw(p) E€ H1'(8;2z) 这 个 关系 显然 是 函 子 的 . 因 
此 wlp) 必 可 表 为 矢量 从 一 >B 的 Whitney 类 w(8),"*' ,ww,(B) 
的 多 项 式 . 但 因 degw(p) 二 1，, 故 w(p) 只 可 能 是 w(B) 或 0， 究 竟 
是 哪 一 个 ， 可 以 考虑 万 有 的 傅 况 8 B80(#). 车 w(p) = 二 0E 
本" 《BOCn) ;Zz) ， 则 处 处 有 wlp) = 0. 所 以 想 要 有 断定 w(p) = 
wy(E), 只 需 找 一 个 wr(p) 关 0 的 例子 . 但 这 意味 着 只 需 找 一 个 不 
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可 年 向 的 矢量 从 .在 第 六 章 中 我 们 已 看 到 ， 射 影 平 面 的 切 丛 ?2 
一 一 呈 就 是 -- 例 . 我 想 , 大概 只 有 少数 人 会 想到 , 这 样 一 个 特例 其 
实 等 价 于 一 个 一 般 的 定理 ， 

定理 ” 实 矢量 从 一 8B 当 且 仅 当 其 第 一 Whitney 类 wn(8) 
€ 下" (B;Z2) 为 零 时 才 为 可 定 问 . 

例如 ， 若 A'(B8;Zz) 二 0 ， 则 8 上 任意 实 矢量 从 均 为 可 定向 . 


8$3. 计 算 


因为 陈 类 是 复 矢 量 从 的 示 性 类 .我们 自然 想 知 道 它 在 从 运算 
下 如 何 变化 , 例如 怎样 从 cB) 和 elF) 算出 el(E 办 F). 由 定义 陈 
类 之 法 知道 ,答案 是 简单 的 ， 若 我 们 设想 占 与 分 裂 为 线 从 的 直 
和 : B=6,D'"BE, F=fF,ODDrh, 则 由 上 区 


此 
cf( 吾 ) 一 1 十 cl 了) 十 … 十 cs) = | [[1 二 cB)], 
[| 


过 
ec(F) 一 1 十 cCP) + Tor) = [TL er,)]. 
j= 


但 是 自然 地 有 
EOF= BE 全 … 旨 中 由 太 由 …… 直 闷 ， 
所 以 


{ 
eB®F) = TILi + ec8)ITTLI + ecF,)] 
1 】 1=) 


= c(E) + clF). 
要 想得到 一 个 真正 的 定理 ， 只 需 绍 心 论证 以 上 所 述 即 可 .回想 第 
三 章 $ 2 中 指出 8 维 矢 量 从 7: 一 8 与 i 维 矢 量 从 9: 一 + 上 B 之 
真 和 5 的 F 定义 是 : 
BDF= {uv) E EX Fn(y) = mv)}, 
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而 投影 如 中 站 一 号 是 自然 的 . 若 {7)}，{ 信 是 同一 个 开 履 盖 和 
下 的 举 标 族 ， 则 8 中 F 的 局 部 坐标 是 
nt x (PDC)— BHDT, 
(BI (pb,I) ,PLY ). 
易 证 8 中 F 的 迁移 函数 是 


即 为 分 块 和 矩阵 UK) X UO) CR 二 D 一 Te) ,这 就 是 直 和 运算 
的 要 点 - 

和 张 量 积 的 情况 -- 样 , 容易 定义 BXB8 上 的 外 Whitney 和 8G 
有 如 下 : 

EOF= (EXF—*BXx 8) 
( 底 空间 不 同 也 可 以 )，、 局 部 坐标 是 显然 的 ， 为 计算 其 示 性 类 ， 先 
作 其 主 从 ， 它 显 然 就 是 从 
PX 0Q—>BxB, 

P 一 >B,@8 一 >8 各 为 8,FF 的 主 从 . 这 基 一 个 UK) XU(D -从 .但 


我 们 想 把 EDF 看 成 一 个 十 !==% 维 矢量 从 , 即 志 用 Ck) X UD CC 
Un) 来 扩张 PX8， 这 就 是 作 扭 运算 

(PX Qunxtn XU)—> BX BB. 
这 就 把 问题 弄 明 确 了 ， 我 们 要 计算 的 就 是 这 个 主 4(w) -从 的 示 性 
类 . 所 它 在 对 角 映 射 4:8 一 8XB 下 的 拉 回 就 可 得 到 8 中 F 的 类 . 

为 简单 计 ， 令 

G' = UR) ,6" 一 ED = Ln). 
. 令 T'CG' ,7T"C0" 为 对 角子 群 、 注 意 , T' XT”=7 正 是 8 的 对 角子 
群 ， 重复 上 而 万 有 从 的 作法 、 并 应 用 分 类 上 映射， 即 有 以 下 的 图 
式 : 
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i 
1 


(1 一 >(PYyoe eeXD 一 ww(BG X BGO)g 0 XO—r BO 


人 1 


fxy 


B BXB 


BG X BO” 


BG 
图 (a) a 
在 这 个 图 中 ,f,g 蚌 主人 兴 P,8 的 分 类 映射 ,4 是 6G- 从 (EG' X B80")oxo 
Xe 的 分 类 上 映射， 有 一 个 自然 映射 〈 即 能 人 映射 ) 
PX@—* (PPX4)oxeXoe， 
(p, 9) 和- 一 一 [ (yp, 4), ej]. 
应 用 它 ， 又 有 以 下 的 图 式 


A(PXO)— ”Px EG! X BEBO" EG 
ss ~ | ~、 | 

4 (Px YQ) 这 , yy yf 及 人 
+ J CP/T') XxX (QF) —r BT Xx BIT’ 一 一 > 人 

x P sr Pp X po | x pe' X poe" | 2 pe 
B ~ BxB BG’ X Be" —— BG 

《b) 

天 为 分 类 映射 是 同 伦 唯一 的 , 且 B=B7' X B87", 故 可 设 和 天 一 1. 于 


是 右边 的 方块 给 上 出 
atow®Ia+t+d)=ind to t+ 0.) 


[| 3 了 一 了 
= pe ph 二 oo 十 十 0.)). 
但 是 


fo+28@IHG+D = +o ++ oi) 


- Ce 
因为 的 ps 是 单身 所 以 
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(十 gi 十 十 人 4) 三 《1 十 中 十 … 十 01) 
的 日 十 i 十 十 7)， (1) 
因此 . 
cBEDM)=AAF Og 二 二 十 0) 
= 41* (ce(E) 60 elF)) = cB) «CCF), 
图 (b) 的 第 二 行 就 相当 于 “ 非 正式 ”的 证 明 . (pr @ po) (如 
四 分 裂 为 线 从 
(8, 四 … BE) DE DB FEF). 
所 以 p* (有 中 了 也 分 型 为 线 丛 : 
PBOF) = (BBPBE) DF B.D. 
我 们 就 是 这 样 “ 想 出 ”、 也 就 是 找到 一 个 真 的 空间 4 (2 X 8)/(T 
CT Ys 使 分 裂 也 成 为 真 的 . 顺 着 第 二 行 ， 我 们 得 出 


pcE DBF) 一 (])， [ITe 十 cB)) 四 Ho 十 e(P,))] 


一 (了 ) C8 pe) Ce 8) 全 oF)) 
= p* 1" (elE) Ce(F)) = p* (elB) » elF)). 
但 是 Borel 定理 指出 六 是 单 射 ， 这 样 又 得 出 相同 的 结果 .公式 
CBBF) = c(B) :ec(F) 
称 为 Whitney 乘积 定理 ， 对 于 实 矢 量 丛 当然 也 有 
wBDF) = w(B) 。 w(F). 
注意 ， 右 侧 卡 积 的 阶 现 在 设想 是 不 癌 的 ， 姑 来 并 不 如 此 ， 因 为 在 
复 的 情况 下 Go) 是 偶数 维 的 而 在 实情 况 下 wl8) 是 2 类 . 
注意 ， 对 于 同 态 a:H 一 一 G6， 有 一 个 诱导 映射 
a HH’ (B80) —r H’* (BH), 


它 由 分 类 映射 诱导 出 来 : 
EHX HG — EG 
BH BG. 
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映射 中 完全 由 下 面 的 复合 所 决定 : 
BBH — BI X G0 —bG, 
zt— [x, ej. 
它 有 以 下 的 性 质 : 哎 xh) = [xh,e] = [x,he] = [zx,alh)e] ( 记 住 豆 
如 何 作用 于 C 上) 一 [z,a(8)] = [x,e]Ja(th) 《 记 住 4G 如 何 作 用 在 
EH XaG 上 )， 亦 即 


Bzh) = Blz)alh). 
我 们 称 这 种 映射 为 -等 变 的 ,这 样 ,a* 是 由 任 一 个 o- 等 变 映 射 来 
计算 出 来 


多 
EH 一 一 五 C 


| | 


BH ——BG. 


从 这 个 观点 看 来 , 图 (b) 中 的 上 可 以 计算 出 包含 映射 CCE) x 
UD 性 Uk 十 站 诱导 出 的 映射 (1)， 因为 pf ，pd ， 由 都 是 单 射 ， 
限制 到 对 角 线 上 好 可 决定 如 ， 这 在 几何 上 相当 于 一 个 分 机 (经 远 
当 的 提升 以 后 ). 

例如 , 可 以 用 同样 的 程序 对 一 般 从 的 张 量 积 来 计算 c C8G9F). 
由 $2 知 ， 对 于 线 从 有 

elBE OF) = eB) + el(F). 
故 若 呈 一 图 中， r=DF,, 我 们 有 
eB OF) = (BE BF)) 一 IT[ 0 + ec) + elF)). 
形式 上 看 ， 张 量 积 定义 一 个 司 态 
asUk) X UD—z> UH ， (99 于 一 9 人 9 
我 们 需要 计算  ， 在 对 角 和 矩阵 子 群 上 
ao: 1 X 一 一 人 了 
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在 了 的 第 i 个 因子 , 7 的 第 7 个 因子 以 及 T 了 的 第 G7) 个 因子 . ex 
由 下 式 给 出 

人 冯 辣 一 一 > (加 pe Fh. 
由 》 2 的 计算 知道 

过 (BT 一 人 (05 WW FH'* (BS') 

it—t01 二 + 1] 

所 以 

a tH* (BT) —— H* (BT') @ H* CBT) 
有 

a lat ) = lI 1 二 1 名人 


右 方 的 展开 式 可 以 用 已 ， C00) 和 #4 CD) 的 陈 类 来 表示 ,因为 
它 是 对 称 的 .但 是 显 式 的 公式 可 能 很 复杂 ， 在 简单 的 人 情况 下 ， 例 
如 二 1， 可 以 把 

lla+®i1+1® 0) 


展开 为 1 Ct 的 多 项 式 ， 这 就 给 出 
Borel-Hirzebruch 公式 车 吾 为 a- 从 而 下 为 线 从 ， 则 


BOF) = DB + eR 
1 
或 用 分 量 表示 为 
oBE WF) 一 y》: 人 和 ?一 ‘Jasecr), 


1=0 


我 们 也 需要 知道 对 信人 的 示人 性 类 ,所 忆 再 来 重复 一 下 定义 .车 
7 为 一 矢量 空间 , 其 对 侦 空 间 Y*' 即 1 上 一 切线 性 泛 函 a (Cat 一 ~ 
,KK 为 基 域 ) 之 空间 . 车 w: 一 一 W 为 一 线性 虹 射 ， 它 将 诱导 出 
田 一 线性 映射 p* :W'* 一 >V*. 令 一 >8 为 一 矢量 从 ， 而 有 局 部 
坐标 《gp,，G,)， 对偶 从 8' 二 UU 本 即 以 为 之 对 侦 空 间 国 为 5EB 
处 的 纤维 的 从 ， 局 部 坐标 则 为 

pi XT BE, ,ar (gs!) (C0) 
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(注意 ， 它 也 给 出 了 8* 的 拓扑 )、 故 玖 迁移 函数 为 
pb) = PE) ps) = pi PF!) 
= (gas! ° po)’ 一 《PCD ) 
现 用 矩阵 来 表述 : 令 e= (ee，…，e) 为 了 的 基底 而 (e? ，…， 
ex ) 为 六 中 的 对 偶 基 底 . 着 p, 在 e 中 的 矩阵 为 4, 则 呈 一 4 是 加 
的 窍 阵 ， 故 对 ps3 (5) 一 (Cox(G))》 = p* ， 我 们 有 
9 (er ) = DP) her, 
于 是 
(er Je, — %, — ef ples) = er (Brne) = By 
即 是 说 (wy ) = B= C47) = (gp) 
现 设 7 中 有 内 积 ， 则 有 一 自然 的 映射 
Vo vo ,pp), 
现在 必须 区 分 实 的 和 复 的 情况 . 若 为 实 ， 上 式 确 为 一 同 构 、 故 
(自然 地 有 ) VY 二 V"' , 而 二 B*， 用 和 矩阵 来 表述 ， 4 二 (gj) 现 为 正 
交 阵 ， 故 44 一 !， 于 是 
Cp) = (PI) = (9g). 
这 又 一 次 证 实 8=&8". 着 政 为 复 , 则 《 ， 》 为 Hermitian， 即 
4， 20》 二 入 《4 兴 ， 确 V' 现 同 构 于 共 轿 空间 PF, 是 V 中 按 下 式 
定义 数 乘 的 空间 : 


hey 一 Mp 
用 矩阵 来 表述 ，4 为 西 阵 ， 冤 4 全 二 I， 所 以 
(gp) = (Pp,) 


是 (wp,) 的 共 圈 阵 . 
我 们 要 讲 这 样 详细 是 因为 ， 若 令 a 为 共 因 ， 
a:U)— Un), 9 上 一 ~9， 
则 它 是 一 同 态 ， 我 们 上 面 所 说 的 就 是 ,对偶 从 或 称 共 辆 从 B* 一 记 
可 看 成 的 a 扩张 . 由 此 可 知 , 可 以 通过 计算 妞 " (BU(n)) 上 的 a* 
来 计算 ctB*) ， 我 们 有 
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下 (BLOOD) 


| | 


H* (BT) > H* (BT). 


在 对 角 阵 子 群 了 CC U(r) 上 ， 因 为 |%|= 二 1， 我们 有 
gh 二 1) 
但 由 $2 知 ， 对 于 
Si——*»5!,， gi—rgt 
诱导 同 态 是 
五 (BBS 一 一 (BS), tr Kt. 
取 £= 二 一 1 即 有 
Pa 《1 十 co 十 十 io 一 ap 十 o 十 … 十 co) 
=a [li+= Hao. 
这 就 给 出 
对 偶 从 公式 ”车 E 一 一 8 是 复 -从 ，B' 为 其 对 偶 从 ， 则 
olB*) = (~ 1)'0,(8). 
现在 可 以 作 一 些 具体 计算 了 . 若 4 为 一 流 形 , 我 们 显然 有 兴 
趣 于 计算 其 切 从 TM 一 > 的 示 性 类 . 作为 一 般 规 则 , 我 们 就 称 之 
为 型 的 示 性 类 . 先 从 简单 情况 开始 , 取 型 一 他. 因为 太 * (5") 只 在 
n 阶 类 上 有 非 零 项 ， 所 以 唯一 可 能 的 示人 性 类 是 w(WM) E 
此 (52Z2) 《注意 TM 一 >M 是 实 从 ， 所 以 我 们 讨论 的 是 Whitney 
类 . ) 不 幸 的 是 ， 这 一 点 也 不 成 立 ， 因 为 我 们 有 
定理 wk8) = 1 ， 即 zkS) = ] 605) = 0,i> 0. 
证 令 只 CR， 注意 到 了 (Re+1 Sr 一 TS 四 >(S") ,2(S") 是 
全 在 民 +! 中 的 法 从 , 但 了 CR*+') 是 平凡 的 ， 所 以 Re+D 1S 一 e+ 
也 是 平凡 的 我 们 的 记号 是 e+’ 二 rn 十 1 维 平凡 从 )、 再 注意 到 
C05) = {rE SX Rt'|y 一 和 xz) 和 Ri. 
于 是 由 下 述 的 映射 知 *(S") = e 也 是 平凡 的 : 
381 


SY Ri), (rz 上 一 《zs 和 ). 
由 Whitney 乘积 公式 有 i 
wTH Be) = w+ | = ws8+!) 一 上 
所 以 ， 要 想得到 更 有 意思 的 结果 ， 就 需要 具有 更 多 非 零 同调 
群 的 空间 . 例子 是 实 射影 空间 RP' 回忆 到 H* (RP*;2Z2) 一 
Zo[tj/(a+!1) ， 我 们 有 
定理 zw(RP") 一 〈] 十 Ot 
证 由 第 三 章 知 7TCP") 可 以 贝 下 式 中 作 等 同 关系 (x, 9) 一 
(一 +， 一 y 而 得 
TS 一 {rg ES xxR+ll(z sy = 0)}. 
还 注意 到 PF 上 的 典 则 线 从 y 是 
r= {zj EP XRt'ly = 1 ER}, 
而 对 于 ”又 有 ay = 二 1 十 
现在 定义 ?的 Ca+1) -垂直 和 以 及 T(tP") 与 一 平 几 线 从 :之 直 
和 间 的 同 构 Br—> TP") 名: 如 下 : ob 之 点 是 ( [x]， hx, …， 
7)，[zj] EP"， XER, 于 是 y 二 (%， 加) ER， 将 ?分 解 
为 对 x 平行 与 垂直 的 两 部 分 
yy 二 和 类 十 ¥， ‘zx,¥) 二 0. 
并 定义 所 需 的 同 构 为 
€ [Fz], hr, os hE) r,s ,CC Tr), 2)), 
车 把 z 变 为 一 z:， 则 
([z], rs hr) = Cr Oo) 2)), 
所 以 y 变 成 了 一 y， 因为 
y= (yr) 二 (一 y)， 
所 以 Y 变 成 一 ?而 4 不 变 . 因此 ， 我 们 的 映射 是 适当 定义 的 ， 宙 
Whitney 公式 又 得 定理 之 证 ， 
注意 , 复 射影 空间 CP" 是 一 复 流 形 . 所 以 其 切 从 也 是 一 复 矢 量 
从 ， 于 是 可 以 讨论 其 陈 类 . 可 以 和 上 面 一 样 来 进行 计算 ,但 有 一 
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点 小 的 改变 . Py 中 的 点 仍 可 写 为 《 "zj]，2or.、…，mmz)， 注意 到 
z 应 允许 变 万科 。 XEC 是 单位 复数 , 容易 验证 , 现在 应 取 y= (加 ， 
"， 入 ) EC'ti， 这 意味 着 这 一 次 应 该 取 与 共 堪 典 则 线 从 的 同 构 
里 一 7TCcP") 中 ) = 
现在 ,五 "(CcP";Z) 一 Ze+tD ,而 t€ Hi?(CP'12) 一 2 是 一 生成 
元 , 所 以 有 两 种 选择 . 很 清楚 , 它们 相应 于 > 和 ?7 的 示 性 8- 类 . 事 
实 上 , 当 我 们 在 $2 中 定义 S!- 类 时 ,并 没有 和 弄 明 白 怎 样 在 NH?《CP™) 

中 取 生 成 元 . 这 个 颖 点 将 在 以 后 和 弄 清 ， 现 在 则 有 
定理 对“ 维 复 射 影 空间 cP", 令 1€ HI(CP'yZ) 为 cP* 上 的 共 
轿 典 则 线 从 的 示 性 5S'- 类 ， 则 
clCP") = (| 十 "1 
作为 这 些 结果 的 一 个 应 用 ， 注 意 到 从 一 开始 起 ， 一 个 中 心间 
题 就 是 流 形 的 切 从 YM 是 否 为 平凡 ， 或 者 是 有 多 少 线性 无 关 的 截 
器 ， 上 述 定 理 玫 明 


{CP') = 是 0 0<i 坟 mn 


所 以 我 们 知道 Cp" 没有 ( 复 ) 截 口 . 因为 , 如 果 它 有 ， 则 T(CcP") 一 
五 全 8。,， 占 是 一 个 (x 一 1) -从 ， 所 以 6(CP") = 0， 既 如 此 ， 我 们 
这 样 就 理解 了 7 了 (cP") 是 多 人 么 的 不 平凡 . 

在 实情 况 下 ， 尽 管 公 式 相 同 ， 我 们 得 到 的 是 不 同 的 结果 ， 因 
为 这 一 次 我 们 用 的 是 Zz. 例如 ; 在 mod 2 意义 下 (a 十 b)? 二 a? 十 2ab 
十 旦 一 拓 十 如 ， 

定理 (Stiefel) “ 当 且 反 当 mn 一 2 一 1 时 w(RP') 一 ]. 

证 车? 一 2 一 1， 则 

zfRP') = 二 《十 由 1 二 (十 人 7 二 1 十 下 = 1， 

因为 在 "(RP") 中 忆 一 0. 车 na 汉 2 一 1， 可 以 写 出 le 25z 而 六 
为 奇 ，z>1， 于 是 

wlRP") 一 [( 十 从? 一 人 十 刀 )m 一 1 十 和 语 十 … 
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查 在 六 (RP") 中 4"t* 关 0， 因 为 m 为 奇 而 目 2':<&a. 
” Stiefel 定理 在 代数 中 有 一 著名 的 应 用 .这 就 是 所 谓 可 除 代数 
问题 : 令 了 为 一 a 维 实 矢量 空间 ， 何 时 存在 一 个 乘法 VXr 一 ~ 
使 二 成 为 R 上 的 可 除 代数 .这 问题 与 未 性 类 有 什么 关系 并 不 是 
显然 的 ， 但 是 马上 就 会 看 到 确 有 关系 ， 我 们 先 把 问题 弄 明 确 .， 我 
们 对 乘积 的 要 求 是 ， 

(1) 它 服 从 分 配 律 ， 即 是 双 线 性 的 ， 

(2) ”具有 恒 等 元 1; 

《3) ”但 并 不 要 求 结合 性 . 
因为 没有 零 因 子 : z 隆 0,，y 关 0=>zy 取 0。 故 在 适当 规范 化 以 后 ， 可 
以 设 此 积 定 义 在 球面 上 

SS"! X 人 -1 一 So， 

令 (1 e，…，e-0D 是 了 的 一 个 基底 . 则 对 每 个 z€ 5"!，(z, ex， 
…，e-iz)》 也 是 一 个 基底 .这 就 是 无 等 因子 条 件 ， 因 为 


一 上 一 上 一 | 
Dher = 0 一 | De) = 0=> >》) Me = 0. 
‘wh =0 ‘= 


由 Gram-Schmidt 手续 可 以 把 它 化 为 正 交 基 ， 即 


p(x) = ez， 一 12 (2 一 1) 
是 切 从 TS 一 :的 a 一 ! 个 线性 无 关 截 口 ， 由 于 有 双 线 性 ， 我 人 又 有 
p(— 2) =— er =— p(x)., 


注意 T(P™!) 是 TS"' 在 等 同 关系 4 一 > 一 4 下 的 商 空间 . 于 是 由 下 
式 ，m 诱导 出 7T(P"-!) 上 的 截 口 


mLz]) = [akz)]. 
这 表明 F(P" ') 是 平凡 的 . 故 由 Stiefel 定理 , x=2'. 我 们 知道 , 对 
于 t=0,，1,，2, 分 别 为 实 代数 R, 复 代数 Cc 和 四 元 数 代数 Q， 不 
太 熟 悉 的 情况 是 =3. 在 RR 上 可 定义 一 乘法 称 为 Cayley 代数 . 它 
一 定 是 非 结 台 的 . >3 又 如 何 ? 从 上 面 可 以 看 到 , 我 们 其 实 是 在 代 
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数 乘 法 的 外 表 下 讨论 矢量 场 ， 这 是 个 很 有 用 的 想法 .终于 导致 关 
于 球面 土 的 独立 矢量 场 的 确切 个 数 的 Adams 的 著名 结果 ， 由 它 可 
知 ， 除 了 上 面 四 个 已 知情 况 外 ，R 土 再 没有 其 它 的 可 除 代数 了 ， 


3 4 其它 的 讲法 


§ 2 中 给 出 的 陈 类 与 Stiefel-Whitney 类 的 定义 并 不 是 唯一 的 
讲法 .事实 上 ， 读 者 在 文献 中 可 以 遇 到 许多 不 同 的 讲法 都 是 讲 的 
同一 的 东西 . 昌 然 这 里 不 能 讨论 所 有 的 , 至 少 可 以 提 到 一 些 讲法 . 
和 平常 一 样 ， 我 们 从 陈 类 开始 . 

令 :一 8 为 一 复 *- 从 ， 回 想 一 下 我 们 对 陈 类 的 定义 是 基 
于 分 裂 原 理 的 . 取 避 的 主 从 P 一 ->8, 并 由 其 中 作 商 以 除去 对 角 阵 
于 群 了 Ct) 的 作用 而 得 另 一 个 从 p， P/T 一 >B 《顺便 提 一 下 ， 
它 称 为 至 的 “ 旗 ” 从 ), 于 是 p* (8) 一 申 必 分 裂 为 线 处 的 直 和 . 因 
为 六 在 土 间 调 类 士 是 一 对 一 的 ， 改 

p' Ce(8)) = [[ (1+ elB)) 


唯一 地 决定 了 c(B). 这 在 具体 计算 上 有 有 时 不 太 方 便 ,， 因 为 我 们 需 
要 离开 原 有 的 对 象 吾 面 在 另 `- 个 己 圭 从事， 只 要 可 能 ， 我 们 还 是 
环 意 尽 可 能 地 在 “老家 ” 毕 摘 . 如 平时 一 样 , 仍 设 中 有 内 积 . 于 
是 有 球 从 
S(E) = {a € Bl = 1}. 

和 在 单个 线性 空间 上 一 样 ， 群 % 以 数 乘 自由 地 作用 在 吾 上 上， 而 轨 
道 空 间 S(B) AS 二 P(E) 一 一 B 是 8B 上 的 射影 空间 从 . 我 们 有 图 式 

S (E) 

:| 了 p(B). 

B 
7 作为 一 个 主 8- 从 ,其 陈 类 c(y) € HCP(B8)) ,由 陈 类 的 自然 性 ， 
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c(n) 限制 在 纤维 (PCE)), 上 时 是 #H?CP(E),) 的 生成 元 ， 由 Leray- 
Hirsch 定理 ， (1,c(7) ,yc(0D)"!) 是 8* (PC(8)) 作为 后 (5) - 模 的 
基底 ， 故 有 唯一 的 关系 式 

cf 十 Me 十 光 十 和 二 0， 
其 系数 入 EH*(B). 

定理 上 式 中 为 二 (一 1)"'c,(8). 

证 明 仿 照 某 些 一 般 方法 是 容易 的 . 注意 ,车 了 一 ->8 是 一 主 C- 
从 而 下 为 一 6- 空间 , 则 有 扭 积 PXoF 一 一 B. 将 它 应 用 于 f=G/H 
为 一 左 陪 集 空间 的 特例 , 即 得 一 特殊 结果 即 在 等 同 关系 

PXoF—*P/H,[z,9 rg 
下 ,PXoF=P/H., 
令 P 一 xB 为 的 主 U(n) -从 .因为 Sn-1 一 Un)/UGn 一 1) ， 
cp 一 一 UDC 一 1) xX 51) , 故 有 
S(E) = P Xva Un /Un 1)) = P/U 一 1)， 
P(E) =P Xow Vm/ Un 一 1 x U1))) 
= P/Un oo 1) x 401)). 
再 回 看 Borel 定理 证 明 中 的 序列 
T=0CO ,CCC"CO=0, 
即 知 U(r 一 1) X U(1) = G 就 是 最 后 一 步 . 我们 有 图 式 


P/T = P/G, 
RY 
,| 7 P/O, 一 PUE). 
B 


回忆 起 c.(8) 的 定义 是 
p* (DolB)e™) = JIc+ cf 可))， (1) 
zx 是 未 定 元 ， 很 清楚 ， 在 
miP/T = P/(T! Xx 30 一 > P/G = P/(U(n— 1) Xx 8) 


中 ， 我 们 有 ww* cl) 一 c( 相 ) .车 邻 z = 二 一 c( 刀 ) ，(1) 式 为 0 注 
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意 到 p' 二 x"p* ,而 在 HH' (PC8)) 的 症 *(B3) - 模 构 造 中 我 们 直接 记 
p* (ay 一 2 。、 故 方程 (1) 成 为 
rr。 [>— De)eCm j= 0. 

但 由 Boret 定理 的 证 明知 «是 单 射 的 复合 (反复 应 用 Leray-Hirsch 
定理 )， 因 此 本 身 也 是 单 射 ， 于 是 定理 得 证 . 

对 于 Stiefel-Whitney 类 自然 也 有 平行 的 结果 . 

文献 [1] 中 的 另 一 种 讲法 则 是 以 Euler 类 为 本 原 的 东西 ， 因 
为 Euler 类 本 身 也 是 重要 的 不 变量 ， 所 以 我 们 也 要 讲 一 下 这 种 讲 
法 . 注意 , 若 4:8 一 8 为 可 定向 实 n 维 从 , 则 有 Thom 类 WU(B8) € 


HH"(8,BIZ) ( 整 系数 ) 以 表示 的 定向 和 平常 一 样 , 设 妃 中 已 有 
内 积 、 定义 圆 盘 从 DCE) 为 

DBE) 一 {uv € Blllal < 1}, 
于 是 (DC(E),SC8)) C (8,8) 是 一 切断 ， 所 以 可 认为 4(8) € 
HCDCB),S(B)) 。 Eulef 类 xX(8) EE 和 (8;Z) 的 定义 是 


HDCE SCE)) -二 > HDCE)) > HB), 
UB) = x(8). 
这 一 作法 显然 是 函 子 的 ,所 以 我 们 作出 了 如 * (BSO(n)) 的 示 性 类 . 
因为 我 们 还 没有 多 讨论 过 这 个 代数 的 构造 ,所 以 还 没有 很 多 可 说 . 
现 令 zr: 一 -*8 为 一 复 -从 . 把 8 看 成 一 个 实 2x- 礁 ， 它 有 典 
则 的 定向 ， 所 以 在 复 范畴 中 也 有 一 示 性 类 %€ H”(BU(n)). 它 一 
定 是 陈 类 的 多 项 式 . 因为 Gegx 一 2， 此 多 项 式 之 形状 必 为 
X= BC 十 Plcsr' ,0 1)， 
seE2Z 而 忆 是 只 含 o，…，c-, 的 另 一 多 项 式 . 最 好 的 情况 当然 是 a 
二 1]，P 二 0. 这 一 点 不 难看 到 . 关键 就 在 于 下 面 的 
Euler 类 乘积 公式 ”对 定向 从 有 一 ~ 有 和 下 一 一 > 卫 ， 
XE PF) = KB) + KF). 
证 作 外 和 EXF 一 >8x&8， 我 们 有 
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DCE PF) = DB) x DF), 
SB BF) = SCE) x DF) YU DE) x SC 
于 是 本 
(DB PDF) SCE BFY) = (DB) x DF .SCB) x DFYU 
DBE) x SCP)) 
— (DE),SC(E)) X (DIF), SCF)). 
显然 ,外 上 积 LCB) X UG) = UCB) UC(F) € H+"(D(EDF), 


SC 中 Ff)) 是 8 中 F 的 Thom 类 . 注意 到 外 上 积 在 对 角 映 射 4:B8 
一 BXB 下 成 为 上 积 ， 再 用 映射 的 自然 性 ， 即 得 定理 之 证 明 . 
现 讨论 线 从 情况 . 令 E 一 一 B85S' 一 cp“~ 为 万 有 线 从 . 注意 到 第 十 
章 中 讲 的 Gysin 序列 
—* HI(S(B)) — H"-*(B) — 
H*(B)—* H*(8(B)) —* H*(B) —*, 
4 是 乘 以 XB) ， 在 万 有 的 情况 下 
SCE) = ES! XuyS! = ES! 
是 可 缩 的 . 取 i=1 有 
0 一 一 H'(BS') — HI(BS!)—» 0,， 
1 FE- xx， 
故 X= 土 , 这 里 i€ H" (B58!) = %[4] 是 我 们 用 以 定义 万 有 51- 类 的 
生成 元 前 面 说 过 , 我 们 还 不 清楚 怎样 选 生 成 元 t. 但 上 是 典 则 定 
义 的 ， 所 以 我 们 自然 地 约定 以 后 上 就 选 为 X( 万 有 丛 ). 
一 般 情 况 现在 就 容易 了 .在 下 图 中 ， 
EU (nN) 
| DT， 
BUCn) 
万 有 从 一 一 BU(n) 在 BT 中 分 裂 为 线 从 
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六 (3B) = BB. DE, 
而 XC(B) 二 4、 玖 由 乘积 公式 
p’ (xX) = Tle. 

这 正 是 c 的 定义 . 

现在 就 容易 说 清 怎样 用 Euler 类 来 定义 ~ 一切 陈 类 了 .对 线 从 ， 
我 们 已 完成 了 这 件 事 . 设 对 维 数 上 S” 的 从 ， 已 归纳 地 定义 了 6， 
令吉 一 一 8 为 一 a- 从 ,rr*(8) 在 球 从 上 人 分裂 为 站 和 x* 《8) 
二 8! 级 工 ,到 为 一 《4 一 1) -从 而 上 为 一 线 从 . 这 是 因为 x' (8B) 在 
图 式 

S(B} =P /tn— 1) 
pea D xv) 4 
| Pp 
B 
中 变 成 4， 而 p' (5) 在 其 上 有 群 UC 一 1) x UV(1) ， 即 可 分 裂 如 
上 . 事实 上 ， 凡 可 以 直接 定义 为 
B= {uv) EE SCE) XxX Elxt) = re), u,v) = 0}. 
注意 因 w 关 0， 礁 它 实 为 - (na 一 1) -从 ， 由 Gysin 序列 
— HD) HB HOSCED) —> Ht B) 一 
可 见 当 1 之 24 时 x' 是 同 构 .现在 定义 
GB) 一 XE),. clB) = rt)o(B), i<n, 

上 面 的 讨论 已 经 给 出 了 此 和 定义 为 合理 的 归纳 证 明 . 

对 于 实 从 .重用 系数 的 Thom 类 而 不 问 可 定向 性 . 即 是 说 可 
对 如 "(BOCn) yz) 重复 上 述 -- 切 ， 

很 清楚 ， 以 上 全 部 计算 的 要 点 就 在 whitney 乘积 公式 ， 事实 


上 , 陈 类 定义 本 身 : = 并 (1 十 5) 就 意味 着 我 们 需要 此 公式 为 


真 ， 因为 其 右 方正 是 线 从 直 和 的 乘积 公式 所 以 、 设想 此 公式 可 
以 完全 决定 这 一 理论 , 即 以 它 作为 公理 式 的 定义 , 是 有 道理 的 . 这 
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样 ， 对 于 每 一 个 复 z- 从 一 >8B, 均 可 指定 类 c.(8) € H?(8B8;2),eo 
= 1,c(8) = och): 我 们 要 求 
，(1) ”指定 的 方法 是 函 子 的 ; 

(2) cEBF = cE) clF). 

这 当然 还 不 够 ， 因 为 著 对 一 切 召 均 指 定 ce(8) = ] 是 符合 (1》 和 和 
(2) 的 ， 所 以 还 要 增加 一 点 实质 的 

(3) ”对 于 万 有 线 从 BE 一 > CP~， ci(8) 一 x(8). 

这 类 事情 通常 都 是 : 事先 知道 它 成 立 以 后 再 去 证 明 它 总 是 容 
易 的 ， 但 若 以 它 为 定义 就 根本 不 知道 它 是 怎样 来 的 了 ， 我 们 采用 
的 定义 《在 很 大 程度 上 归功 于 A，Borel) 也 是 这 么 一 回 事 , 当然 也 
归功 于 许多 人 的 贡献 , 其 中 值得 一 提 的 就 有 Whitney、 Stiefel、 陈 省 
身 、 吴 文俊 .但 它 确 实 给 了 整个 领域 一 个 统一 的 观点 而 且 颇 为 有 
效 . 举例 来 说 , 并 不 容易 看 出 ， 当 Stiefel-Whitney 类 原 是 作为 障碍 
类 来 定义 的 ， 为 什么 会 有 乘积 公式 . 


§ 5. Pontrjagin 类 


我 们 在 $ 2 中 已 经 看 到 ， 陈 类 和 Stiefel-Whitney 类 都 自然 地 来 

自 Borel 定理 . 然而 陈 类 被 认为 是 完全 的 ,因为 它 决 定 了 双 (n) 的 
- 整 系数 上 同调 "(BW (wn);2Z) .相反 地 平行 的 计算 只 对 80(s) 的 
mod 2 上 同调 H#H" (80(n) 2) 成 立 . 结果 , Stiefel-Whitney 类 比 陈 类 
弱 多 了 ,下 一 步 合 逻 辑 的 事 就 是 改进 我 们 的 结果 以 决定 B0(n) 的 
整 系 数 上 同调 "CB0(n);Z)， 结果 是 ,HH* CB04m)12) 比 
H*" (BU(n)32) 复杂 得 多 , 因为 其 中 有 找 元 素 ( 即 有 限 阶 元 素 ). 所 
以 我 们 将 不 再 按 Borel 的 方式 直接 计算 ,而 是 通过 复 化 这 种 程序 几 
何 地 引入 #4* (80(w);2) 的 整 系数 类 .这 种 作法 本 身 也 是 重要 的 ， 
先 很 一 般 地 开始 , 令 R 为 具有 恒 等 元 的 可 换 环 ， MU 为 ( 左 ) R- 

模 . 若 RCS 是 一 个 更 大 的 环 S 的 子 环 , 则 可 将 标量 环 由 站 扩大 为 
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S， 即将 4 扩张 为 一 5- 模 . 只 需 考虑 张 量 积 SCoOsW 并 定义 数 乘 如 
下 即 可 : 
SS CIz) 一 SI，、ss EE SrE NM. 

回忆 一 下 ， 的 * 的 意义 如 下 : 由 张 量 积 的 定义 ， 若 "ER， 则 swGC@ox 
= 一 seorz， 郑 娠 .中 的 系数 可 以 在 两 个 坐标 间 互 换 ， 把 它 与 主 吾 - 外 号 
xa@ 将 群 靖 Ce 扩张 ， 以 及 与 关系 式 [区 ,9g] 一 [x,， 9] 比较 是 
有 意义 的 其实， 包含 关系 RCS 也 可 代 以 群 同 态 ac: 有 一"S， 只 
要 将 上 述 关 系 代 以 rz = sal7) @z. 

R 上 的 矢量 空间 的 复 化 就 是 将 R 扩 张 为 Cc. 我 们 将 记 其 复 化 为 
Fe 一 CCoxf， 这 在 前 面包 讨论 过 了 ,但 记号 不 同 ， 因 为 C 一 RGR 
《4 十 了 一 > 《a、，5))， 作 为 一 个 实 矢量 空间 ， 我 们 有 


Fe 一 了 中 了 
(Cz,9) 一 > 1 的 zx 十 1 的 y)， 于 是 乘 以 i 的 运算 定义 为 
i(r,y) = (rm 110 = (~ yx). (1) 


这 两 种 记号 其 实 是 一 样 的 ， 因 为 
{x9) = (xz,0) 十 《0,7y) 一 (zy0) + i(y,0) = z+ iy, 
即 有 嵌入 关系 YCFe， 定 义 为 zr- 一 * (x，0), 
照抄 这 个 程序 可 定义 实 从 一 >8 的 复 化 为 2GB2， 而 乘 以 ji 
的 运算 定义 如 (1). 这 使 8@B8 成 一 复 从 , 记 作 &. 既然 是 讨论 从 ， 
读者 应 验证 局 部 坐标 . 易 见 E. 与 吾 鸭 迁移 函数 同 为 (g;,), 不 过 把 
9 看 成 复 矩 阵 ， 换 言 之 ， 兵 即 召 通过 自然 的 包含 0C(n) CC Uz) 面 
得 的 VCa) 扩张 , 即 若 (-，'》 是 中 的 实 肉 积 , Bc 中 则 应 赋 以 Hermi- 
tian 内 积 
‘ziy rt iy = (xr) Cg) iCly sr) — (ry1)), 
预备 知识 至 此 为 止 ， 今 定义 实 从 一 ->B 的 Pontrjagin 类 为 
PB) = (— 1)'c (Bec), 
于 是 有 
p(B) €E H"(B;L) 
而 且 只 对 2 和 4 二 jm8 的 i 有 定义 ， 
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问题 在 于 为 什么 只 用 偶 附 陈 类 .又 为 何 有 《一 1)》 抛 去 奇数 
阶 陈 类 的 理由 在 于 它 不 重要 . 回忆 起 , 对 于 复 众 上 5 一 B 可 定义 其 
其 轴 从 如下: 

i sy 一 一 一 这. 
著 5 二 E, 复 欠 就 称 为 自 共 印 的 , 即 存在 一 共 堪 线性 从 映射 9: 思 
一 8， 若 &e 是 如 的 复 化 ， 它 必 为 自 共 刘 的 ， 所 需 的 wp 是 
PIAy) = (x7, CO— ¥) (rz 二 iy 7— iy), 
所 以 有 
PF) = po yr) 一 《一 了 — 7) 
=— itr, — 1) =— ip(x,y). 
但 我 们 在 $ 3 已 算出 了 
CBE) = (— 1)olk). 

故 有 ca ) 二 (一 1》'c(8c) ， 故 对 奇数 :有 26,(5c) = 0. 前面 说 
奇数 阶 陈 类 不 重要 就 是 指 此 ， 它们 实际 上 是 mod 2 类 ， 所 以 可 用 
Stiefel Whitney 类 描 广 . 

有 一 点 要 注意 , 共 辑 p:8 一 一 ,plz,9) 二 《1， 一 y)， 正 是 通 
常 的 复数 共 示 x 十 yz 一 iy。 那么 为 什么 不 能 对 和 任意 矢量 空间 了 
来 作 呢 ? 事 实 上 作 起 来 毫 无 瑟 难 . 取 YF 的 -- 个 基底 (ej ,，…, e,) 并 
定义 

(Dae Dae, 

其 实 连 这 也 不 必要 ， 任 两 个 同 维 数 的 复 矢量 空间 总 是 同 构 的 ,但 
若 每 一 个 复 矢 量 空间 总 是 自 对 偶 的 ， 是 否 每 一 个 复 矢 量 丛 也 是 自 
对 偶 的 ? 否 . 于 面 的 同 构 依赖 于 基 凉 ， 所 以 不 能 保证 有 一 从 幢 射 ， 
而 区 上 的 自然 共 印 是 从 映射 〈 请 检验 ). 

青 讲 记 号 设 从 复 矢 量 空间 开始 . 恒 可 和 忽略 i 并 视 之 为 实 矢 
量 空间 、 称 为 fh， 既是 实 矢 量 空 间 . 则 又 可 复 化 而 得 pw， 将 它 与 
作为 复 空间 的 [比较 又 如 何 ? 先 把 记 叶 开明 确 -- 些 . 先 讨论 广 上 
的 乘 以 1 我 们 如 通常 那样 记 之 为 ir。 Fae 上 也 有 乘 以 i 的 运算 iCz， 

392 


y) 一 (一 gz)， 为 避免 混淆 、 记 之 为 VCz 扩 一 《一 %，2， 现 在 是 
要 比较 (Y，i 与 (re，J)， 例如 以 下 的 包含 关系 


Fo Oo 0), go (0,Y) 


均 非 同 态 . 
但 是 ， 
Tr fi (7, — ir) 
是 线性 的 ， 因 为 
izt— {jr,r) 一 J(rx, ee jz). 
类 似 的 ， 


一 MY 一 > (ziz) 
是 共 斩 线 性 的 ， 记 其 象 为 上 + 、F， 容易 验证 fk 一 了 + 由 关 . 
因为 这 些 都 是 自然 的 ， 所 以 可 以 转移 到 丛 ， 这 就 说 明了 ， 对 
于 复 矢量 锥 万， 我 们 有 Bm 一 有 四 中 
由 定义 有 
] 一 p(Be) 十 palBe)— = (to(B) + .) 
(1 一 cf(B) 十 …)， 
作 一 形式 分 解 
c(B) =TIC 4 cB) =T0—), 
即 有 


SC 一 1)p (Be) 一 HT 一 2). 
改变 右 方 的 符号 可 使 左 方 所 有 的 《〈 一 1)' 去 掩 ， 即 有 
Pps) = HG 二 好). 


故 对 复 从 请， 相应 五 的 Pontrjagin 类 可 以 解释 为 & 的 初等 对 称 孙 
数 ， 选 用 符号 (一 1》 就 是 为 了 要 得 出 这 一 解释 . 例如, 复 射影 空 
间 cP" 的 陈 类 是 

CP) = (1 十 "tl! 
故 其 Pontrjagin 类 是 
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PCCP*) = (1 十 "t+. 
Pontrjagin 类 满足 一 较 弱 的 乘积 法 则 .对 于 实 从 和 和 下， 最 然 
有 {8 中 6。 二 所 Fe， 吉 
calB DF)e 一 2 cf5e) » eCFe). 


去 掉 一 切 i 或 ;为 奇 的 项 ， 即 有 
ca(BODF)e= 2 calBe)cs Fe) mod 2. 


i 
滋 以 (一 1) 二 (一 1)( 一 1y ， 即 得 
nl(B DF) 一 PB) CF) mod 2. 
亦 即 | 
p(B DF) = p(B). p(F) mod 2. 
“mod 2” 表 示 模 去 如 "852Z) 阶 为 2 的 元 素 之 子 群 . 


3 6. K- 群 和 陈 特征 标 


我 们 再 来 看 一 下 whitney 乘积 公式 

eBEDF) = cE) cf 
我 们 已 看 到 它 在 例如 对 于 射影 空间 的 陈 类 的 计算 中 起 了 关键 作 
用 . 另 一 方面 ， 和 所 有 代数 拓扑 不 变量 一 样 ， 计 算 方便 是 以 牢 牡 
结果 的 灵敏 度 为 代价 的 . 在 现在 情况 下 ， 我们 注意 到 ， 若 下 是 平 
凡 的 ， 则 cl(F) = 1 ， 而 

cB PDF) = cl(B). 
乍 一 看 ， 从 一 个 从 中 取出 或 加 进 平 凡 从 没有 什么 影响 .但 事实 并 
不 如 此 .只 需 看 一 个 很 简单 的 例子 ， 对 于 SCRs、 我 们 有 
TOS7) 中 ， = TR TS 一 (平凡 从 日: 
>" 是 法 上 处， 因此 也 是 平凡 的 : 
v= {9 E SXR| y= A}. 

但 是 我 们 确实 知道 ?CS2) 并 非 平凡 ， 因 此 我 们 有 

7(52) De=e=2 人 Dae, 
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但 F4S2) 天 ?2 换言之， 相 消 律 对 whitney 和 不 适用 ， 因 此 要 引入 
一 种 等 价 关 系 . 丛 召 与 玉 称 为 稳定 等 价 ， 如 果 有 平凡 处 站 和 马 使 
得 
EDe=FOe 

{注意 , 与 下 维 数 不 必 相同 )、 等 价 类 {&} 称 为 一 稳定 从 .用 形 
式 语 言 来 说 ， 陈 类 和 Stiefel 类 都 是 稳定 从 的 不 变量 . 

令 V(B) 记 B 上 矢量 从 的 同 构 类 . F(B) 是 Whitney 和 下 的 半 
群 。 用 证 (B) 二 VCBY/ ~ 记 8 上 稳定 从 的 集 . 关于 禄 (8) 主要 的 
有 意思 的 结果 是 

命题 ”天 (5) 至 少 当 8 为 紧 时 在 Whitney 和 下 是 Abel 群 . 

证 任意 平凡 从 #8 的 类 {s} 是 写 (8) 之 零 元 ,我 们 要 证 逆 元 
的 存在 ， 中 已 给 从 旦 时 必 可 找到 另 一 从 使 得 

五 对 下 一 《平凡 从 
由 从 的 分 弄 正 合 性 质 ( 第 三 章 )， 只 需 证 明 必 有 某 + 使 8Ce 为 其 
子 从 . 取 启 部 坐标 的 有 限 族 {gp} ,i 二 1,，;N ， 并 定义 
p! BE—rBX ,um (b, Da (bpr!(u)), 


b= 二 w(tw),{m} 是 从 属于 {4,} 的 一 的 分 割 ,了 是 8 的 模型 空间 . 要 
证 明 避 是 子 从 意味 着 对 每 个 5EB 证 明 gp: 思 一 VY* 为 线性 单 射 . 
线性 是 显然 的 ， 若 

2a) pr) 一 0、 


则 由 直 和 Tr” 之 定义 知 每 一 项 aQ)ga'lx) = 0. 但 车 对 某 个 ，;， 
C5) 隆 0 ， 则 对 此 ;i, pailu) 一 0 ， 从 而 zx 一 0， 因为 gs 是 同 构 . 
于 是 得 一 函数 〈 称 为 陈 映 射 ) 
ciR(B)—r H*(B), {BE}—*e(B). 
从 代数 的 形式 观点 看 来 ， 陈 映射 并 不 令 人 满意 ， 它 可 说 是 行为 不 
当 ,， 困 为 它 变 和 为 积 ， 同样 ,PC8) 中 的 张 量 积 不 能 搬 到 六 (3) 上 ， 
为 了 改善 一 下 ， 回 到 VCB) . 它 是 四 下 的 半 群 ， 很 象 正 整数 集 Y. 
所 以 和 在 算术 中 把 久 扩张 成 2 一样， 可 以 引入 负 从 .利用 万 有 性 
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质 来 作 是 很 方便 的 . 若 8S 为 半 群 而 4 为 群 , 脆 射 p15 一 ->4 称 为 加 
法 的 ， 如 果 

pls 十 sz) = (si) 十 (so) 
(S 中 可 能 没有 零 元 ). 由 为 生成 的 群 就 定义 为 (4(S),w) ， 其 中 
4(5) 是 一 群 . 而 wp:S 一 -> 4(S) 是 加 法 的 ， 它 满足 以 下 的 万 有 性 
质 ， 

(1) 4(S) 是 由 wl5S) C 4(CS) 生成 的 、 

(2) 若 和 4 是 任 一 群 而 %S 一 ~ 水 是 加 法 的 ， 则 有 一 群 同 态 
p14 (S) 一 4 使 下 图 是 交换 的 

S— A (0S) 
PA 2 
由. 
因此 # 是 唯 -- 的 , 

和 通常 一 样 ,车 4(8) 存在 则 它 是 叭 一 的 ,构造 40S) 有 种 种 
方法 ,下面 仅 举 其 二 . 

(1) 令 FCS) 为 8 作为 一 个 和 集 所 生成 的 自由 Abel 群 . 在 
FCOS) 中 令 /为 以 下 形状 的 元 生成 的 子 群 : si 二 82 一 5 外 sz， 十， 一 
都 是 FCS) 中 的 群 运算 , 四 则 是 S 中 的 运算 . 令 SCFCS) 为 包含 ， 
TRS) —— FOS)/I 为 投影 ， 则 4(0S) 一 FCS)/Ip 一 和 of 定义 一 
个 万 有 代数 (4(S),m) .这 是 Grothendieck 作法 . 

(2) 在 SxS 中 定义 等 价 关 系 一 如 下 ， 

(Cs 5) 一 《ss) 允 存 在 ES 使 中 中 > 一 s 中 中 s 
由 改作 通常 就 是 这 样 作 的 ,只 不 过 我 们 加 进 sw 以 保证 一 是 等 价 
关系 ， 因为 8S 中 不 一 定 有 相 消 律 ( 若 有 ， 就 不 需要 s 了 ). 令 
4 (8S) 二 SXS/ 一 并 附 有 逐 点 的 加 法 . 4(S) 是 一 群 ,而 [ss?] 之 
道 是 [s,，s1]. 今 定 义 p:8 一 > ACS) 为 g(s) 一 [s 四 *,x*]，x 
ES 是 任意 固定 元 〈 若 SS 中 有 0， 可 取 * 一 0). 于 是 [fs ，s] 可 写 
作 
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5] 十 [xxv* (ss] 
= [sD*,*]— [sd *,*)] 
一 p(s51) 一 p(s2), 
车 5 = 二 WCB)， 则 A406B)) 一 天 (5) 称 为 8 的 ( 实 的 或 复 的 ) 
天 群 . 注意 VC8) 中 的 张 量 积怨 变 为 (8) 中 的 乘法 《例如 可 用 
Grothendieck 作法 ), 这 样 K(B) 成 为 具有 恒 等 元 (1 = 平凡 线 从 ) 的 
可 换 环 . 
可 以 把 整数 环 民 从 入 到 天 (5) 中 如 下 : 
2 一 ~ 天 (D)， 1 一 > [平凡 线 从 ]. 
映射 
VB RB), Er {8} 
是 加 法 的 ， 从 而 诱导 出 一 同 态 
SECB)—— REB). [EJ]-— {8E}. 
我 们 再 定义 
7 并 ( 五 ) -一 > 天 (5)， {BB} TB] 一 dim 二 
易 见 下 式 是 分 裂 正 合 的 : 
0 一 一 Z 一 一 大 (3) 二 一 六 (3) —— 0. 
故 有 ， 作 为 群 : 
KCB) = KCB)/Z 
( CK(B) 只 是 子 环 , 而 非 理想 子 环 )， 因此、 稳定 群 从 (8B) 也 称 
为 化 约 天 群 . 
一 般 概念 就 讲 到 这 里 . 陈 类 cK(B) 一 一 如 * (8) 在 KC(B) 上 仍 
有 意义 . 但 是 这 个 映射 还 是 不 行 ， 为 了 定义 正确 的 钢 射 ， 即 一 环 
同 态 ， 回 筷 起 ,在 太 * (BT) = Z[4,…* 中， 任意 对 称 多 项 式 都 
来 自 召 * CB4(n)) .特别 是 、 表 达 式 


h = De 
是 对 称 的 ， 称 为 陈 特征 标 ， 例 如 、 可 展开 而 得 


cho 一 ?一 dim 五 、 
ch 一 站 十 … 十 如 一 ct， 
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(B+ 二) 一 二 6 二 二 一 DD 


需要 作 一 些 修 正 、 首 先 ，ch 具有 理 系 数 ， 从 而 是 在 #8* (B45 (n) ;8)》 
中 . 它 又 没有 末 项 , 因而 是 形式 星 级 数 而 在 8"'* (BU《n) ;8) 中 , 它 
不 是 多 项 式 而 不 在 如 "(BU (nw);8) 中 . 但 我 们 不 想 引 入 更 多 的 记号 
以 示 区 别 ， 这样 在 把 天 (3) 扩张 到 ZCe 模 后 ， 我 们 有 一 映射 

ch:K(B) 的 8 一 ~ 五 " 1859)， 

[8}) 一 一 ~- ch)， 

注意 到 ， 若 
c( 有) = TI cr) = TI + 6), 


上 


则 
cBDBF) = TIU +ITId+, 
BOF) =TId+t t+. 
我 们 立即 可 得 
ch(B PBF) 一 Set Per = ch(B) + ch(z)， 
ch(B OF) = Dets = (Her) (Det) 
一 ch(B) » chCF),. 
所 以 ,ch 定义 了 一 个 由 下 群 到 上 "的 真实 的 环 同 态 , 这 件 事 的 意义 
将 在 下 面 两 章 中 解释 . 博学 多 闻 的 读者 会 知道 , 关于 群 有 一 整 
套 理 论 ， 其 中 一 个 中 心 的 结果 是 Bott 的 周期 性 定理 .这 个 定理 蕴 
涵 以 下 事实 
chi:K(B) 的 8 一 一 万" BQ) 
是 一 辣 构 。 陈 特征 标 一 词 来 源 于 此 . 
最 后 提 一 下 ， 因 为 ch 的 定义 要 用 有 理 系 数 ， 故 对 Whitney 类 


没有 相应 的 理论 . 
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第 十 四 章 ， 表示 论 通 论 


叫 


§1. 引 


我 们 已 在 土 一 章 中 介绍 了 西 群 辟 和 止 交 群 0(x) 的 示 性 类 . 
这 在 原则 上 已 大 体 适合 了 处 理 矢 量 从 之 所 需 . 但 实际 上 还 需 进 一 
步 展 开 . 因为 虽然 名 义 上 一 切 矢 量 从 之 群 均 为 Li(n) 或 0(r), 但 时 
常 遇 到 构造 群 的 化 约 与 扩张 的 自然 的 问题 :例如 可 定向 性 (由 0(n) 
化 为 SG (rn))、 复 化 (由 0G 扩张 为 (a))、 Whitney 和 (由 
4) XTU(D 扩 张 到 玉 (t 十 人 站) 等 等 . 我 们 因此 需要 系统 的 方法 以 研 
究 一 般 群 6 的 示 性 类 及 其 关系 , 即 分 类 空间 86 的 上 同调 HH* (B86) 
以 及 由 群 同 态 a : 上 一 ->6 诱 出 的 间 态 

a :HH' (CB0) —— AH* (BH). 

但 我 们 最 关心 的 当然 还 是 矢量 从 . 例如 设 有 实 矢量 从 5 一 一 8B 
而 且 想 问 E 是否 有 一 化 约 a :0 一 v0(n),G 是 某 群 而 a 是 一 同 
态 . 这 一 同 态 就 是 群 6 的 ( 复 ) 表 示 , 这 说 明了 为 什么 表示 论 与 示 
性 类 理论 有 关 . 这 种 情况 出 现 很 多 ,为 此 我 们 来 看 -- 类 例子. 令 8 
为 一 Lie 群 而 HCG 为 一 闭 子 群 . 我 们 已 看 到 G/H 自然 是 一 流 形 . 
怎样 描述 其 场 从 7T(CG/ 呈 )? 为 此 需要 回 到 Gy/ 如 的 光滑 构造 的 定义 ， 
通常 ,对 一 点 9EG, 我 们 记 它 在 C/ 呈 中 的 类 为 三 表 9 在 和 上 的 
左 平 移 , 疡 是 共 在 6/ 上 诱导 的 左 平移 . 令 460) 为 0 的 Lie 代数， 
LH)CL(CG) 是 所 对 应 的 于 代数 .于 是 商 空间 FF 二 C0)/L( 下 ) 蚌 
模型 欧 氏 空间 ,而 局 部 坐标 定义 在 点 eEey 如 附近 . 具体 地 说 ,对 
于 由 XEZ(G) 所 表示 的 :一 [XJEP ,我 们 取 p(v) 二 expXECI/H. 著 
在 上 中 取 包 含 零 的 小 邻 域 Usw :一 2/ 是 z 附 近 的 局 部 坐标 . 

400 


(注意 与 第 一 章 的 记号 比较 .这 里 的 记号 是 反 向 的 .但 这 显然 没有 
关系 . ) 显 然 ,对 每 点 9EC, 瑟 。g :0 一 >0/H 给 出 点 9€EG/4 附近 
的 局 部 坐标 . 回忆 起 ,车 :4 一 >M 是 MM 的 局 部 坐标 (注意 , 义 
是 反 的 , 故 是 R 的 开 集 ), 则 切 从 TM 由 三 元 组 [5,z,%,] 组 成 ,6 
UvER. 两 个 三 元 组 [3,2,p] 与 [5 ,v ,yp] 认 为 是 同样 的 ,车 
P= ),HE 
Dlg;! » Bb, 0) 一 六 
必要 时 多 加 一 - 些 gp, 恒 可 设 在 [5,2,gj 中 6560. 所 以 TM 由 二 元 组 
[2 构成 ,而 且 [2o] 一 Eo ,gp,j iff 
Dlgr! op)}(v) 一 性 ， 
其 中 D 是 在 原点 处 求 导 . 在 我 们 的 情况 下 ,T(G/) 是 由 Lz, 。 gw] 
构成 ,而 且 [2, 荆 , 。 j= [zx ,Ly 有 史 ] if 
Dip eo Lo gr) = , k= 8 一 7 

另 一 种 考察 FCG/d) 的 方法 是 从 某 一 别处 开始 . 记 住 对 每 个 9 

ce 恒 有 内 自 同 构 
lt” 0G, Tr grg !, 
因为 1; 确 为 同 态 (L, 则 和 否 ). 故 有 诱导 的 线性 映射 
d,s: L(G})—— L(0). 
由 ge=d1,《2) 所 给 出 的 6 在 L(G) 上 的 作用 , 亦 即 同 态 
GCG—r OL(L(OG), go—— dl, 

称 为 8 的 伴随 表示 . 

若 hEH, 当 然 有 dCLCH))CLCH). 故 dls 诱导 出 一 个 同 态 

a :Vo= LO LH = LO LH). 

这 样 得 到 一 个 五 在 LCG)/LCH) 上 的 表示 , 称 为 丹 的 迷 向 表示 , 记 
作 a- 

现在 得 到 一 个 主 -从 G 一 >G/H 以 及 通过 a 而 定义 的 如 在 
7 上 的 作用 可 作 扭 积 GX。 一 >6G/H. 我 们 指出 它 是 同 构 于 切 从 
T(G/H) ,而 等 同 关系 由 

GXT———*T(G/H), [gv [be,L, * yp. 


例如 ,验证 一 下 它 是 适当 定义 的 . 设 [9,v2==[g ,* ], 即 是 说 有 

hEH 使 0 二 gh-!,w 二 dlsv. 我 们 要 证 明 
Dg > bo? g(t) = vw. 
为 此 令 :==[Xj, 即 由 XEL(G) 表 示 . 于 是 1 一 >LX 是 上 (6) 中 的 曲 
线 . 应 用 w, 可 得 一 曲线 :一 >expCX). 再 应 用 二, 又 得 一 曲线 1 
一 一 kexp( 纹 ,此 芭 CL。p) (te). 记 住 我 们 的 对 象 全 在 0/8 中 ,而 
在 其 中 有 
RexpftX) = hexp (LtX a’ ~ flexpttX)). 

由 定义 有 


d 
HieXp EX)) [0 = dX, 


即 
vw = dh(v) = [dX] = D9! oo Le Pp) (C2). 

(上 徊 似乎 少 了 因子 p-!, 这 是 因为 在 LC 人 ) 上 d(exp*)=1.) 

验证 其 它 各 点 均 无 困难 . 可 以 看 到 ,唯一 要 点 就 是 对 子 hE 日 ， 
在 0/H 上 有 二 = 

于 是 得 一 主 -从 :6G 一 ->C/ 晶 , 它 表 示 问 题 的 拓扑 、 整 体 方 
而 .从 eEG 附近 的 局 部 信息 也 可 得 一 表示 

4 五 一 CLIIG))， 

合 起 来 ,计算 Gy 下 的 示 性 类 就 是 计算 二 的 a 扩张 类 ,一般 说 来 ,这 
种 情况 一 再 出 现 , 所 以 有 理由 建立 一 盘 的 理论 .. 

现在 讨论 表示 论 除 了 自然 的 需要 外 还 有 一 层 更 深 的 理由 . 因 
为 这 两 个 分 枝 都 有 一 共 癌 的 原理 . 我 们 已 看 到 , 酉 群 有 一 对 角 阵 子 
群 TCU(n). Borel 定理 指出 ,8* (8T) 加 上 weyl 群 旭 可 完全 类 定 
《BU(n)), 一 般 铺 况 下 ,只 有 Lie 群 才 有 “对 角子 群 ”T, 现 称 为 0 
之 极 大 环 面 . 当 G 为 紧 时 ,G6 的 许多 问题 都 可 化 为 关于 全 和 Wey] 
群 的 问题 . 事实 上 ,关于 紧 Lie 群 分 类 的 著名 结果 就 是 这 和 样 得 出 来 
的 . 本 章 讨论 表示 论 意 即 在 指出 这 个 中 心思 想 . 

102 


$ 2. 一 般 概念 


讲 一 般 概 念 时 并 不 需要 Lie 群 . 所 以 本 节 中 群 只 很 设 为 拓扑 
群 .我们 也 还 不 需要 区 别 实 和 复 矢量 空间 ,所 以 若 元 必要 就 不 提 系 
数 域 . 
令 台 为 一 群 ,为 一 矢量 空间 , 可 以 讨论 @ 在 上 上 的 作用 . 但 
因 Y 具有 矢量 空间 构造 ,自然 要 求 此 作用 保持 此 构造 , 这 显然 意 
味 着 ,对 于 每 个 g€ 6G, 映射 
8 一 rg 
是 线性 的 . 这 一 作用 称 为 G 在 VV 上 的 表示 .类似 地 ,我 们 要 求 两 个 
表示 之 间 的 等 变 (eqivariant) 上 映射 f :7Y 一 > 多 是 线性 的 ,这 时 了 称 
为 一 同 态 . 车 两 个 表示 与 W 之 间 若 有 一 线性 同 构 :J :7 一 一 m， 
就 说 它们 是 同 构 或 等 价 的 . 这 定义 了 线性 表示 的 范畴 . 
和 对 矢量 从 一 样 ,矢量 空间 的 许多 运算 都 可 以 移 到 线性 表示 
上 .下 面 举 一 些 例子 : 
1. 子 表 示 ZCF 即 是 一 不 变 子 空间 , 即 zE VU=>grEU. 然后 
商 YA 也 自然 地 得 到 c 的 一 个 线性 作用 . 
2. ” 直 和 YW 就 是 如 下 的 表示 
gv OV ww) = (gv, gu). 
3. 张 量 积 VYOW 也 是 一 个 表示 ,定义 为 
gv 0 w) = (gv 0 gw). 
4. 线性 映射 空间 L(V,W) 二 Hom (VW), 也 是 一 个 表示 ,其 
定义 为 
(gf} (2) = yl(f (g™!v)). 
(加 上 9 是 为 了 使 乘法 规则 gCq\f)= (gg\)f 有 效 . ) 
注意 ,fE L(Y ,W) 若 为 一 不 动 点 , 即 对 一 切 g 有 9 一 了 就 意味 
着 了 为 等 变 的 . 
W= 基 域 玉 而 其 有 平凡 的 G- 作 用 是 一 特例 . 这 时 L(V ,五 ) 一 
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"是 对 偶 空 间 . 莫 有 作用 
C91) (0) = f(g 0). 

一 般 情况 可 归结 为 这 -一 特例 ,因为 有 一 自然 的 ( 即 函 子 的 ) 同 

构 
VV OW LN) fw fe, 
其 中 所 (0)==fC0)w, 若 1,W 为 有 限 维 的 ,这 是 一 个 同 构 . 

矢量 空间 也 有 一 些 东 西 不 能 移 过 来 . 一 个 值得 注意 的 例子 是 
分 裂 性 质 . 车 Cr 是 一 矢量 空间 的 子 空间 . 恒 可 找到 其 补 空间 人 W 
Cr 即使 W@W=r, 车 * 为 一 表示 而 iCrY 是 一 不 变 子 空间 , 则 不 
一 定 有 不 变 的 补 空间 . 一 个 简 例 如 下 : 

令 GC6L(2) 是 以 下 形状 的 短 阵 之 群 : 

9 一 | ab 0. 
0 5 
此 群 按 GZL(2) 的 方式 作用 在 R*: 上 , 即 
gel 二 ael， ge = cel 十 bes, 
(ei,e;) 是 R* 的 基底 .容易 验 让 , 唯 -- 的 真 不 变 子 空间 是 由 e, 张 成 
的 《e1), 它 不 会 有 不 变 的 补 空间 . 

此 例 昌 简单 , 却 表 出 了 表示 论 的 基本 困难 , 我 们 将 看 到 , 正 是 
分 裂 性 质 表 出 了 紧 群 和 非 紧 群 的 表示 的 基本 区 别 . 目前 我 们 只 给 
分 歼 性 质 一 个 特别 名 词 以 强调 其 重要 . 若 每 个 不 变 子 空间 ECP 
均 有 不 变 补 空间 ,r 称 为 半 单 的 (semi-simple)， 若 上 除 0 及 其 自身 
外 别 无 其 它 不 变 子 空间 ,Y 称 为 简单 的 或 不 可 约 的 ， 显然 ,每 一 个 
半 单 表示 均 为 简单 表示 的 直 和 . 

令 了 上 为 @ 的 一 个 表示 . 取 上 之 一 基底 (e,…:e) ,线性 映射 8 
则 可 写 为 一 矩阵 (go) ,其 定义 为 

ge; 一 Dj yue. (1) 


注意 指标 用 法 上 的 规定 , (1!) 不 能 改 成 
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ge, = > ge (2) 
否则 群 的 清 法 规则 ( 吕 ) = (9) 不 对 , 即 是 说 ,这 样 
a: OC——0OL(F), gt—*(g,) 
才 是 同 态 ,用 (2}) 则 是 反馈 态 . 这 里 是 按 传 统 的 用 法 ,即使 逢 阵 从 左 
边 作 用 在 列 向 量 上 . 

车 访 是 的 另 一 表示 .基底 为 (4,,…,d,) 而 矩阵 为 (9,,), 了 :YY 
一 >W 则 为 一 同 构 ,于 是 必 有 --- 和 矩阵 4E€GLCW) 把 (f (el),…'， 
J(e.)) 与 (d,…,d,) 连 接 起 来 , 即 有 

fle) = > 4 成 。 
于 是 
gf (e,) Ba >) 490, 一 了 > dgnds 
= f(ge,) 一 f( >)9ue) ep >) 9 Aud, 


就 是 说 (9)4 二 Alg) 或 
《9) = A(g)A-!, 

故 (9) 与 (8) 相差 即 在 用 4 作 共 入 . 所 以 可 以 把 9 的 表示 看 成 一 同 
态 

ut PP 一 CC) = OLR'), 
并 有 等 价 关系 :a~8 即 指 存在 4E GL(n) 使 得 

plg) = Aalg)A', YE 

以 上 所 述 自 然 是 熟知 的 . 矩 阵 表 示 即 表示 的 坐标 描述 , 它 依赖 

于 基底 ,所 以 我 们 不 得 不 每 一 次 都 来 证 明 与 基底 无 关 , 虽然 如 此 ， 
我 们 仍 应 记 住 ,“ 表 示 ” 这 词 就 是 指 和 矩阵 表示 . 我 们 想 做 的 就 是 用 具 
体 的 东西 来 理解 抽象 的 群 6. 所 以 尽管 我 们 应 该 懂得 优美 的 现代 
语言 .也 应 该 懂得 矩阵 的 待 殊 的 计算 的 好 处 ,这 我 们 马上 就 会 看 
到 . 
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$ 35， 紧 群 和 不 变 积 分 


还 有 些 东 西 不 能 自动 地 由 矢量 空间 移 到 表示 上 去 , 内 积 就 是 
一 例 . 当然 ,在 谈 到 4 的 表示 上 的 内 积 时 .总 是 指 的 与 群 作用 相 
容 的 内 积 , 即 要 求 对 所 有 的 4,*EV 和 gE6 有 

{gu gu) = (ue), 
这 种 内 积 称 为 不 变 内 积 . 不 变 内 积 的 存在 有 个 简单 但 有 决定 意 
义 的 推论 . 着 2 和 CCF 是 一 不 变 子 空间 , 则 很 容易 算出 其 正 交 补 寺 也 
是 . 所 以 应 该 有 表示 的 分 裂 了 二 LL-. 换言之 .具有 不 变 内 积 的 表 
示 必 为 半 单 的 . 我 们 马上 就 要 证 明 , 若 群 6 为 紧 , 则 不 变 内 积 恒 存 
在 . 这 个 事实 标志 了 紧 和 非 紧 两 种 情况 的 核心 的 区 别 . 这 里 主要 的 
工具 是 积分 ,我们 要 再 复习 一 下 (第 七 章 ). 

令 并 为 一 光滑 流 形 . 注意 ,为 在 M 上 作 积 分 ,需要 有 定向 , 亦 
即 一 处 处 非 0 的 微分 形式 o, 其 阶 一 dimM,w 称 为 体积 元 素 . 因 
此 .所 有 其 它 # 形 式 均 可 写 为 fw,f 是 M 上 的 函数 . 然后 求 此 最 高 
阶 形式 在 W 上 的 积分 , 记 为 

| so. 


若 了 没有 紧 支 集 , 它 可 能 没有 意义 . 但 若 M 本 身 即 为 紧 ,自然 可 在 
其 上 积分 任 一 连续 形式 . 紧 性 之 所 以 成 为 关键 性 的 条 件 即 在 于 此 . 
若 2 为 一 Lie 群 , 它 总 是 可 定向 的 ( 记 住 TG 恒 为 平凡 的 ) , 故 

在 其 上 积分 没有 问题 . 但 这 时 我 们 当然 希望 有 一 不 变形 式 作为 体 
积 元 素 . 想 一 想 这 是 什么 意思 . 若 p : M 一 > 为 一 光滑 映射 ,o 是 
入 上 的 后 形式 , 则 有 其 拉 回 p* ww 定义 在 履 上 如 下 : 令 X1,…,X; 是 
?EM 处 的 个 切 矢 量 , 有 

(Pp IK ,se 一 wdp * Xs ,dy X). 
车 取 矢 量 场 X,，,… ,Xi, 再 把 (p*w)(X,,…,X,) 看 作 函 数 , 则 有 

CP IRI KS=o pK PX p. 
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rr 


若 6 为 一 Lie 群 , 则 有 左 平 移 二 :0 一 6. 不 变形 式 w 就 是 对 

一 切 9EC 适 合 下 式 的 形式 ， 
也 ”中 一 w. 
于 是 它 可 由 其 在 eEG 处 的 值 完 全 决定 .因为 若 和 ET)， 
则 本 -Xer-XET Ce) 而且 
wR Ri) = Lo CR, ,RK,) 
= waLy- Xi db KX,). 

这 也 意味 着 我 们 可 以 任意 规定 。 在 eEG 处 之 值 再 由 上 式 得 一 不 
变形 式 . 换 句 话说 ,有 点 象 不 变 矢 量 场 , 不 变形 式 可 以 看 成 与 对 偶 
Lie 代数 L(G)` 的 * 阶 外 积 42(e) 一样. 特别 是 当 #= "一 最 高 维 
数 时 ,422(6) "之 维 数 为 1 而 任意 不 变 * 形 式 与 它 只 相差 一 个 标 
景 因子 . 对 于 紧 Lie 群 6@, 我 们 约定 取 规 范 化 体积 元 素 w 使 


| we 二 1. 
© 


现在 回忆 一 下 积分 的 基本 性 质 . 若 mp : M 一 > 是 一 保持 定 
向 的 微分 同 胚 ,o 是 闪 上 的 最 高 险 形式 ,我 们 有 


| wo= | 《1》 


再 设 2 为 连通 的 . 所 有 左 平移 忆 均 同 伦 于 恒 等 映射 ,因而 保 

持 定 向 . 于 是 将 (1) 式 应 用 于 一 个 =- 形式 e 一 foe 即 得 

J Go) = rm 
但 已 (oy)=(f oD oo=(f yow. 获 (1) 化 为 

Goo = [fo oy 
当 确 定 了 体积 元 素 w 后 而 处 理 最 高 阶 形式 的 积分 时 ,唯一 需要 注 
意 的 自然 只 有 “系数 “了 . 所 以 我 们 总 是 说 函数 了 的 积分 . 传统 的 记 
号 是 记 um 为 一 微分 dg( 这 当然 一 般 并 不 意味 着 wm 是 上 边缘 .而 只 
在 实 直线 的 特例 时 是 这 样 , 微分 一 词 来 源 于 此 ), 目 的 是 指明 9g 为 


变 元 ,了 中 之 变 元 即 是 它 . 因此 我 们 有 
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fwo 一 上 了 (9D89， 
所 以 (2) 式 表示 对 任意 函数 了 与 群 元 素 roEG. 有 
| reom = | ru (3) 


这 就 是 不 变性 :将 变 元 9 乘 以 固定 群 元 素 go 并 不 改变 积分 . 虽然 
讨论 起 来 花 了 一 点 功夫 ,这 基本 上 是 一 个 简单 的 事实 ,无非 相 当 于 


| 十 rz)ar 一 er 


而 已 ， 


(3) 中 的 了 是 G 上 的 实 值 函数 .但 当然 可 以 将 它 推广 到 复 的 了 
《这 时 积分 值 自然 也 是 复 的 ), 而 事实 上 还 可 以 考虑 了 : 2 一 ”在 
一 矢量 空间 YY 中 取 值 . 对 孜 数 fg 和 标量 4,4 我 们 有 线性 性 质 


J + 4) = 4|f + aly. 


紧 群 上 必 有 不 变 内 积存 在 现存 成 了 不 足 道 的 事实 了 . 令 《，， 
*。 ) 为 了 了 上任 一 内 积 . 对 于 x,>EP， 
ff; GK, gr(g ug ty 
是 一 连续 消 数 . 现在 定义 一 个 新 内 积 
= fC) | C07,g to)ay. 
于 是 有 


[goxygop] 一 |, {9g 1gou,g gov}dyg 一 了 98529799 


一 | flg)ag = fa 
余下 一 点 小 问题 是 正定 性 . 我 们 有 
fyv] = | (gu,9 Hag. 


被 积 函 数字 0. 故 若 [加 一 0 必然 有 (lay 一 0 对 一 切 s€0 
成 立 ,特别 有 uy 二 0, 即 w=0 
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$ 4. 特征 标 与 权 


上 节 中 我 们 看 到 了 通过 积分 表示 空间 了 上 的 在 意 内 积 即 可 
得 到 一 不 变 内 积 . 其 实 这 就 是 使 用 不 变 积 分 的 基本 思路 . 若 某 对 象 
在 开始 时 不 是 不 变 的 , 则 在 积分 后 将 成 为 不 变 的 . 本 节 中 我 们 将 继 
续 发 据 这 一 思想 . 但 我 们 还 需要 其 它 的 东西 , 即 Schur 引 理 . 仍 设 C 
为 紧 Lie 群 .还 有 仍 设 其 表示 为 有 限 维 的 ,这 一 点 已 明确 说 过 . 若 『 . 
是 这 样 的 表示 , 则 由 8 3, 或 者 了 是 简单 的 ,或 者 时 然 不 是 上 且 VCF 
是 不 变 子 空间 , 则 了 可 分 裂 为 子 表 示 的 直角 :yY 一 0 四 ! 凡 .车 局 ,U 
仍 非 简单 , 则 可 再 行 分 裂 . 因为 V 为 有 限 维 的 ,最 终 将 得 到 简单 表 
示 ; 即 任 一 表示 均 可 写 为 简单 表示 的 有 限 直 和 . 所 以 紧 Lie 群 的 表 
示 原 则 上 可 化 为 简单 表示 来 研究 . Schur 引 理 就 是 关于 简单 表示 的 
-个 明显 的 事实 ， 

Schur 引 理 ” 若 5,V 为 一 (可 能 是 在 意 的 ) 群 6 的 简单 表示 ;而 
了 :4 一 >V 是 等 变 的 线性 映射 . 则 或 了 是 同 构 ,或 了 是 零 映射 . 

证 明 简单 得 出 奇 .kerfCU 是 不 变 的 , 因为 UV 是 简单 的 , 故 或 者 
kerf 二 0 即 了 为 零 映 射 , 或 者 kerf 二 0, 即 了 为 一 对 一 的 . 但 后 者 
f(0)CVY 仍 为 不 变 的 、 非 零 的 (已 设 dimy>0) , 故 JCGD 一 F, 即 了 是 
一 对 一 的 满 射 . 

现 介绍 一 些 常用 的 名 词 . 群 6 的 表示 也 称 为 一 6- 模 . 等 变 映 
射 :5 一 一 F 亦 称 为 一 0- 线 性 映射 . C- 线 性 映射 之 集 记 作 Lo (CC 
V). 记 住 , 一 切线 性 映射 之 集 工 (5, Vv) 也 是 一 个 8- 模 ,有 
Le CV， VP) CL CV VW) 是 由 6G 汰 定 的 后 者 的 C- 子 模 . 

Schur 引 理 的 要 点 是 ， 对 于 一 般 6- 模 U,VY，L。(U, V) 包含 
许多 种 6- 线 性 映射 、 其 中 零 映射 与 同 构 是 其 “极端 ".” Schur 引 理 
只 是 说 , 若 U,r 为 简单 , 则 Lov ,VW) 中 只 有 这 两 类 “极端 ”特别 是 ， 
车 Lo(W,V) 关 0, 则 5 与 同 构 .作为 其 应 用 , 现 证 

命题 14. 1( 分 解 的 唯一 性 ) 令 C 模 了 可 以 分 解 为 简单 6- 模 
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之 直 和 了 = 包扎 , 则 除 次 序 可 变 或 相关 一 同 构 而 外 , 此 分 解 是 唯一 


的 ， 亦 即 若 Y 一 四 W, 是 另 一 分 解 , 则 "一 具 每 个 1 均 同 构 于 一 
8,， 反 过 来 也 一 样 . 
证 令 避 ， …， 玉 是 出 现在 两 个 分 解 中 的 非 同 构 的 项 ， 可 以 
把 这 两 个 分 解 重 写 为 
V 一 由 mi “区 一 由 mo 
mw 是 非 负 整数 ， 今 证 k= 二 nm,， 由 Schur 引 理 有 
= 一 0，1 天 入 
另 一 上 方面， 肯定 又 有 
LoCU ,sr) =@mLeU, = mLalU,sU). 
用 第 二 个 分 解 式 则 得 
Le sy) = nLeoeltl,,U,). 
因为 dimLett,U) 半 0, 玻 有 巩 二 n. 
对 任 一 G- 模 VU 可取 一 基底 南 得 一 矩阵 表示 : 
a CG——rGL(U), gh——ra(g). 
于 是 有 坐标 中 数 ， 
a :一 >K 即 基 域 
9 一 >09) 一 矩阵 alg) 的 G4, 四 -元 . 
由 于 基底 取 法 不 同 , 侍 标 函数 仍 有 很 大 任意 性 .但 它们 仍 受 到 相当 
强 的 限制 . 
命题 14. 2(Schur 正 交 关系 ) 令 愉 是非 同 构 的 简单 C- 模 ， 
在 57 中 任 取 基底 得 到 其 矩阵 表示 e: Ge 一 一 0 6G 一 ~ 
GELG). 则 对 和 任意 人 旋 ,Ct,D 有 


(RCAC 一 0. (1) 


证 邻 U,F 中 定义 a; 朋 的 基底 为 (el er) (2,… 6), 令 
于 ;LU 一 >V 为 一 线性 映射 ,定义 为 了 (e) 一 2 ,fle,) 二 0,p 冯 i 积分 后 
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知 
| epae Po) 
是 不 变 的 , 另 一 方面 .里 Schur 引 理 ZeGCP) 一 0, 故 有 
| op = 0. (2) 


由 定义 
(gf)(e,) = glf lg es)) 


= gf Pyag en)) = glo C9™ 1)d) 


= Sag pod,. 


代入 (2) 即 可 得 〈1). 

命题 14. 2 其 由 不 同 ( 即 非 同 构 ) 的 简单 G- 模 讨论 坐标 函数 . 
下 一 个 问题 自然 就 是 同一 简单 4- 各 的 《a,) 之 间 有 何 关系 ， 为 了 
得 到 好 的 结果 ， 我 们 取 一 特殊 情况 ， 现 设 基 域 K 为 复数 左 ， 现 将 
已 得 的 结果 整理 得 更 干净 些 . 令 C(O) 是 6 上 复 值 连 续 函 数 之 空 
闻 . 在 C(2) 上 有 熟知 的 内 积 如 下 ， 


Se | oo (oag 


(除去 “一 ” 即 得 实 值 连续 范 数 之 内 积 ). 设 俞 题 14. 2 中 的 不 变 内 积 
已 给 且 用 就 范 正 交 系 定义 a'8. 于 是 (9g),pK9) 将 是 酉 矩阵 而 适合 
关系 式 alg9)' al9) 二 1 亦 即 oCg-!1) 二 al9). 这 样 命题 14.2 中 的 
(1) 成 为 
‘fusan) 一 0， 

邯 是 说 ,7;,P 的 坐标 函数 (ac , (po 彼此 正 交 ， 

命题 14. 3 令 忆 为 简单 复 G- 模 ,JE LolV,0). 则 f=21,1E€ 
LolU ,上 0) 为 慎 等 映射 ,4 为 复数 . 特别 是 dimzeG ,ID) 一 1 目 以 了 工 为 
基底 . | 

证 明 又 是 不 足 道 的 ,既然 了 是 线性 映射 旦 KK 二 Cc,f 必 有 国有 
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值 (使 用 复 域 唯 -- 的 理由 在 此 ,任意 代数 闭 域 部 可 以 用 . ) 苦 JE 
zoekt 站), 则 J 一 也 属于 它 . 得 由 固有 值 定义 ,了 一 著 央 非 同 构 .由 
Schur 引 理 , 它 只 能 为 0, 即 /一 他. 

现 令 4 是 一 具有 内 积 的 复 C- 模 ,Ce ve) 为 一 就 范 正 交 基 
底 ,e 为 矩阵 表 永 .国定 ;有 昌 令 了 :一 定义 为 ffe) 一 ay 了 (en) 
二 0,p 隐 +. 由 命题 14. 3, 我 们 有 某 个 EC 使 


| pm 一 所 
作 前 面相 同 的 计算 , 即 得 


Sr | a) mdg le, = 和 (3) 
了 
故 若 ? 夫 庆 有 
《ao Gn 7 一 0， YY bts C4) 
(rt) 二 (5) 


注意 到 二 ws 故 由 (和 ,(5) 还 可 知 4aysya,) 二 0 著 汉江 瞧 一 不 清 
楚 的 是 (a,,e,) 妈 矢量 ow 之 长 | Cy 1 ， 迄今 我 们 只 有 
《osyou》 一 07 一 加。 
但 因 不 知道 什么 样 的 2 一 和 (由 7e) 一 ae 知 和 4 依赖 于 i 四 ,这 也 没 
有 用 . 现 介绍 一 个 有 用 的 概念 . 
回忆 起 和 矩阵 4 之 迹 定 义 为 
Tr(4) = Da 
-个 基本 的 性 质 是 :对 于 非 异 矩阵 蔚 恒 有 
TrFDd4D-1 一 TrCd4)， 
由 此 , 卫 数 
x(g) = Tra(g} = Da.lg) 
与 基底 无 关 而 事实 上 只 依赖 于 如 模 上 的 同 构 类 . 因此 . 它 比 坐标 
函数 是 更 好 的 不 变量 , 函数 xX( 最 好 写作 各 ) 称 为 G6- 模 5 的 特征 标 . 
对 于 fELCU,UVU), 记 住 gf 定义 为 
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(gf) x) = g(f lg tx)). 
用 矩阵 来 写 即 三 91 一 9 了 9 故 知 
Tr(gf) = Tr(f) 
为 一 常 值 医 数 ,从 而 Tr| (ofay = Tr(/). 
注意 到 
我 们 有 
nA = Tr(f), 1 = dimy. 
因为 入 ,来自 了 , 因 了 定义 为 fle,) 二 e.,f(ey) 二 0,p 关 7. 故 显然 有 
Tr(f) = 人 0 
| ， :1 二 
最 后 结果 就 是 
命题 14.4 令 5 为 一 简单 复 6- 模 , (a,) 是 它 在 5 之 任 一 就 范 
正 交 基 下 的 坐标 函数 ,我 们 有 
《ayyqw) 一 0， 车 i 池上 或 j 汉 避 
C60,)—=0, . 1 天 四 
《ayes) 一 17/dimr7. 
作为 直接 的 挫 论 ,我 们 肥 
定理 (Schur 就 范 正 交 关系 式 ) ”对 于 不 同 的 简单 复 G- 模 Ur 
我 们 有 


《和 zy 条》 一 0， 
而 对 忌 自 身 则 有 

《zy 好》 一 1， 
部 , 复 C- 模 的 特征 标 函 数 是 C(C) 中 的 就 范 正 交 系 .特别 是 它们 线 
性 无 关 , 这 就 导出 核心 的 定理 如 下 : 


定理 ”两 个 复 G- 模 为 同 构 iff 其 特征 标 相同 ; 即 是 说 ,特征 标 

完全 刻画 了 6- 模 . 
证 令 2Y 为 特征 标 相同 的 6- 模 ,和 二 %, 与 前 相同 ,将 56,V 
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展开 为 简单 C- 横 之 直 和 : 
{=mlf,, 1 =u, 
了 是 互 不 相同 的 C- 模 ,mn 为 非 负 整 数 .于 是 显然 有 
Nr 一 Dm,, Xr 二 Dans. 

但 天 二 (加 一 ( 作 ，Xr》 一 由- 

特征 标定 理 把 表示 论 癌 题 归 结 为 研究 某 些 函数 . 我 们 详细 讨 
论 一 个 例子 即 环 面 群 休 即 可 看 出 它 确 实 可 以 导出 深刻 的 结果 . 先 
看 一 个 简单 的 事实 ， 

命题 14.5 紧 Abel 群 6 的 简单 复 6G- 模 若非 平凡 的 , 必 为 一 
维 . 

因为 这 时 对 任 一 gE€G,9 : (一 >U 是 一 8- 模 线性 上 映射, 旦 因 G 
为 Abel 群 故 为 简单 的 , 即 

g(g17) = ggiz = gr = gi{(g(7)). 

故 由 Schur 引 理 ,9 一双 . 这 意味 着 9ECG 的 作用 只 不 过 是 标量 乘法 . 
但 这 时 每 个 子 空间 都 是 不 谈 的 .1 可 能 为 简单 的 唯一 办 法 是 dimt 
二 1, 除 非 是 在 平凡 的 情况 :t= 二 0, 

在 上 给 一 内 积 , 则 5 上 的 表示 就 是 一 个 同 态 

4 一 一 人 CC1) 一 全. 

这 就 是 特征 标 通 数 知 . 故 简单 复 了- 模 之 集 就 是 同 态 a : 了 一 -~8) 
之 集 , 任 一 个 这 样 的 同 态 称 为 ~- 个 “ 权 ” 现在 解释 这 一 名 词 . 因 了 
一 旺 X…X8S 故 ea 可 出 一 组 同 态 (o oo0 洪 定 ,其 中 


| 
上 Ss! Xx Sl —— S!, 


丧 为 第 :个 国耻 
即 有 


casz0 = Tas). 
同 态 a: 5! 一 >S! 正 是 S$! 的 一 个 单 参数 子 群 , 故 有 


| 


L{S!) ~rLCS!) 


oo| | 


a! = , 
mi 


图 (a) 
da 是 在 Lie 代数 LCS!1) 上 诱导 的 线性 映射 . 我 们 知道 ,a 和 da 互相 
决定 . 这 里 可 以 完全 显 式 地 说 明 它 . 取 LC5') = 为 实 直线 ,exp 即 
通常 的 指数 exp : R 一 5'， tt 一 re 
线性 映射 so : 中 一 -中 只 能 是 da(t) = 二 tt. 图 (a) 的 可 换 性 指出 

e2dot 一 ales™). 
令 三 1 有 

es 一 af(1) = 1, 
因此 。 必 为 某 整数 刀 这 样 da 并 非 任意 的 线性 映射 ,而 必 映 整数 为 
整数 . 我 们 称 之 为 整 值 泛 函 5( 即 认为 deER" ), 故 = 可 表 为 

a(z) = aleH) =— ek 一 tt, 


同 态 a : 7 了- 一 5! 为 


CC20 R21) 一 T acs) = TI, 
Ch yk) 是 一 组 整数 . 每 个 坐标 各 有 其 “ 权 ”a. 故 简单 复 全 模 
之 集 与 集 2(z 为 整数 集 ,s 二 dim7) 一 一 对 应 . 
用 一 组 整数 (人 和) 表示 同 态 :了 一 一 >SI 因 然 简单 ,但 要 


小 心 一 点 ,说 ?一 SX…XS 其 实 是 指 选 定 一 同 构 了 一 8’X… 
XS!. 这 又 相当 于 在 Lie 代数 L(T) 中 到 定 一 基 麻 .但 整 值 汉 了 冰 %w: 
上 L(T) 一 >R 无 需 基底 也 有 意义 . 指数 映射 exp : L(T) 一 >7T 也 是 内 
在 地 定义 的 而 且 是 由 加 群 (7) 到 了 上 的 满 辣 态 . 子 群 ker (exp) CC 
上 (TT) 称 为 整 值 格 1. w 是 整 值 的 ,如果 w(1)CZzCR, 给 定 一 群 同 态 
a :全 一 >51, 导 映射 ja : LCT) 一 >R 必 为 整 值 的 . 反之 , 整 值 泛 阔 
外 :上 LCT) 一 8R 又 必定 义 一 个 群 同 态 4a: 了 一 >8! 如 下 ， 

Galg) = alexpX) = ee"D), 
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这 样 群 同 态 积 整 值 泛 函 是 一 回 事 . 为 以 后 之 需 ,我 们 再 给 出 第 三 种 
说 法 .已 给 ea :7 一 -=5', 作 其 忆 扩 张 BXs51 一 BT7, 而 一 一 B? 
是 - - 广 有 TT- 从 , 这 是 -- 个 主 S'- 从 , 瞩 有 其 示人 性 类 co € (87; 
Zz). 换 一 个 说 法 是 :a 有 诱导 映射 
aoa" : HCBS) 一 HCBT). 
于 是 由 定义 elo 二 a* (0 ,tE HC851) 是 典 则 生成 元 , 嗓 万 有 SS'- 从 
S" 一 >BS! 的 陈 类 . 若 用 一 基底 ,H* (BT)==Z[4,… .tj]; 而 
ca) 一 ab = Dh 
正 是 定义 a 的 整数 ( 见 第 十 三 童 关 于 线 从 之 张 量 积 ). 所 以 下 面 
三 个 对 象 是 完全 等 价 的 : 
《1) 群 同 态 es :了 一 > ,用 坐标 表示 为 
Ga 2 = TE. 
《2) 整 值 线性 证 函 o : L(T) 一 xR, 坐标 表示 为 
ob > 


它 与 (60 的 关系 是 % 二 =e 三 ， 

(3) 上 同调 类 cE H?(BT) ,坐标 表示 为 

c= Pt, H* (BT) = 25]. 

它 与 Q),(2) 的 关系 上 面 已 经 讲 了 . 这 三 个 对 象 我 们 都 称 之 为 权 ， 
若 不 致 发 生 滥 淆 ,也 将 用 相同 的 记号 . 

现 令 也 为 一 复 了 模 , 但 不 必 人 简单 . 于 是 

t=, 
是 把 5 分解 为 简单 的 项 (5 不必 互 异 ). 令 0 之 权 为 w, 则 其 特征 
标 落 数 和 如 为 
l XiexpX) 一 Pj. 
另 一 方面 , 招 积 :XzU 一 D7 的 陈 特征 标 是 
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ch(#) 一 De 


不 必 再 指出 这 两 个 公式 多 么 相似 ,事实 上 稍 加 改变 就 完全 相同 , 这 
决 非 偶然 . 其 实 陈 特征 标的 定义 是 直接 受到 C- 模 特征 标 葡 数 的 启 
发 的 . 例如 ,在 上 一 章 中 我 们 看 到 ch 在 从 的 Whitney 和 和 张 量 积 
运算 上 性 态 都 很 好 . 注意 到 ch 和 “形式 的 类 似 , 再 由 以 下 两 个 很 
容易 验证 的 事实 : 
gr 二 知 十 和 Xe@r 二 和 和 

这 种 良好 的 性 态 也 是 很 显然 的 了 ,. 这 是 示 性 类 与 表示 论 的 密切 关 
系 之 一 例 .生前 ,我 们 只 再 提 一 次 :复合 模 上 可 以 由 其 权 之 集 (w， 
sz 一 dim5 ,完全 描述 . 在 LCT) 中 到 一 基底 , 则 每 个 w 可 以 表 
为 整数 的 4 元 组 :二 Ch,…,,), 记 之 为 列 向 量 , 则 可 以 用 整数 
元 答 阵 (4%,) 来 描述 . 


$3 5， 极 大 环 面 与 E, Cartan 定理 


我 们 已 经 看 到 ,使 特征 标 函数 Xi 成 为 6- 模 U 的 不 变量 的 关键 

的 人 性质 就 是 以 下 公式 : 

TrCA) = Tr(BAB-!). 
这 意味 着 对 于 9 和 9 E86, 我 们 有 

Klg) = Klgggr !), 
换言之 ,4 以 共 纯 作用 于 其 本 身上 : 

‘gr° 9 = 1 C9). 

称 为 伴随 作用 Ad( 其 导 映 射 即 6 在 LCG) 上 的 伴随 表示 ). 这 样 各 
实际 上 是 定义 在 轨道 空间 G/Ad 上 的 函数 . 但 这 并 不 是 观察 最 
方便 的 方法 ,因为 6/Ad 一 般 地 不 是 好 空间 . 例如 , 它 很 少 是 流 形 . 
另 - -种 方法 是 找 一 个 子 集 4CC 使 4 与 Ad 的 每 个 轨道 均 相 交 , 亦 
即 4 与 每 个 共 罗 类 {9g19-! gE G} 均 相交 , 亦 即 


G 一 Upga4g-L. 
EC 


4j7 


于 是 办 可 由 它 在 4 上 的 限制 六 14 完 全 决定 ,因此 . 若 4 小 得 人 台 
理 ,讨论 反 就 省 劲 一 些 , 若 4 可 选 为 6 的 一 个 子 妊 就 更 好 ,因为 这 
时 5 也 将 是 一 个 4- 模 . 若 记 些 4- 模 为 U14, 则 显然 有 
¥r|d = Ka 

它 表 示 0- 模 UV 完全 贝 4- 模 器 4 决定 , 若 4 比较 简单 ,例如 为 一 环 
面 群 ,可 能 就 更 易 理 解 . 这 种 思考 当然 需要 有 事实 来 支持 , 但 我 们 
事实 上 已 经 看 到 过 了 ,只 不 这 当时 伦 于 其 它 而 没有 注意 到 办 了 , 回 
忆 一 下 , 丁 群 Uw) 的 对 角 和 矩阵 子 群 TCV (rn) 就 是 一 个 环 面 : - 


| | 


Un) = grg~! Cx) 
就 是 说 任 给 gueE LCw), 必 可 找到 gE UC) 使 g 1go9 成 为 对 角 阵 . 由 
线性 代数 知 , 使 用 总 相当 于 换 基 底 . 所 以 问题 是 已 给 矩阵 4, 可 否 
换 一 基底 使 之 对 角 化 ?我 们 已 知 线性 代数 中 有 一 整套 对 角 化 问题 
的 理论 . 不 论 对 此 理论 知道 多 少 , 人 人 都 知道 任 一 本 矩阵 均 可 对 角 
化 《提示 :还 次 取 固 有 空间 的 正 交 补 ), 即 (* ) 确 实 成 立 . 结果 是 在 
任 一 紧 连 通 Lie 群 6 中 恒 有 一 环 面子 群 TCG 使 得 
G = gi (x) 
这 是 重要 的 E. Cartan 定理 , 它 在 研究 8 的 几乎 一 切 问 题 时 都 起 关 
键 作用 . 对 现在 的 问题 它 则 指出 任 一 复 6- 模 上 5 均 由 其 限制 UI7 决 
定 , 而 了 又 由 权 wj 各 决 定 ,a 一 djimy- 所 以 ml， 也 称 为 G- 
模 5 之 群 . 讲 得 更 形式 一 点 , 令 4(G) 为 复 G6- 模 的 同 构 类 . 于 是 包 
含 映 射 i: 了 一 *G 诱导 出 
1 3 CC) 一 407)， UrU|T. 
E. Cartan 定理 和 特征 标定 理 指 出 i’ 是 一 单 射 .每 个 人 都 应 清楚 ,我 


们 希望 注意 平行 的 Borei 定理 : 
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要 求 下 式 成 立 


i ; H* (BUCR)) 一 > 五 *(B7) 
为 单 射 . 可 能 4(C)C4C 可 以 与 Weyi 群 WW(6) 所 确定 的 元 等 癌 
起 来 . 这 是 什么 意思 马上 就 会 明白 . 

求 Lie 群 的 环 面 子 群 并 不 罕见 或 困难 .现在 要 找 Lie 子 群 4C 
6G( 指 一 般 意义 .注意 即 指 4Ce 作为 抽象 群 是 一 子 群 ,4 有 自己 的 
光滑 构造 使 包含 跌 射 ;: 4 一 >6 记 是 光滑 的 ,所 以 4 的 拓扑 细 于 
相对 拓扑 ). 它 在 环 面子 群 时 是 紧 . 连 通 .Abel 的 ,6 中 总 可 找到 这 
样 的 子 群 ,平凡 子 群 {fe} 即 为 一 例 , 所 以 是 要 找 大 一 点 , 即 是 使 得 车 
4CB8 而 上 8 是 另 一 环 面 ,; 则 4==B.6 中 这 样 的 环 面 称 为 极 大 环 面 ， 
它 总 是 存在 的 ,因为 任意 环 面 于 群 4 的 维 数 必 适合 dim4 志 dimG. 
显然 具有 最 大 维 数 的 环 面子 群 4C6 是 极 大 环 面 . 但 极 大 环 面 不 
可 能 唯一 . 若 4 是 一 个 , 则 显然 其 任意 共生 94g-! 也 是 . 所 以 任意 唯 
一 性 定理 至 多 是 相差 一 个 共 斩 成 立 . 

现 证 一 个 容易 的 事实 . 

命题 14.6 令 TC6G 是 一 环 面子 群 使 得 

6 = Wyre™ Cx ¥) 
成 立 . 这 时 了 是 极 大 环 面 ， 而 且 任 意 极 大 环 面 必 与 工 共 斩 . 

证 先 注意 , 任意 环 面 群 4C6 都 具有 以 下 意义 的 “拓扑 生成 
元 ”对 任意 xzE4, 令 4z》 记 @G 中 由 z 生 成 的 纯 代 数 意义 下 的 子 
群 : z) 一 {zt 是 整数 }， 于 是 有 《zy C4. 若 (x) 在 4 中 币 
就 称 z 为 拓扑 生成 元 , 即 4z)y =4. 第 四 章 中 提 到 7T* 上 的 无 理 流 a(t) 
二 (em,emw) 且 为 无 理 数 时 即 已 见 到 这 种 生成 元 恒 存 在 . 那 时 我 
们 就 说 过 当 上 为 元 理 数 时 , 象 aCR)CT? 为 笛 . 很 显然 (1 ,et) 是 7? 
的 拓扑 生成 元 . 显然 ,对 任 意 维 环 面 都 能 这 样 做 . 

设 4 为 一 环 面子 群 且 TCA4. 取 生成 元 xz€E 4, 由 Cx* x ), 我 们 
有 某 个 gE€G,tET 后 得 

z= gy ! € gyre 
因为 grg™iC6 为 一 闭 子 群 , 我 们 有 
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TCA= x} CC grg-!, 

因为 外 与 g7y-' 维 数 相同 ,我们 有 了 =4=979-! 即 7 为 极 大 . 

车 4 为 任 --- 其 它 极 大 环 面 , 仍 对 某 个 9g€0 有 4CyTg"', 从 而 
因 4 为 极 大 而 有 4 一 979-:. 

这 样 ,(** ) 是 环 面 TCG 为 极 大 的 充分 条 件 . 必要 性 就 成 了 
明显 的 问题 .这 就 是 

E, Cartan 定理 邻 6G 为 一 紧 连 通 Lie 群 ,TCGC 为 极 大 环 面 .这 
时 必 有 

[8 一 879 (x x) 

特别 是 9 中 任 两 个 极 大 环 面 必 互 相 共 孝 《命题 14. 6). 其 公共 维 数 
称 为 @ 之 秩 , 记 作 rank(G).， 

定理 证 法 不 引 一 种 而 各 需 若干 预备 知识 ,所 以 我 们 暂 不 详 述 ， 
我 们 宁可 再 讲 -下 其 含义 . 由 Schur 正 交 关系 ,一 个 复 8- 模 可 由 其 
特征 标 沼 数 XX : G 一 xC 决定 .由 (x ) 和 :之 不 变性 Xs 可 由 其 
在 一 个 极 大 环 面 了 TCG 上 的 限制 称 |7 诀 定 , 因 和 |7=%wIir 是 7- 模 
217 的 特征 标 函 数 , 所 以 G- 模 上 可 完全 由 了 7 了 - 模 UT 决定, 面 后 者 
又 可 由 权 (w,…,w) 完 全 描述 .我 们 还 有 17 和 (Cw) 之 间 的 关系 


XulexpX) 一 ezawCD ， 


XE LC7). 这 一 切 都 很 好 ,可 惜 讲 的 是 复 表示 而 最 自然 的 表示 划 是 
实 的 . 所 以 我 们 还 得 再 作 一 些 事 ,所 幸 并 不 太 难 . 


§ 6. 实 表示 


因为 现在 沉 仔 细 区 别 实 的 复 表示 ,所 以 把 $4 再 复习 一 下 看 
一 看 复 域 用 于 何 处 还 是 好 的 . 首先 ,Schur 引 理 和 简单 模 分 解 的 唯 
一 性 在 任意 域 中 均 成 立 . 特别 是 相 消 律 在 G- 模 4C6) 中 成 立 ， 
BA=VOASU0=T. 
这 与 矢量 从 情况 很 不 一 样 ,后 者 在 4(0) 中 没有 稳定 现象 . 不 同 C- 
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模 的 坐标 函数 的 焉 交 关 系 在 实 G- 模 中 仍 成 立 , 只 不 过 内 积 自 然 应 
‘gp¥} = [peoywceya, 


9 光 是 实 函 数 , 它 也 可 看 成 是 复 函 数 的 特例 :#% 一 多 复 域 起 本 质 作 
用 之 处 只 有 命题 14. 3, 其 中 用 到 固有 值 . 由 命题 14. 3 可 得 以 下 事 
实 : 即 复 简单 了 - 模 U 为 一 维 的 ; (各, 向) 二 1 以 及 i 可 以 决定 5 以 
上 就 是 我 们 需要 进一步 考察 的 复 结果 ， 

和 矢量 从 一 样 , 实 0- 模 也 可 复 化 . 记 住 ,车 5V 为 实 矢量 空间 ， 
其 复 化 to 即 一 矢量 空间 

Uc= VOUV, 
其 中 并 赋 以 复数 乘法 ， 
ji(ay 2) 一 【一 全) 
显然 , 若 乙 为 一 实 G- 模 , 则 4 的 作用 
9(Czy7) = (gu,gv) 
是 复线 性 的 .ze 再 赋 以 上 述 8 的 作用 即 定义 为 的 复 化 . 

只 要 略 去 典 数 乘法 , 则 任意 复 6- 模 均 可 看 作 实 6- 模 . 为 了 提 
醒 这 一 点 ,我 们 把 所 得 实 6- 模 记 作 .由 Vc 之 定义 易 见 ,对 任意 实 
G- 模 上 有 

Uc 一 几 申 小 
特别 是 ， 两 个 实 0- 模 U,V 为 同 构 iff 其 复 化 Uc ,Ve 为 同 构 . 

车 为 一 实 G0- 模 ,《e,,… ,e,) 为 其 基底 , 则 它 ( 亦 妈 Ce ,0),… 
《e.,0)) 也 是 re 之 基 . 特别 是 实 6- 模 UU 与 复 ea Xo 
相同 且 为 实 值 的 . 由 此 立即 可 得 

命题 14.7 实 6G- 模 U,V 为 同 构 if 其 特征 标 函 数 各 ,Xr 粗 等 
特别 , 实 G- 模 UV 也 可 由 其 在 极 大 环 画 TCG 上 的 限制 U1T 决定 ， 

令 0 为 一 复 G- 模 ,车 U=V。,y 为 实 G- 模 ,我 们 已 看 到 必 为 
实 的 , 即 如 = 罗 . 这 条 件 也 是 充分 的 , 为 证 明 它 ,定义 共 生 G- 模 可 
为 5 之 共 元 矢量 空间 , 即 其 中 数 苹 定 义 为 
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而 6 作 几 相间 ,车 (a (on) 是 出 蘑 基底 (ei.…ve,) 定 义 的 矩阵 , 即 
一 > eu(g)eny 
则 此 关系 也 可 写 为 
ge, 一 3 Qu(9) 。 el 
这 显然 意 际 着 并 = 名 , 设 姑 = 和 抠 ,; 则 有 如 =V, 亦 即 有 一 辣 构 p:U 
一 > 记 此 映射 为 


Pu) = 了 
则 产 ee 和 | 2 
型 一 9(za) 一 xz。g(z) 一 天. 


TH 一 人 私下 一 人 和 一 一 寺 ， 
它们 是 已 的 实 子 6- 模 , 容易 验证 
Bo Vt) gr Cio 二 
是 一 辣 构 ,4 一 + (7-)。 也 是 .因为 作为 实 C 模 有 六 = TY 四 广 ， 
我 们 有 
命题 14.8 复 G- 措 UV 是 某 实 0- 模 FV 之 复 化 Ve,iff Xv 二 为 为 
实 值 ( 这 时 知 = 各) ,一 般 地 ,对 于 任 一 复 6- 模 U, 我 们 有 
Uz = UBU. 
现在 容易 描述 简单 实 7- 模 了 , 令 U 是 这 样 一 个 模 . 可 将 其 复 
化 Ui 写 为 简单 复 7- 模 之 和 . 因为 pe = Uc ,Us 之 分 解 必 为 以 下 形 
状 : 
= Sime, 十 如) 十 Der ， 


,是 简单 复 了 模 ， i 太夫 也 ,而 当下 时 以 一 
鳌 入 时 总 全 5 及 和 以 + D 1 科 i 生 必 都 是 自 共 驾 的 ， 故 有 


Uo= D2 )e+ 2 je 
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,是 实 G- 模 . 因 运 算 c 是 一 对 一 的 ,我 们 有 如 = Bmb, 十 jnv,， 
t= ye 上 十 ! 

车 为 简单 的 , 它 只 含 一 项 . 有 两 个 情况 : , 

(1) Ye 二 VU 是 简单 的 自 共 轿 的 . 记 住 次 可 写 为 四 (aa) 

eg 证 (Zs, 为 整数 . Xr 为 实 只 有 一 切 扩 = 0 才 可 能 . 这 时 U=C 


且 有 平凡 的 作用 .这 时 Vv 是 实 直线 并 赋 以 平凡 的 作用 ， 
(2) Fe 一 1 四 了 县 口头 玉 令 o 为 避 之 权 . 有 
zr (expX) =Xu (expX) + Cexpk) 
ee mIc0s 2n0(X). 
我 们 也 知道 dimaf = dimeV。 = 2. 可 用 2 X 2 矩阵 来 表示 了 在 民 上 
的 作用 : 
T—>0(2),， 


cas(2noC X)) sin(2nw(X)) 
expX 一 
SiN(2nw(X)) cos(2nw(X)) 


也 以 2cos 2xw(X) 为 特征 标 . 故此 作用 必 为 以 故 有 

命题 14.9 ”简单 实 个 - 模 或 为 赋 有 平凡 作用 的 实 直 线 , 或 为 
(2) 型 的 2 维族 转 丽 以 非 8 权 ww 来 刻画 . 

贝 这 些 结果 ,我 们 义 得 到 了 实 7- 模 的 完全 的 表示 , 它 仍 可 由 
一 组 权 Ceo ,oj，…) 来 表示 . om 是 零 权 , 相 应 于 平凡 的 子 模 U6 忆 
局 其 维 数 任意 . %,… ,om 中 的 任 一 个 都 是 相应 于 二 维 不 变 子 模 以 
Ct 的 非 零 权 . 06 就 是 6 在 VU 上 作用 的 不 动 点 集 . 特别 是 ,我 们 恒 有 
ddim 一 dimUo 一 24 为 个 ,而 我 们 需要 + 个 权 来 刻 通 它 . 


$ 7. 根 与 Weyl 群 


我 们 可 把 $ 6 的 结果 应 用 于 任 一 Lie 群 都 有 的 一 种 自然 表示 . 

记 住 对 每 一 个 g € G6, 均 有 群 9 上 的 内 自 同 构 :z+ 一 9zg~1. 它 定 

义 了 G6 在 其 自身 上 的 伴随 作用 ,e 处 的 导 映 射 zL 是 Lie 代 数 L(G) 上 

的 非 兴 线性 映射 . 所 以 gt 一 ”dl 是 6 在 矢量 空间 L(G) 上 的 一 个 表 
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东 , 称 为 伴随 表示 . 设 Y 了 C6 是 极 大 环 面 ,由 6,L(G) 可 分 裂 为 一 
平凡 7 模 ho 利 一 组 由 非 零 的 权 ww : LC(T) 一 >R 所 描述 的 二 维 实 
简单 了 模 之 和 和 ， 

zt6) 一 市 四 4 四 … 中 必 . (x#) 
这 些 与 6 的 伴随 表示 相关 的 权 (o or 称 为 “ 根 ” 它 们 与 io 一 
起 完全 措 述 了 6- 模 志 2). 事实 上 .它们 完全 决定 了 Lie 代数 L(G) 


， 的 构造 . 这 一 点 暂时 不 讲 , 只 讲 一 些 结论 . 现 记 di, 二 Ad(9g). 于 是 有 


Ad :1 0 —* OLCLCGY)). 
因此 可 取 其 导 映 射 4(Ad) 二 ad, 并 有 以 下 图 式 : 


ad 
LG) —— L(GL(L(G))) 


ol | 


Ad 
[4 GL(L(G)), 


同 态 ad 称 为 Lie 代 数 L(9) 的 伴随 表示 , 上面 虽然 引进 了 很 多 记号 ， 
事情 其 实 并 不 复杂 . 对 每 个 X L(G),ad(X) ; LCG) 一 > L(G) 是 
一 线性 映射 .ad 保持 Lie 代数 运算 , 即 
adf X,Y =ad(X)ad(F )—ad(Y )ad(X) 
=—[ad(X),adCX)1. 

事实 上 线性 映射 aagCX) 很 容易 算出 来 . 

(1)” 因 刀 是 一 导 映 射 ,ad(X) 可 这 样 计算 , 取 中 曲线 上 Fr 一 ~ 
exp(tX) ,应 用 Ad 即 得 GLCLCGO)) 中 的 一 曲线 上 一 AdCexp(CtX)7). 
然后 定义 


ad(X) = AdCexp(tX)) oo. 
所 以 对 了 上 E LCG) 有 
adCX) CY) = 夺 AdCexpCtX)) CF) lo. 


(2) ” 因 Ad(exp(tX)) 也 是 导 映 射 , 计 算 AdCexpCLX))Y 时 也 可 
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取 5 中 曲线 5 一 exp(s7) ,应 用 iyiwy 又 得 一 其 线 
PF’ Sm lon (exp(sH)) = exp(tX)explsY ) (exp(tK)) -1. 


然后 Ad(exp(tX))(7) 一 | 0. 
(3) ”联合 (1),(2), 我 们 有 


ad(X)(Y ) = exp(tX exp(sY) (exp(iX))-!] [a 


(4) 但 在 第 五 章 中 已 讲 了 怎样 把 上 式 展 为 Taylor 级 数 ， 
expltX)exp(sY )exp( —iX) =exp[sY [X,Y jst+-…]. 
故 有 
ad(X)(7) 一 1X 了]. 

这 就 是 L(G) 中 的 括 弧 运算 . 

应 用 此 结果 到 LCG) 作为 7- 模 通过 伴随 表示 所 得 的 分 解 (TC 己 
4 是 一 环 面 ): 

L(6) = BD. 

当然 不 论 了 是否 极 大 ,这 种 分 裂 总 是 有 的 .所 以 我 们 暂时 设 工 Ce 
是 一 任意 环 面 . 

记 住 4 是 权 ow 的 根子 空间 ,4 则 特 留 给 权 零 w= 0. 这 就 是 说 
对 XE LT) 与 YE€ Ho。 有 

dep (上 》 一 了 
对 t 求 导 并 令 t = 0, 按 上 面 的 计算 有 
ad(X)(Y)=[X,Y]=0. 
换 句 话说 ， 
={YEL(O) HE 一 0 对 一 切 XELCT)) 
是 二 (7) 的 交换 子 . 这 可 对 L(0) 的 任意 子 代数 定义 , 其 本 身 也 是 一 
个 子 代数 ,由 Jacobi 恒等式 易 证 . 因 L(T) 是 Abel 的 , 故 5(?) CC ho 
若 有 YE€ 4 但 区 工 (T), 容 易 看 到 ,LT) 和 和 YY 生成 的 子 空间 到 = 
《LC(T),Y》 是 一 Abel 于 代数 , 故 它 生成 一 Abel 子 群 H 少 T.H 严格 
大 于 7 了 ,因为 dimH = dimKk > dimL(T) = dimT. 故 若 了 为 极 大 , 则 
向 于 4(T). 其 道 也 易 见 .所 以 ,L(G) 可 分 机 为 LCT) 和 相应 于 非 零 
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权 由 的 二 维 子 空间 不 之 和 
LOO=LO)®D LBB A 
这 一 事实 刻 鲁 了 了 之 极 大 性 . 特别 是 流 形 0/7 为 偶数 维 . 
也 很 容易 在 4 上 计算 ad(X》. 记 住 在 4 上 有 
cosC2nwe (EX)) sin(2n0, (LX)) 


df exscex) = 
—sint2no, C(tX)) Cos{2nw (tCX)) 


再 对 上 微分 , 令 ! = 8, 并 记 住 是 线性 的 ,我 们 有 


0 2nco.(X) 
ad{X)= 


— 2noC xX) 0 
事实 上 ,在 L(G) 的 复 化 中 看 这 一 点 还 更 清楚 . 记 住 (4,)e = 4 国 九 
即 分 解 为 一 维 的 复 7- 模 ( 仍 记 为 4;) 及 其 共 锯 机 之 和 .在 履 上 有 
dopen 一 em"%4 微分 后 ,我 们 得 到 
ad(X) 二 2wiwA(X) 在 4, 上， 
adk) 一 一 2niw,(X) 在 A, 上. 

换言之 ,4 和 妨 是 相应 于 固有 值 士 %,CX) 的 固有 空间 .将 LCG)。 分 
裂 为 L(T)。 和 4s,4, 可 对 XE 上 (7) 将 所 有 线性 算 于 ad(X) 同 时 对 
角 化 .在 Lie 代数 特别 是 复 Lie 代数 的 代数 理论 中 , 邯 不 问 它们 是 
否 来 自 某 个 Lie 群 ( 虽 然 Weyl 的 一 个 定理 指出 许多 Lie 代数 确 来 
自 Lie 群 ), 也 想 作 出 这 样 一 个 分 解 . 相应 于 LC(T) 的 部 分 称 为 Car- 
tan 子 代 数 . 

为 证 明 Cartan 定理 还 需要 一 点 东西 , 即 Weyl 群 . 记 住 对 于 西 
群 U(n) ,Weyl 群 就 是 由 那些 使 共 辆 运算 二 保持 对 角 阵 子 群 了 C 
Un) 不 变 的 g& 5 所 成 的 去 换 群 . 这 显然 可 以 推广 到 任意 Lie 群 
G. 令 TCG 为 极 大 环 面 . 考虑 

MT)= {gE€EG) f(T) 一 979-! = T}, 
并 称 之 为 了 的 正规 化 于 . 它 显 然 是 6 的 闭 子 群 ,正规 化 于 可 对 竹 
意 环 面 TCG 乃至 对 任意 子 群 HCCG 来 定义 . 它 是 6 中 使 总 为 其 
正规 子 群 的 最 太子 群 , 正规 化 于 一 词 即 册 此 而 来 . 故 有 商 群 NCT)/ 
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2. 然而 了 CC 为 极 大 环 面 一 事 有 一 些 重 要 推论 . 
今 Aut(7) 为 了 的 自 同 构 群 ; 即 
Aut(7T) 一 {plp :7 一 > 7 为 同 构 }. 
我 们 知道 这 个 群 是 什么 样子 .车 T=S5iX…X5 而 Pj:T 一 5 


是 z 到 第 ;个 因子 的 投影 , 则 9 可 以 由 w :7 -一 -7 -一 8 决定 . 
但 wm 只 是 一 个 权 而 且 是 一 个 整数 的 关 元 组 从 = djim7), 于 是 om 可 用 
kX 整数 矩阵 Co%4) 来 表示 . 换言之 ,Aut(7) 就 是 上 Xi 整数 单 模 矩 
阵 之 群 . 困 和 矩阵 之 元 为 整数 ,此 群 必 为 离散 的 . 特别 是 ,Aut(T) 完 全 
不 连通 ( 即 每 个 连通 分 支 只 是 一 点 )、 

有 一 个 自然 的 同 态 

和 由: AT) 一 一 Aut(Z) 
即 g 一 一 六 今天 一 ker@, 即 
= {gE A |gt= 妇 对 一 切 !E€ 了 成 立 }. 

它 是 了 在 CT) 中 的 交换 子 . 由 上 上 所 述 N(T})/K 完全 不 连通 . 一 个 
简单 的 点 集 论 事实 是 此 时 K 必 包含 NRCT) 之 得 等 分 支 Ko 《否则 ， 
连通 集 NNo/A(MNo 站 RK)CNCT)/K 将 多 于 一 点 . ) 现 在 TCNCT) 是 连 
通 的 , 故 TCYo 但 NoCEK 却 指 对 :ET 和 gENs 有 gt 二 ty, 这 又 意 
味 着 对 XEL(T) 和 YELCNo) 有 [X,Y 了 Yj]==0, 亦 即 LCNoO)Cho. 若 T 
C6 为 极 大 , 必 有 上 (7T) 一 LN ,从 而 7 一 Noe 即 R() 之 恒 等 
分 量 . 

再 回忆 一 -个 简单 的 点 集 论 事实 ,在任 一 拓扑 空间 XX 中 ,分 支 C 
CX 必 为 闭 集 . 但 车 XxX 为 局 部 连通 ,C 也 是 开 的 , 因为 Lie 群 总 是 
局 部 连通 的 , 恒 等 分 支 G6C6 既 开 又 闭 , 从 而 空间 C/cs 是 离散 的 
( 即 每 一 点 为 一 开 集 ), 现 六 (7) C6 为 一 闭 子 群 , 故 为 一 Lie 群 . 由 
前 所 述 , 和 (7T)/T 是 离散 空 则 , 但 车 6G 为 紧 , 这 一 点 我 们 总 是 假设 
了 的 ;NCT)YT 也 紧 . 紧 离 散 空 间 是 有 限 集 . 故 当 TCG 为 极 大 环 面 
时 , 群 MCT)/T 是 有 限 群 , 称 为 G 之 weyl 群 , 记 作 灰 (C)， 

因 7 为 可 找 的 ,TCker$, 故 有 同 态 
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:HO = NT /Te Aut(T), 
即 是 说 上 (6) 可 通过 4 作用 于 7. 它 其 实 是 一 个 霸 入 ,这 是 Cartan 
定理 的 捧 论 , 即 =kerw, 或 由 ( 们 有 效 地 作用 于 7 上. 证明 如 下 : 
若 goE€EN(T) 在 kerP 中 , 则 对 -- 切 1ET,9ot 二 tg6o, 所 以 由 go 和 了 生 
成 的 闭 子 群 菇 是 Abel 群 .车 7T 和 仍 为 极 大 的 ,T 二 #6 是 异 等 分 支 而 
H/T 是 有 限 的 , 即 gET 对 某 整 数 上 成 立 . 这 表明 ,后 /7 作为 由 [9oj 
生成 的 群 是 循环 群 . 稍微 修改 一 下 关于 全 的 拓扑 生 成 元 的 证 明 即 
知 #H 有 一 拓扑 生成 元 :如 = 《zo). 若 Cartan 定理 为 真 , 则 有 某 个 g 
使 meE grg- ,从 而 mE os 一 但 我 们 又 知 了 CT 一 人)C979 :所 
gE 979 一 了 
Weyi 群 对 于 伴随 表示 二 (2) 的 分 解 也 有 推论 . 记 住 ,对 复 化 的 
Lie 代数 LC0)。 作为?- 模 我 们 有 
LD = LTB HBB 
《对 实 Lie 代数 也 可 由 此 得 :~ 分 解 ,这 很 容易 对 付 ), 1 是 权 为 由 的 
根 空 间 , 即 对 YE 4,,XEL(T) 有 
doox (YF) = eo, DY. 
令 2EPC6) 由 9 各 ACT) 表示 ,可 定义 新 的 线性 形式 6,: 
wexp¥) = wg !(expy}g) 
《 它 只 依赖 于 入， 了 地 可 以 定义 一 个 新 的 矢量 : 
了 = DY 
《我 们 不 问 了 是 否 依赖 于 "的 选择 )，、 于 是 由 入 (T) 的 定义 我 们 有 
9 '(expX)g = expXi 
对 某 个 .ELCP) 成 立 ， 国 此 
dps(¥) = doprx * dy = devons(Y) 

一 ix (YF) = Al, dlowx, CY) 

= dl,(e%TVY) 一 evo, 

一 ez exp YY = e250, C0) 闻 ， 
这 说 明了 是 w 的 -- 个 转 有 矢量 ， 所 以 信也 可 以 作为 一 个 权 ， 但 
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www 已 是 所 有 的 权 , 所 以 有 某 个 :使 沁 一 ww 换 言 之 ,WCC) 
可 以 看 成 是 权 之 集合 上 的 置换 群 . 因为 当 由 一 0 时 显然 四 一 0， 
PH(G) 将 一 切 非 零 权重 新 排列 . 这 一 作用 的 详细 分 析 是 Lie 代数 的 
构造 理论 的 关键 思想 . 


8 8. E. Cartan 定理 


现在 可 以 证 明 重 要 的 E. Cartan 定理 了 . 
定理 邻 6 为 紧 连 通 Lie 群 ， TCG 为 极 大 环 面 ， 则 
G 一 昌 979 

证 明 的 计划 如 下 : 已 给 gE€0， 有 障 集 空间 上 的 左 平移 5: 6/ 

?7 一 4/T， 若 局 有 一 不 动 点 ， 即 有 goEG 使 
ggoT = 907 ， 
即 有 某 导 7 使 py 一 9ot, 这 就 正 表 示 gE€ goT951'. 所 以 定理 归结 为 证 
明 每 个 五 均 有 不 动 点 .为 此 同 想 我 们 已 有 Lefschetz 不 动 点 定理 : 
若 Lefschetz 数 上 上 (1) 一 之 (一 1)Tr C7 )' 非 9, 则 5 有 不 动 点 . 
这 样 做 的 好 处 是 诱导 映射 Ly 在 出 伦 下 不 变 . 因 G 为 连通 , 所 以 所 
有 上 均 为 向 伦 ， 这样 只 需 看 一 个 特殊 的 .例如 取 "一 恒 等 元 e， 
有 妃 二 1 而 
LL) = (G/T) 

即 CA7 的 Euler 示 性 数 . 但 这 没有 什么 用 ,因为 我 们 不 知道 怎样 计 
算 x(G/T). 工 当然 有 不 动 点 (G/T 之 一 切 点 ). 但 因 Lefschetz 定理 
之 逆 不 一 定 对 ,由 此 得 不 出 LC(L,) 关 0, 所 以 我 们 的 想法 是 不 用 g= 
e 而 作 另 外 适当 的 选择 使 能 计算 LCL). 为 此 需要 回顾 一 下 第 十 一 
章 中 关于 相交 数 的 讨论 . 回忆 起 若 N,N 为 定向 流 形 M 的 两 个 定 
向 子 流 形 ,其 维 数 孔 补 , 即 dm 十 dimNs 二 dmMM, 必 有 一 整数 尺 ， 
* Ns 称 为 相交 数 . 相交 数 有 两 种 计算 方法 : 

《1) ”从 几何 上 说 ,车 N,Ns 相互 位 置 很 好 , 意 即 车 PE Ni 站 
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和; 则 切 空间 ToCNY1) .YeCNz) 张 成 To( 避 儿 即 所 谓 模 截 相交 ). 我 们 
指定 一 指标 (了) 二 土 1, 视 (XY 之 定向 ) 其 后 再 添加 (NX; 之 定向 )= 
土 (M4 之 定向 ) 而 定 , 车 只 有 有 限 多 个 交点 P,… ,Pi 且 全 为 模 截 ， 
出 规定 
Ni Ns = De(P,). 

{2) 从 代数 上 看 ,包含 映射 5 :一 一 允 和 训 : Na 一 > 开 
给 出 两 个 同调 类 站, [as [N21;[N1j,[Nzj 是 NN 和 i 的 基本 
类 . 由 Poincaré 对 侦 性 ,这 又 给 出 两 个 上 向 调 类 上 ,Am. 于 是 

Ni Ns = (pp LCM]). 

第 二 种 作法 的 好 处 是 入 ,， 入 恒 育 定义 而 不 问 它们 是否 横 
截 ,我 们 甚至 可 以 讨论 自 交 A， NA. 二 者 并 无 矛盾 , 自 交 就 是 用 同 
伦 稍 徽 变 动 Y; (使 4 不 变 ) 而 保证 原来 的 象 与 新 的 象 横 截 ， 

子 流 形 入 CM 的 Poincaré 对 个 x 订 用 Thom-Pontrjagin 构造 作 
出 , 令 六 为 在 嵌 中 的 一 管状 邻 域 ,* 可 以 与 X 在 中 的 法 丛 等 
同 . 故 有 Thom 同 构 p: HG)>HMO ,1) WdimM 一 dimN.il 是 
一 个 复合 

p 切除 
于 :KR > HV AV HM M — A HCNM). 

县 j= (1). 

我 们 已 在 4: CMX 4 为 对 角 集 的 特例 下 做 过 这 件 事 ， 在 
那里 ， 我 们 算出 了 

《441(1) LE 一 XCN) 
是 好 的 Buler 示 性 数 〈( 第 十 一 章 31)， 另 一 方面 ，x 二 4{1 (1) 是 
4。 (MM) 在 型 X 好 中 的 对 偶 、 所 以 
CA 41D LU 一 《ds[M]) = Car pM xX Ml) = CNM). 

合并 以 上 各 点 ， 即 知 Lefschetz 数 上 (ZL) 是 

二 《5)》 一 三 (DL) 一 2 (G/T) = (G/T) X (G/T) 中 对 角 集 
之 自 交 数 . 

现在 用 (1) 中 的 方法 来 计算 这 个 相交 数 . 先 作 对 前 集 
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4 AT 一 (AT) X (CA7)， 
给 出 4 以 左 平移 如下: 
4 = {Lr)) Nr € G/T), 
即 ,之 图 象 . 我 们 要 仔细 选取 9 使 4 与 4 有 无 限 的 横 截 相交 , 设 
在 极 大 环 面 了 中 取 9 一 性 了 点 
PP 一 go 和 4 门 4 
只 不 过 表示 gi'tgo€ET. 故 若 恰 了 是 一 个 拓扑 生成 元 ， 则 9e795 
了 或 wmE 多 (6G)， 其 道 也 真 ， 故 对 生成 元 4ET 有 
4 站 4 二 WC) 

与 Weyl 群 一 一 对 应 ， 故 它 为 一 有 限 集 . 

最 后 一 步 是 确定 可 得 横 截 相交 并 计算 其 局 部 指标 ， 为 此 ， 我 
们 先 注意 因为 G/ 上 的 左 平移 都 是 保持 定向 的 ( 均 同 伦 于 异 等 
上 映射》 微分 同 肛 ， 在 某 一 点 发 生 的 事 都 完全 在 其 它 点 重 现 ， 特 别 
是 若 一 个 交点 是 横 截 的 , 革 它 点 也 是 ,而 所 有 局 部 指标 均 同 号 . 所 
以 只 要 看 一 个 相交 点 就 够 了 ,例如 看 eo 二 (ee). TC1) = {usu) | 
和 IO ) ,TA4) 二 {udLe) |u€ PA(G/T)} . 非 模 截 就 是 这 些 
空间 有 非 0 交 ， 即 有 zzx#0 使 

dL 一 HH 

所 以 我 们 所 需 的 条 件 即 dL 不 以 1 为 加 有 值 . 注意 ， 7;(G/T) = 
TA(G)/T.AT) 二 L(G)/LCT)Y, 由 于 分 解 ， 可 将 T.CG/T) 与 TAG/T) 
二 名 … 外 扩 等 同 起 来 ， 即 非 0 权 空间 4 之 直 和 .再 由 图 式 


六 


和 一 一 
4 
G/T G/T 


br 


可 知 , 为 了 计算 aL 只 各 在 4 CG) 上 计算 上 4 再 投影 到 了 (6/7) 上 
去 .但 我 们 完全 知道 怎样 去 做 ， 每 个 4; 都 是 不 变 的 ， 在 其 上 
. ee ( cos(27nw,(X)) ed 
一 sin(2r@,(X)) cos(2nw,(X)) 
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这 里 上 一 expX， 所 以 
detke — 1) 一 (cos(2ho(X)) 一 上) 十 Sin2k27o(z)) 
= 2(1 — cos(2nw,tX))). 

所 以 .我 们 需要 的 条 件 就 是 : 对 所 有 二 1，2,，*…'， RR，@,( 守 ) 天 
整数 . 因为 方程 mw (X) = 整数 正 是 一 超 平面 的 平移 面 只 有 有 限 多 
个 w,, 所 堆 可 以 找到 :EY 避 并 所 有 这 些 超 平面 .附带 说 , 这 些 点 
称 为 正规 点 . 所 以 了 中 正规 点 集 为 开 且 在 了 中 笛 . ) 注意 了 之 ( 拓 
扑 》 生成 元 也 成 一 稠密 集 〈 即 是 “无 理 点 汶 ， 所 以 可 以 取 一 生成 
元 上 同时 也 是 正规 点 . 这 就 给 出 了 所 需 的 一 切 . 注意 , 我 们 还 得 出 
了 一 重要 推论 ， 

定理 Weyl 群 W (6) 之 阶 等 于 流 形 G/7 的 Euler 示人 性 数 . 

例如 设 6 一 上 (an)， 我 们 已 看 到 WwW (G) 至 少 包 含 了 于 坐标 的 
置换 ( 即 7* 在 c" 上 的 自然 作用 的 权 之 集 ). 故 有 | 由 5GZT) | 之 1 
另 一 方面 ， 我们 在 上 一 章 已 算出 了 1 (x) /7 的 Poincaré 多 项 式 是 

PO RT = C—O A) Co) 一 旦 7 

一 《1 十 刀 )C1L 十 并 十 共和 (1 十 攻 
十 …' 十 7?) 

《 风 Borel 定理 之 证 及 子 群 序列 个 一 0.C…CG6 一 6G)， 攻 有 

YA = POU/T, 一 上 一 2 .3 一 1 
由 此 可 知 W (Qi (nr)) 就 是 CO (n) 坐标 之 置换 群 . 


$ 9， 其它 评述 


我 们 已 经 看 到 ， 从 一 开始 就 使 紧 Lie 群 本 质 上 更 为 简单 的 基 
本 事实 是 不 变 积 分 ,所 以 非常 希望 知道 它 能 否 推广 到 其 它 群 上 . 答 
案 是 肯定 的 . 在 任意 局 部 紧 群 上 有 所 谓 Haar 测度 给 出 一 种 不 变 积 
分 ， 我 们 最 感 兴趣 的 无 论 如 何 还 是 紧 群 ， 因 为 特征 标 通常 没有 紧 
支 集 ， 不 变 积分 可 以 相当 直接 地 作出 面 不 必 求 助 测度 论 或 光滑 性 
的 考虑 ， 这 一 点 详 述 于 Pontriagin 的 书 中 (中 译本 第 五 章 ). 
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因为 每 个 Lie 群 都 有 相关 联 的 Lie 代数 ， 所 以 希望 对 Lie 代数 

的 表示 也 有 平行 的 代数 理论 ， 在 计算 伴随 表示 时 我 们 已 看 到 了 一 
点 . 给 出 定义 当然 是 容易 的 . 记 住 , 对 于 矢量 空间 Y, 到 其 自身 的 
线性 映射 之 集 ( 即 自 同 态 空间 ) 5 (VY) 在 以 下 的 括 绒 运算 下 是 一 
Lie 代数 

[4,B81]=A.B—B. 4, 
“。” 表 示 复 合 . Lie 代数 上 的 表示 就 是 对 某 一 矢量 空间 的 Lie 代 
数 同 态 : 

oa; Lo EC(V). 

这 件 事 的 另 一 个 说 法 是 元 素 xzE 工 作为 一 个 线性 映射 作用 在 了 上 
并 适合 以 下 条 件 : 

[zy = rye) — yxu), 
注意 ， 对 于 G 二 OL (7), L(G) = (1)， 所 以 每 个 群 表 示 pp : C 
一 >GL 《VW) 者 诱导 出 一 个 Lie 代数 表示 , dp : 上 (90) 一 >B(V), 并 
使 以 下 图 式 为 可 换 : 


L C0) — vp (CV) 


Exp tx 


EC 一 -一 GL (Vv). 
因为 ve 局 部 地 决定 p， 而 若 6 为 连通 ， 又 可 整体 地 决定 mw， 我 们 
知道 ， 两 个 群 表示 为 同 梅 iff 其 相关 的 Lie 代数 表示 为 同 构 ， 另 一 
方面 我 们 又 知道 sp 只 能 局 部 地 保证 wp 存在 ,所 以 我 们 会 猜想 到 一 
个 Lie 群 G 的 Lie 代数 的 所 有 表示 不 一 定 都 来 自 C 的 表示 . 同一 件 
事 换 一 个 说 法 : (4G) 的 一 个 表示 只 是 一 个 “无 穷 小 ”表示 , 不 
一 定 可 能 抠 它 “积分 ”成 6 的 一 个 整体 表示 .甚至 在 最 简单 的 情 
况 下 也 会 毅 到 这 种 现象 令 L=L (S51), F 二 C0! 从 而 8 (F》 一 Cl. 
因为 圭 和 加 (VY) 都 是 平凡 的 Lie 代数 ， 一 个 表 承 ea: 了 一 > 互 《7 
只 是 一 个 线性 映射 。 特别 可 以 取 a (z) = 二 (1/2》z. 但 是 找 不 到 
一 个 群 表示 pg : S81 一 Cc! 使 ip 二 a， 因 为 我 们 知道 p (x) 一 过 只 
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对 4 为 其 个 整数 成 立 (9 是 权 ). 

若 4 为 单 连通 ， 旭 在 与 上 (8) 的 表示 之 间 有 一 一 对 应 ， 但 
即 在 那里 ， 至 少 就 我 们 的 理论 在 本 章 中 绕 开 的 程度 而 言 ， 群 的 理 
论 比较 简单 而 自然 (例如 有 权 ), 所 以 群 的 理论 对 代数 理论 的 影响 
更 火 测 不 是 相反 .wey!l 的 结果 就 是 一 例 ， 从 群 的 观点 看 来 ， 紧 群 
的 人 情况 是 最 有 利 的 ， 于 是 有 了 一 个 问题 ， 何 时 Lie 代数 上 是 一 紧 
Lie 群 6 的 Lie 代数 ?这 样 的 Lie 代数 也 称 为 紧 的 (还 能 叫 什 么 呢 ?) 
这 里 有 一 个 来 自 群 的 考 碟 的 纯 代 数 的 判 据 ， 令 了 为 一 0- 模 ，(。， 
" 〉 为 一 不 变 内 积 ， 即 《gu，g2) 二 (uv), 令 9 一 exp tX 并 对 下 
式 在 ==0 处 求 导 : 

{CXP (EX) uexp(tK) 4) = (uy,0) 
即 得 
《Xaz)》 二 (Cu, Xo = 0, XE Luv EV, {1) 
着 从 任 一 二 模 V 开始 ， 内 积 《，，，》 当 (1) 成 立时 也 称 为 “不 
变 ” 的 《部 在 “无 穷 小 ”意义 下 不 变 )， 任 给 一 Lie 代数 二， 恒 有 
伴随 表示 : 
L——rb (LL),. rradzr 
《adz) (x) 二 [z，uj. 于 是 得 一 定理 ; 为 紧 iff 它 有 一 在 伴随 作 
用 二 不 变 的 内 积 ， 即 有 
[zzz 十 《afz,o]) 一 10. 

在 任 一 Lie 代数 上， 均 有 一 自然 的 不 变 双 线性 形式 称 为 

Cartan-Kiliing 形式 
A(ry) =— Tr(adr » ady) 

(这 是 Lie 代数 理论 的 第 一 个 真正 的 代数 思想 ). 它 是 不 变 的 , 但 不 
一 定 是 内 积 ， 即 不 一 定 正定 。 例 如， 车工 是 平凡 的 使 adz 二 0， 则 
当然 有 大 三 0. 车 天 为 一 内 积 就 好 了 , 这 样 的 工 称 为 半 单 的 . 所 以 ， 
若 我 们 熟悉 紧 群 理论 ， 最 适宜 讨论 的 类 就 是 半 单 Lie 代数 ， 

因 为 表示 论 是 讨论 的 线性 映射 ， 有 固有 值 是 方便 的 、 因 此 我 
们 时 常 先 讨论 复 表 示 . 由 群 的 观点 看 , L(G) 总 是 实 的 ,除非 复 化 ， 
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但 在 讨论 Lie 代数 时 ， 我 们 可 以 从 复 Lie 代数 开始 . 因为 无 恒 为 
〈《 复 ) 双 线 性 的 ， 它 决 非 Hermite 内 积 ， 划 至 尽管 它 是 非 异 的 ， 然 
而 车 玉 为 非 异 仍然 是 很 好 的 , 我们 仍 称 这 种 忆 是 半 单 的 . Weyl 的 
-个 令 人 吃 售 的 结果 是 , 对 任 一 复 半 单 Lie 代数 工 , 必 有 一 紧 单 连 
通 Lie 群 8, 使 te (2) 二 KL， 所 以 在 相当 大 程度 上 ， 复 半 单 Lie 代 
数 的 表示 论 与 紧 Lic 群 的 表示 论 是 一 回 事 ， 读 者 车 想 得 知 更 详尽 
更 好 的 说 明 ， 仍 建议 阅读 Pontrjagin 的 书 . 
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第 十 五 章 示 性 类 续 论 


§ 1. Borel-Hirzebruch 格式 


我 们 已 在 第 十 三 章 中 讨论 了 几 种 示 性 类 ;与 首 群 ii(n) 有 关 的 
和 陈 类 ,与 正 交 群 0(n) 有 关 的 Stiefel-wWhitney 类 和 Pontrijagin 类 . 从 
一 般 理论 观点 看 来 ,它们 只 是 特例 . 对 每 个 群 6 都 可 艘 设 有 一 组 
示 性 类 . 只 需 找 到 一 个 万 有 6- 从 B86 一 ”BG 并 计算 分 类 空间 B64 的 
上 同调 娘 " (80). 当然 在 事实 上 不 可 能 对 每 个 群 6 都 作出 显 式 的 
计算 .我们 的 主要 兴趣 仍 在 研究 矢量 从 . 因此 .La) 和 O(a) 的 孙 性 
类 最 为 重要 . 但 是 我 们 确 又 看 到 矢量 从 在 许多 时 候 可 以 化 为 群 同 
态 0 一 m0U(n), 即 有 一 表示 . 所 以 我 们 打算 寻找 表示 论 与 示 性 类 的 
关系 .所 得 的 理论 称 为 Borel-Hirzebruch 格式 ,见于 他 们 1958 年 合 
写 的 著名 论文 [1]. 

我 们 在 第 十 四 章 中 得 知 ,表示 a : G 一 >ti(n) 完 全 由 它 在 -- 极 
大 环 面 了 一 -rU(n) 上 的 限制 aj7T 决定 ,后 者 义 决定 于 一 级 4 个 
“ 权 ”(o yo). 权 就 是 一 些 同 态 w,: T 一 一 851 一 i(1). 但 它们 很 
快 又 变 成 上 同调 类 w,€ (B87). 所 以 车 理解 了 包含 映射 p : ?TCG 
诱导 出 的 映射 6” : HH (8G) 一 >H* (B87), 即 可 把 权 和 示 性 类 联系 
起 来 . 在 6=4(n) 的 特例 下 ,通过 详细 计算 已 知 p* 为 单身 ,其 象 即 
由 weyi 群 WC0) 所 确定 的 H"(87) 的 子 群 . 人 们 自然 地 会 同 这 是 
否 一 般 均 成 立 ,答案 是 有 限制 地 为 真 . 这 就 是 下 述 的 Borei 的 基本 
定理 , 它 是 整个 格式 的 基础 . 

定理 {Borel) 令 G 为 紧 连 通 Lie 群 ,TC6 为 一 极 大 环 面 , 则 
在 系数 为 一 零 特 征 域 的 上 同调 中 ,由 包含 映射 = : TCG 所 诱导 的 
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间 态 
p* : H' (BO)—rH' (BT) 

是 单身 ,其 象 是 0 的 weyl 群 W(0) 所 确定 的 元 素 组 成 的 子 代数 
H" (BT)™. 

不 巧 的 是 ,不 知道 这 个 定理 有 无 完全 初等 (例如 象 2 一 5Cn) 那 
样 ) 的 证 明 . 所 以 我 们 只 好 以 此 作为 起 点 尽 可 能 做 一 些 事 ， 

在 这 之 前 ,再 回想 一 下 怎样 用 不 局 的 但 是 等 价 的 方法 理解 权 
的 概念 . 

(1) 权 w: 7 一 >S' 就 是 由 环 面 群 了 到 单 模 复 数 群 中 一 (1) 
内 的 同 态 . 

(2) 权 o: 57) 一 >R 是 7 了 之 Lie 代数 上 的 线性 证 函 县 映 整 
格 点 ==kerlexp : 工 (了 ) 一 7) 为 整数 zZCR. 指数 映射 LC8') 一 R 
一 一 3 即 通 常 的 tr 一 >e2™. 

(3) 权 口 即 整 系数 上 同调 类 :o6 H?CBT3Z). 

(1) 与 (2) 的 等 同 是 明显 的 . 为 由 (1) 到 (3) 需 作 ?扩张 到 
X51 一 BT. 它 是 疏 上 的 主人 -从 , 故 有 示 性 类 wEH?(BT;Z). 

由 (3) 到 (1) 可 采用 坐标 , fCL(CT) 是 秩 zs 一 dim7 的 自由 Abel 
群 .到 小 的 一 个 基 (e,…,e,)( 它 也 是 L(7T) 的 矢量 空 介 基 ) ,于 是 可 
将 (7T) 与 R 等 同 ,T 则 与 党 二 51X… X55 等 同 如 下 : 

L(T)————R, 
X= De rll sb) 


"| | 


1 SX XH =T,, 
expXF—r (eh ,eo CI), 
记 住 赫 (B5')==H?(Ccp“*) 有 一 典 则 生成 元 rE ?CCP”), 即 典 
则 复线 从 的 Eujer 类 y( 见 第 十 三 章 ). 令 P : Ti 一 >S! 是 到 第 ;个 
因子 上 的 投影 , 则 等 同 关系 人 允 定义 了 (BT;Z) 的 一 个 基 {0; 一 
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的 Po) ,Jj 二 4, 以). 在 这 个 基底 下 ,可 以 号 出 
= > oh 
% 按 定义 为 整数 .所 以 , 同 态 
BexpX) = | | Ce) = em Ds, 


是 TT 上 之 权 . 应 该 验证 名 与 基底 的 选取 无 关 . 令 (el,…,e) 为 六 之 
另 一 基底 ,由 定义 有 


一 De 
是 整数 . 故 对 六 = Ze ,有 


X= te; 一 二 te， = Dt 
设 用 (ei,*…… ,es ;) 定 义 的 等 同 映射 是 
到 一 ee 
于 是 
ao 一 和 一 
可 以 用 权 oj;=Pja 来 简单 地 表示 为 
wa sa) 一 十 zw. 
由 张 量 积 的 示 性 类 之 公式 ( 见 第 十 三 章 ) 有 
oT) = Dr = P(r). 
故 有 
0 = PDP) = Eat) = DEP 7) = dD po 
令 (%) 为 (py) 之 递 , 我 们 有 
= > wo 
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ei1 


[a 


现在 有 
= oto 一 2 9i 一 2 


其 中 心 = 可, 才 有 如 坟 ~ Dh = yen 

现在 容易 表述 Bl Hirzebruch 格式 了 . 令 G 为 一 紧 Lie 群 ， 
TCG 为 一 极 大 环 面 ,G 一 >U x) 为 G 的 复 表 示 , 则 a 可 由 一 组 权 
{00,) 来 表示 . 令 : EG 一 一 BG 为 一 万 有 GC- 共 面 c() ; EG 
XoUln) 一 >BG 是 站 的 a 扩张 ,我 们 有 

定理 (Borel-Hirzebruch) 在 上 述 情况 下 ,a(e 的 陈 类 满足 方 
程 

Pp" [elalé))] = [+w)， 


Pp" : 右 '(B8G) 一 >H'* (BT) 是 由 包含 映射 p :了 一 >G 诱导 
的 典 则 同 态 . 特别 是 , 若 上 同调 的 系数 域 具有 特征 0, 则 此 式 可 决 
定 cCla(6)). 

几乎 没有 什么 需要 证 明 的 了 . 令 TiCU(n) 为 对 鲍 阵 子 群 ,可 
设 a(7)CCT5; 从 而 (w,…,w,) 具 是 措 述 a : T 一 一 73 的 权 . 令 
:二 Pr (r) E HI(BT5). 由 定义 有 :万 有 陈 类 将 由 下 式 给 出 ,其 中 
Po :Te 一 >U (n) 是 包含 映射 : 

oO) = [+e). 
记 住 ,从 ec) 的 分 类 映射 由 下 式 给 出 : 
EG— EEU(n) 


BG BU (Cn), 

其 中 ”是 “等 变 ”(eduivariant) 的 , 即 对 zxEEG,gEG 有 
ezg) 一 MT)aCg)- 

由 此 可 得 下 面 的 可 换 图 式 ; 
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Ve ~—* EU (n) 
: EG/T = BT—| SEU) /TY = BT 
| wz Po 

BG BU (n) 


因为 8' 二 a' ;而 由 等 同 的 格式 ,w, 二 P;。a 实 a' P} r==9* (rj) , 即 得 
定理 之 证 . 注意 ;上 面 的 £6 ~ 一 >BG 可 代 以 任意 的 主 G- 从 E 一 一 
8, 这 时 。 应 代 以 p : E/T 一 一 B 而 ww, 应 解释 为 9* (7,). 
对 于 Pontrjagin 类 也 有 类 似 结果 . 回忆 一 下 定义 : 令 E 一 *B 
为 一 实 从 ,将 它 复 化 可 得 一 复 从 Ec 一 一 B. 然后 定义 
p(E)=(—1)cy(Ee). 
我 们 重新 来 说 明 这 一 定义 . 我 们 讨论 的 是 G==O《n), 所 以 用 万 有 
G- 从 ;EG 一 一 BG 来 代替 EE 一 B&B. 复 化 只 是 一 个 表示 a :GG 
一 >U(n). 由 定义 ， 
pe)=(— 1)ics (a(é)). 
所 以 我 们 可 以 应 用 Borel-Hirzebruch 褚 式 . 考虑 以 下 形状 的 分 抉 
正 交 阵 所 成 的 子 群 COCn): 


Al | 
A 


其 中 每 个 4, 均 为 以 下 形状 : 


COs (2xt,) sin (2nt;) 


, I 《2xtj) cos(2nt,) 
方块 数 关 一 za. 若 n 二 2m 或 2m 十 1, 而 且 约 定 在 1 为 奇 时 ; 则 在 对 
角 线 上 4; 之 后 再 加 上 1, 即 有 

sam co 


A 
"| 


用 
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fn 二 2 十 ] | COC2mt 1). 


ll 


众所周知 ,每 个 正 交 阵 均 可 “对 角 线 化 "如 十. 因此 7C6 为 极 大 环 


4 
F 一 =| em ,oe enh) 
EE 
为 了 与 站 X…XS' 一 目的 等 同 关 系 . 因此 
和 
wj 1 一 >e% 〈 对 一 切记 
As 


是 了 的 一 个 权 . 现在 R 可 以 分 解 为 二 维 不 可 约 7- 模 VV,,…' ,Vw( 若 # 
二 2m 十 1, 还 要 加 一 个 平凡 的 Fo). 车 (a,5) 是 四 的 一 个 就 范 正 交 


基 , 我 们 已 知 (V7)e 可 分 裂 两 个 不 可 约 7- 模 ,其 基 为 4+ = 


《4 十 


入 -9 ,其 计算 如 下 : 


Aa=tos{(2m,) * a—sin(2nt,) «5 ， 

Ab=sin(2n,) » a cos(2nt,) .5b ， 

dat = (cos(2nt,) i sint2m,) dt =edt, 

Ad- =e-md-. 
故 在 zi+ 上 4, 之 作用 如 权 ow, 而 在 4 上 如 一 %. 由 Borel-Hirzebruch 
格式 ,有 

pclats)) = TI0+ od ow) = TId— oo2). 
考虑 到 Pontriagin 类 定义 中 的 符号 ,我 们 有 
定理 (Borel-Hirzebruch) 令 a:0 一 >0(n) 为 紧 Lie 群 @ 的 实 


表示 ,TCG 为 一 极 大 环 面 ,( 士 oj 一 1 2 pk,24<a) 为 其 权 . 车 
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访 ) 与 ~ 二 


:一 一 8B 为 一 主 G 从 ,Pp: 817 一 >8B 是 相关 的 8/7- 从 , 则 7 的 
Pontrjagin 类 适合 


p’' Cplr)) = [1 十 地 ). 


§ 2. 齐 性 空间 上 的 计算 


作为 Borel-Hirzebruch 格式 的 第 一 个 应 用 ,我 们 来 研究 齐 性 空 
间 cx 如 的 切 从 . 记 住 (第 十 四 章 }T(G/8H) 是 主 #8- 从 G 一 CG/H 的 
a 扩张 ,而 迷 向 表示 为 a: 丸 一 >LCG)/L(H). 回想 一 下 a 的 定义 . 
6 在 L(G) 上 有 伴随 表示 ,和 且 可 限制 在 瑟 上 .作为 #4- 模 ,LC(H)C 
Z(G) 自 然 是 子 模 , 故 有 次 横 LCG)/LCH) 即 为 a. 用 实际 的 话 来 说 ， 
给 L(G) 一 个 8 不 变 内 积 ( 使 伴随 表示 为 正 交 的 ), 再 以 L(G)/ 
LD) 为 L(H) 在 L(G) 中 的 正 交 补 LCH)+. 用 权 来 表述 , 取 昌之 极 
大 环 面 TsCH.L(G) 可 分 解 为 Ts 之 权 空 间 , 取 其 一 部 分 即 可 合成 
L(H). 帮 a 可 用 上 L(G) 之 这 样 一 些 权 来 表示 ,它们 并 非 LC 如) 之 权 . 
详细 看 一 个 例 即 知 是 怎样 做 的 了 . 取 复 射影 空间 CP…: ,我 们 已 在 
第 十 三 章 中 和 作 过 了 有 关 计 算 . 但 那 是 以 TCcp"') 的 几何 分 析 为 基 
础 的 . 记 住 cP"! 蚌 一 复 流 形 , 故 TCCP"-!) 是 一 2 一 1 维 复 处 , 令 
为 典 则 线 从 vy 在 cP'-! 上 的 对 偶 . 于 是 有 关系 式 

T(CP:-1)e 二 田 (y)， (rn 项 Whitney 和 ) 
故 若 以 Euler 类 t€ H?CCP"-) 之 生成 元 ,我 们 有 
cfT(CP' 一 10) 一 (1 一 二 p(T(CPT I))= C+)". 

复习 一 下 CP 一 (W/V XU 一 1)) CD XU 一 1) 一 

石 CC=!) 是 以 下 形状 的 矩阵 
(ee XXGS 4EU(n 一 1)， 
0i4 
这 时 , 极 大 环 面 Tx 和 Ye= 了 是 一 样 的 , 即 对 角 阵 . 所 以 我 们 先 计算 
G 的 伴随 表示 的 权 ( 记 住 ,这 时 称 为 很 ). 和 平常 一 样 , 令 %,:T 一 > 
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5 为 第 ;个 投影 的 标准 的 权 : 
为 


» 


i 2 


入 
注意 LOG)) 一 {4EB(n,0)|4 十 4* 二 0} 是 复 Hermite 斜 对 称 和 矩阵 
(对 (exp(t4)) (exp(44* )) 二 1 求 导 ). 它 是 实 空间 , 维 数 为 
2(1 十 2 十 十 一 1) 十 Rn 二 nn 一 1) 十 二 而 

(对 和 角 线 上 方 的 4 是 任意 的 ,对 角 线 上 的 4; 必 须 是 纯 虚 的 ). 工 (7T) 
是 LCUCm)) 中 的 对 角 阵 之 集 : 
2mipb 

， 证 为 实 . 
27it, 
所 以 LCCRD)) 一 上 (7T) 必 可 分 解 为 s(n 一 1)/2 重 实 2 维 根 空间 , 对 
每 一 对 1 所 i 之 j 扩 n; 令 为 LCG(R)) 中 除 民 ,让 和 (9, 让 元 外 均 为 0 


交 ] 


的 矩阵 . 若 X 是 对 角 阵 X= ;我 们 有 


bP 
(XAX— Dn = >Jzp4dnzg1 = Lrr An. 

所 以 队 非 (3, 由 二 ,四 或 (j, 让 ,XAX-!)。 二 0, 我 们 有 
(XAXTI) ,= !A,,, 
(XAXT 1 一 Ti 一 一 《oz dr) 

这 是 因为 文 ,所 S' ,4 一 一 4 但 这 就 表示 4 是 相应 于 根 2 的 根 


秋 量 . 因为 4 构成 二 维 空间 ,是 有 | ] -一 D0 个 ,{ Cz, 一 2z;) 上 


六 
2 
Si<Jsa)} 即 忆 Ca) 一 切 根 之 集 ， 

由 上 述 易 见 , 子 群 中 =VC1) XUG 一 1) 之 根 是 (一 站 12 
之 j 入 7m)}. 所 以 如 在 L(G)/LCH) 上 的 迷 向 表示 的 权 由 (zi; 一 2;) ,2 二 7 
<a 给 出 . 

dd3 


运 今 我 们 讨论 的 是 五 在 L(G)/LC(8) 上 的 实 表示 - 说 CP 一 ' 有 
复 构 造 表 示 L(G)/LCH) 可 变 成 一 复 #- 模 , 有 两 种 方法 做 这 件 事 ， 
对 cEZ 和 4, 如 上 ,可 定义 

(cds) y=eds, (ed 一 c4。 - 
这 使 LCG)/LGF) 成 为 权 为 2 一 zj 二 2、…*',n 的 复 HH- 模 .但 也 可 取 
其 共 示 . 这 将 是 似 x, 一 xz1 ,j= 二 2…-,n 为 权 的 碌 - 模 , 要 问 何 者 相应 于 
cP 一 ! 的 复 构造 ,可 以 看 元 素 7 二 (ew ,… ,er™) 如 何 作用 在 点 PP 二 

[1 ,zz 名] 上 ， 
z = [ez 2mza22 vv ezmrz] 

一 [1 ,e272 ye2n 一 2 

破 复 右 - 模 上 上 (0)/L(H) 之 权 为 2, 一 21 ,j= 二 2,…,n， 
为 了 应 用 BH 格式 , 记 住 我 们 需要 ~ 一 G1 如 到 万 有 0G- 从 BC 


一 BG 的 分 类 映射 p. 然后 由 图 式 


一 一 一 BC 

6 ~ ~ 

] em EE | oT 
2 pi 

GH 5 BC 


PAH = wp TO + #0). 
1=2 


但 9 易 求 .车 0 一 xB 只 是 纤维 的 包含 , 则 有 


~™ so 
J GH -一 | -> BH 
~ 
二 po 


图 中 两 个 容 箭 头 的 任 一 个 都 可 取 作 w. 特别 ,因为 pg 可 以 过 一 点 分 


解 为 因子 ,p* 是 简单 的 . 由 陈 类 的 定义 有 
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所 CS) 一 | 十 思 )， 


一 上 一 下 


= 是 未 定 元 . 放 入 上 上 式 只 是 为 了 方便 . 令 * 一 1 一 zx 我们 有 


TT 十 Xx, 一 YI pr a 


i=? FF 


= pp} Dl 一 站 ie 


ed 


p” > 一 np (¢,) 
= 0° (1 ~— 9° (71))", 

这 里 用 到 当 之 0 时 mw" (cj) 一 0. 故 有 

p" CeOfH)}=p* (1— g(r1)). 
按 我 们 的 约定 所 选 的 生成 元 it€ #2(CP"-') = 二 HG/H) 显 然 适合 

Pp’ (t)=p* (71). 
此 时 又 知 p'* 为 单 射 (甚至 在 整 系数 上 同调 时 ), 故 
cCCP' 一 中 一 (1 —t) ti, 


I 


和 以 前 一 样 . 

当然 可 以 说 ,此 法 并 不 比 以 前 用 的 几何 方法 简单 . 但 要 点 在 于 
那个 方法 是 特意 作出 来 的 ,多 少 有 点 运气 . 与 此 相 比 ,现在 的 方法 
是 有 系统 的 . 例如 举 一 个 更 一 般 的 例 , 即 Grassmann 流 形 以 Cm 十 
/Um) XGOD) 用 myze 记 对 角 阵 子 群 ToCUCm 十 全 的 前 严 
个 坐 标 .用 岂 ;…,#% 记 后 4 个 坐标 .Vm) 的 根 是 {2 一 zy11 才 i 过 ;所 
坝 } ,UCa) 的 根 则 是 你 一 纪 | 和 i<<j 筷 #8} ,VCm 十 n) 的 根 则 是 {2 一 zj;1 
一 所 以 Lm 
十 W)CUCm) XUCn)) 的 迷 向 表示 的 权 是 {z. 一 yi 性 m1 所 j 所 
#}. 和 前 面 一 样 ,其 整个 陈 类 由 下 式 给 出 

Pp" O/H) = pp’* TTG + 9,). 


im) 四] 


为 了 适当 解释 此 式 , 需 要 对 Grassmann 流 形 的 上 同调 #4* (55(m 十 
4)/CUCm) XUCn))) 有 所 了 解 . 记 住 ,我 们 有 Stiefei 流 形 5(m 十 sa)7/ 
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下 (4) 及 UCm)- 主 从 

VF=Cm 二 /An A/ nm) xX ER) = MAM. 
故 在 五 " (4) 中 有 陈 类 01,… ,ow. 若 能 证 明 上 述 1(1m)- 从 是 24 万 有 
的 , 即 当 ;过 24 时 友 ( 扑 ) 二 0, 则 在 rn 委 a( 这 里 zm 与 r 就 不 对 称 了 ) 
时 ,ci,…*com 直到 2n 次 为 代数 独立 的 .事实 上 ,在 图 式 


人 一 咯 ( 四 十 na) EG NE 
> qa/To ° | 
A 9 BTo 
GH < x BG po 


中 ,我 们 有 
p00) 一 9 [十 z). 

这 里 和 前 面 一 样 ,wp 可 在 一 点 分 解 因 式 , 故 在 如 "(6/7o) 中 有 
9 “Tat+ a 二 =1. 


| 


略 去 p*《 妈 以 p* Cz) 代 兰 名) 和 pe 《因为 它 是 单 射 )， 邑 在 
H" (CG/H) 中 有 


DJz"-'o0, 一 上 [cz 十 2z)， 
i 一 1 + 一 ] 
以 及 
1Te +a)TTd 十 如) 一 1， 


了 = 一 


= 是 一 未定 元 (事实 上 可 以 证 明 "(G1H) 是 4 与 y, 的 满足 上 述 关 
系 式 的 对 称 多 项 式 环 ), 但 我 们 不 来 讨论 这 件 事 . 这 样 .公式 
co/B8) 一 TIGI+zn 一 2 人) 


1 一 上 一】 


可 以 用 ",，…co 来 表示 . 例如 ,由 于 > 本 Dy,=0, 有 


| 


ctG/H) = pp 一 扩 ) 一 So = 3 


t=] j=l 


一 Sy az 十 0) = no mo = (n+ moo. 


我 们 再 以 四 元 数 射影 空间 QP* 为 例 ,Q 为 四 元 数 代数 ,在 = 维 
四 元 数 空间 ( 即 一 2n 维 复 矢量 空间 或 4 维 实 矢量 空间 ) 中 ,有 四 
元 数 的 Hermite 内 积 , 即 对 zx 一 (zt 一 (yj) 定 义 


(zy) 一 Dy, EQ, 
1 一 上 


这 里 若 四 元 数 es 一 2 十 和 十 和 j 十 和 我 们 规定 6 二 为 一 为 一 hj 一 
jskn 维 辛 群 Sp(a) 即 保持 (” ， }) 的 @- 线 性 映射 之 群 ,例如 Sp(1》 
即 单位 长 妈 元 数 之 群 :Sp(1)== 81. 和 实 及 复 的 情况 一 样 ,定义 QP* 
为 单位 球面 5*+*CQ0*+! 对 于 Sp(1) 之 元 作 右 乘 的 商 空 间 ( 在 实 或 复 
情况 下 , 左 . 右 乘 都 可 以 ,但 困 四 元 数 弱 法 是 非 交换 的 ,现在 必须 小 
心 点 ). 用 齐 性 空间 的 记号 ,有 
QP 一 Sp(z 十 1)/{Sp(1) X Spa))， 
和 CP* 情况 一 样 ,5- 从 S"+3 一 >QP' 的 Gysin 序列 给 出 
Hi* (QP') = ZLt]/ (t+!), 

tH'(QP') 可 取 为 与 89+: 一 ->QP* 相关 的 C7- 从 之 Euler 类 (5 = 
Sp(1) 自 然 地 作用 在 C=8 上 ). 

现 计 算 Sp(n) 之 根 , 作为 其 极 大 环 面 , 可 取 对 角 阵 


加 


为 
所 成 的 子 群 D. % 为 复数 ( 故 rank (Sp《w)) 二 2). 和 和 前面 一 样 ,Lie 代 
数 LCSp(n)) 由 斜 对 称 四 元 数 窍 阵 构 成 . 它 是 一 实 矢量 空间 ,其 维 
数 为 


3a+ (| 一 3 十 28(0 一 1) =n(C24 二 1). 


故 dimSpbkm) 一 dim2D 一 282. 在 L(Sp{n)) 中 ,有 
(1) 对 i<j, 矩 阵 
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el 


z 位 于 ,让 处 .和 前 面 一样 ,我 们 有 
DAD-' = Ch — bh) Ad, 
故 委 为 土 (2 一 2z)) ,1 之 jn 
(2) 对 i 导 刻 短 阵 


2€5 位 于 (为 处 (矩阵 中 的 j 是 四 元 数 单位 , 故 z 7 一 jz 一 一 和 一 
一 z 和 1 我们 有 

(DBD = Azj 入 一 222 一 he 
即 很 为 土 (z 十 zy). 总 之 ,i 过 7 时 根 为 士 (% 一 z)), 土 lz 十) ,以 及 土 
27,. 


赦 Sp(1)XSp(x 一 了) 的 根 是 土 24., 1 过; 土 (zw, 土 z)) ,2 攻 i<j 
Sn, 而 相 补 的 根 是 士 《2 十 2 一 2 sR。 
QP"-! 的 Pontrjagin 类 于 是 由 下 式 给 出 : 


pp = TO + Gm ta) + Cn ~ #5)"). 
我 们 还 知道 ,在 QP! 中 {= 者 , 克 对 未 定 元 有 
ITce+ za) = 
将 < 换 成 一 z, 并 将 所 得 式 与 上 式 相 乘 , 有 
TICz 二 4) (2 一 4) 二 汉 . 
邻 zytn 双 有 
yy 十 2z)TTG 十 2 十 zi 十 2 一 四 一 (十 zi 
令 y 一 士 ; 并 将 所 得 二 式 相 乘 ,有 
(十 DH 本 
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办 即 
plQPT!) = (Ct 十 DD*/A+ 2). 
此 式 应 理解 为 (十 和 0 二 1] 一统 十 168 一 … 而 当 £ 之 nn 时 5 二 0. 例如 
有 
pi QP I) 一 《28 — 4)t, 
patQP™ 1) = (2n? ~— Qn + 16) 8, 
等 等 . 这 些 相 当 复 杂 的 公式 用 几何 方法 不 易 理 解 . 作为 一 个 有 趣 的 
应 用 ,考虑 cP'-' 上 的 共 轿 遇 射 
pi: EA la "en z]， 
易 见 p* ( 引 二 一 t,t€E HCCP"!). 故 vo 保 持 定 向 iff sn 一 1 为 偶 . 所 以 
在 CP"-' 上 有 保持 定向 的 微分 同 且 使 得 gq* (i)= 一 t. 但 因 任 意 微分 
同 眶 均 保 持 p, 而 不 论 是 否 保 持 定向 ,在 QP"-! 上 不 会 有 类 似 的 微 
分 同 有 野史 存 在 . 因为 p* 《必须 为 ,而 *! 使 8p! 定向 ,QP"! 上 任 
一 微分 同 胚 均 保持 定向 . 


§ 3. 了 五" (80G0059) 和 互 "(BSOCG03@) 的 计算 


我 们 在 第 十 三 章 中 介绍 了 示 性 类 ,其 中 理论 最 完备 者 是 陈 类 ， 
其 完备 是 因为 H* (BU (n);2Z) 是 万 有 陈 类 6、… ,oe 之 多 项 式 环 . 在 
非常 明显 的 意义 下 ,它们 都 是 群 UCn) 的 示 性 类 , 对 实 正 交 群 0(1)， 
理论 就 不 那么 好 .我 们 通过 复 化 定义 了 其 Pontrjagin 类 p,€ 
五 "BO(o)) ,但 有 一 问题 仍 未 解决 , 即 它们 是 否 0(x) 的 全 部 示 福 
类 . 问题 在 于 H* (80(n);Z) 中 有 挠 元 素 ( 即 Abel 群 中 阶 数 有 限 的 
元 ) 而 构造 备 复 杂 . 它们 的 出 现 使 得 描述 五 ' (B80(n) ;2Z) 更 困难 . 于 
是 我 们 用 其 它 系 数 域 8 来 更 漂亮 地 描述 它 . 现在 解释 一 下 . 因 恒 
设 衣 中 有 恒 等 元 , 故 有 同 态 Z 一 ->R 变 1€2 为 1 ER. 这 就 给 出 一 
同 态 * (BOC2)32)- 一 rH* (BOCn) 3R). 设 wE* (BO(n);Z) 为 找 元 
素 而 上 是 特征 为 0 的 域 ,例如 有 理 数 域 .实数 域 或 复数 域 ,我 们 说 
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4 之 象 xEH'(B0(n);R) 为 0. 因为 车 4 二 [w] 是 用 值 在 Z 中 的 上 链 
来 表示 的 ,t= 二 0 表示 心 王 0 为 上 边缘 .但 既然 值 在 中 中 , 则 ”一 
5 二 #) 也 是 上 边缘 , 故 在 "CB0(n); 训 中 4 二 0. 所 以 ,应 用 特征 为 
0 的 系数 域 即 可 去 掉 找 元 素 . 例如 8" CB0Cn);8) 有 好 8* (CB0(n);Z) 
的 自由 部 分 的 描述 . 我 们 还 可 挑选 为 特征 i,t 与 t 互 素 . 这 时 存 
在 正 整 数 4 与 m 使 碾 十 mt==1. 我 们 有 9 一 ap 十 mi, 但 在 站 中 部 一 
0, 所 以 
= nkg = ndy 

仍 是 中 的 上 边缘 . 所 以 在 * (80(n) ;RR) 中 仍 有 #8 二 0, 但 阶 数 与 
不 互 素 的 挠 元 素 以 及 自由 元 仍 得 保存 . 可 以 得 知 右 * (B80(n);2) 中 
所 有 的 挠 元 素 阶 数 均 为 2, 所 以 我 们 需要 用 的 系数 域 只 有 中 一 2 
和 及 一 @. 当 民 一 2 时 ,我 们 已 知 羡 " (B80(w)122) 是 万 有 Stiefel-Whit- 
ney 类 如 ,ww、… ,ww 的 多 项 式 环 . 因此 仅 须 讨论 另外 的 域 严 一 @. 我 
们 要 证 明 女 * 《80(n);@) 是 万 有 Pontrjagin 类 Pazn 的 多 项 式 


环 ,这 里 m 一 [ 怠 ] 
记 住 极 大 环 面 TCOCw) 由 以 下 形状 的 2x2 分 块 方 阵 构成 : 
4 
由 一 9 


4 
当 #==2m 十 ] 时 4 一 1, 当 xs 一 2m 时 就 没有 这 一 项 ,每 个 4, 则 是 一 个 
旋转 : 
Cos(2n6,) — sin(2nt,) 
es Cost2m,) | 

这 样 , 令 4 一 Ces,… ,em) 可 将 51X… X81(m 重 ) 与 7 等 同 .为 
计算 Pontrjagin 类 , 需 将 从 复 化 ;即将 OG) 扩张 为 UCn). 容易 描述 
这 个 表示 的 权 . Fr 可 分 解 为 mn 个 二 维 子 空间 U, 而 4) 作用 在 其 上 ， 
其 权 为 车 ?和 揽 化 为 C',U; 可 分 解 为 两 个 一 维 子 空间 玉 和 上 ， 
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7 了 在 其 上 之 作用 姐 志 ,一 取 定 坐 标 后 , 权 将 如 前 一 样 记 作 土 z 所 


以 完全 的 陈 类 是 II(1 一 守 ), 记 住 态 一 (一 Di, 故 ?= 也 (I 十 芭 ) 
这 只 是 以 下 事实 的 一 个 简 记 法 : 
六 5CB0C0019) —> H' (BTIO), Dp TI + 4). 


令 SCH* (8T;Q@) 是 台 ,…,z2 的 对 称 多 项 式 所 成 的 子 代数 . 我 们 有 
Imp* 忆 8. 另 一 方面 ,我 们 由 Borel 定理 知道 imp* = 二 HH* (BT;8) 之 
由 weyl 群 确定 的 于 代数, 所 以 忠 们 只 需 计算 WCO(Cn)), 首先 ,和 
Un) 的 情况 一 样 ,可 以 交换 和 zz. 令 =t@iy4d) ,Vj 二 (6jyd). 令 gg 
E O(n) 互 换 e, 和 ee,,d; 和 而 将 其 余 矢 量 保留 不 动 ( 注 意 此 g,€ 
SO(n)) ,我 们 有 
(gAg ')(e,) = ghe; 一 gL (eos(2nt,))e, + CsinC2m,))d,] 
= (cos(2n,))e, + Csin(2Zm,)) a,, 

即 4 通过 权 xz 作用 在 V. 上 , 即 互 换 了 z 与 zi. 

但 因 我 们 现在 0C#) 中 ,所 以 还 可 以 多 作 些 事 . 若 令 gle,) 二 一 @, 
而 固定 其 余 , 则 有 

(ygAg ')(e,) =— gAe, = g[— (cos(2m.))e, — {sinC(2m,))d] 

= (cos(2n,) Jei — {sin(2m,) )a. 
即 x 搞 成 了 一 rz 所 以 丈 至 少 包含 了 所 有 置换 和 变 号 . 很 清楚 有 
lImp* = H* (BTIO)™ 记忆 
因为 在 有 理 数 域 上 我 们 也 知道 p* 为 单 射 , 并 "(80(n)38) 可 与 8S 等 
同 .8 是 守 ,…… 吧 的 初等 对 称 光 项 式 ( 即 万 有 Pontrjagin 类 ) 生 成 的 
多 项 式 环 . 

稍 作 修正 ,可 对 特殊 正 交 群 S0(n) 作 类 似 计算 . 首先 ,因为 
SO(#) CO(ln) 是 恒 等 元 分 支 .前面 讲 的 极 大 环 面 T 也 在 SO(n) 中 且 
显然 也 是 其 极 太 环 面 . 因为 SO(e)- 欠 也 是 0(x)- 从 ,我 们 知 Pontria- 
gin 类 ,… ,ps 所 昌 "(BSOCn) 32) 有 也 有 关系 式 


2 (Dr = H+ oD), 
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p :了 CS0(n) 是 包含 映射 . 故 有 4* CBT;2) 中 的 象 p' (NH* (BSO 
《n)527)) 仍 包含 由 对,… 冯 生 成 的 对 称 多 项 式 之 子 代数 8S. 记 住 我 
们 然后 即 可 通过 估计 Weyl 群 WC(0(#)) 之 大 小 而 知 1mp* CS. 现在 
需 计算 SO(a) 的 Wey] 群 WCGS50Cn)). 情况 在 这 里 起 了 变化 . 因为 
WCSOCn)) 只 能 有 1,,9€ SO 前 已 提 到 , 互 换 权 和 2 的 心 可 以 
用 一 g€ SCCn) 作 出 , 所 以 产 CSOCoD ) 仍 包含 一 切 置 换 , 但 在 OC) 中 
可 以 用 反射 9 : er 一 一 #% 来 实现 变 号 xzr> 一 2 此 9 不 在 SO(Cn) 
中 . 现在 要 区 分 x 为 奇 或 偶 两 种 傅 况 ， 

(1) 若 n=2m 十 1 为 奇 , 除 二 维 简单 模 忆 = 人 eye)G 一 1 …， 
8) 外 ,还 有 另 一 个 平凡 的 一 维 模 民 令 JEF 为 其 基 . 可 考虑 9 : 
er 一 6 一 一 一 了 它 合 zx 变 为 一 x 且 仍 在 SOta) 中 . 故 对 Ofa) 
中 作 的 一 切 置换 均 可 移 过 来 ,而 结果 相同 . #8* (BSOGC2m 十 1),8) 一 
[pi ,p22,… 加] 是 万 有 Pontrjagin 类 p,,… ,ps 生成 的 多 项 式 环 . 

(2) 着 x 二 2m 为 侦 , 因 为 没有 ,情况 不 好 了 . 现在 唯一 可 作 
的 是 每 次 换 两 个 6 一 > 一 e,, 即 WCSOCn)) 只 能 同时 换 偶 数 个 zx, 的 
符号 . 当然 且 ,…' ,zz 的 对 称 多 项 式 仍 在 WCSOCn)) 下 不 变 . 但 还 有 
更 多 的 , 易 见 初等 对 称 多 项 式 刀 zz…z 中 ,在 证 (SO(n)) 下 不 变 
的 只 有 最 后 一 个 on 二 xin*zs. 因为 2f… 怠 =, 赦 

日 "(B73)"Cxf 怒 -和 zz 生成 的 对 称 多 项 式 . 

、， 我 们 知道 性,… ,zs_, 的 对 称 多 项 式 是 HH" 《S50(2m)) 中 的 万 有 
Pontrjagin 类 pi pn- Xia 一 0% 又 如 何 ? 管 案 很 简单 , SO(2m)- 
从 即 可 定向 实 从 . 故 有 Euler 类 XEH"”CBSOC2m);8). 若 将 从 限制 
到 TCS0C2m) 上 , 它 将 分 裂 为 加 个 二 维 从 而 各 用 5 表示. 这 个 平 
酸 从 的 Euler 类 是 土 x.€ Hi(BT)( 土 视 U 之 定向 而 定 ). 因 Euler 类 
是 乘法 的 ,由 自然 性 可 得 

p* CX) = I 
故 有 以 下 结果 :对 xs 一 2 为 侦 ,HH* (BSO{C2m);Q) = QLp yp) 
x*] 是 由 mw 一 1 个 万 有 Pontrjagin 类 mp ma 和 Euler 类 x 生成 的 
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多 项 式 环 . 

这 就 带 来 一 个 问题 :SO(2m 十 1)- 从 也 有 Euler 类 ,为 什么 它 在 
五 " (BSQOC2m 十 1) ;8) 中 不 出 现 ? 解释 是 : 整 类 ZE 五 ”(CB33O(C22 十 1 
Z) 是 挠 元 素 , 所 以 在 由 艺 转 到 @ 时 被 抹 掉 了 , 如 果 确 是 这 样 ,应 该 
有 一 直接 的 几何 论证 表明 2Y 一 0. 请 读者 试 做 一 下 . 

万 有 Pontriagin 类 和 Euler 类 都 是 整 类 . 我 们 知道 它们 在 & 中 
是 五 "SoCase@) 的 代数 生成 元 . 这 通常 并 不 意 昧 着 它们 是 
召 " 《BO0(n);Z) 的 生成 元 , 即 令 除去 一 切 找 元 素 . 这 就 是 熟知 的 可 除 
性 问题 . 例如 2&€Z 是 矢量 空间 8 的 基 , 但 并 非 乡 作为 Abei 群 的 生 
成 元 ,因为 1= 闻 2 在 Z 中 无 意义 . 然而 ,在 现在 的 情况 下 整 系数 
映射 HH" 《BSOC() 12) 一 > 晴 " 《B87 ;2) 的 以 下 关系 式 仍 成 立 : 

P27) = TI + p00 = TI 
虽然 我 们 不 知 p' 在 Z 上 是 否 单 射 ,这 两 式 确实 意 昧 着 和 和 % 
在 五 " (BSO(n) 3;Z) 上 不 可 除 . 若 不 然 , 两 式 意味 着 初等 对 称 多 项 式 
在 HH"(B7;Z) 中 可 除 ,而 我 们 知道 并 不 如 此 , 这 样 我 们 事实 上 证 明 
了 女 " (BSO(n)s2) 的 无 找 部 分 是 ps 和 xX 生成 的 多 项 式 代数 ,这 盟 
然 仍 不 是 H* (8S0(n);2) 的 完全 描述 , 它 确实 给 出 了 pp 和 和 xX 是 
右 * (BSOC(n) ;2) 的 “全 部 " 示 性 类 的 论证 ,这 就 是 我 们 想 做 的 . 

还 有 最 后 一 个 问题 . 因 8' (BO (Cx); Zs) 是 Stiefel-Whitney 类 
tw， ,ww 生成 的 多 项 式 环 ,H* (B08);Z) mod 2 的 任 一 整 类 , 即 
如 "(BOC(n)52Z) 一 rH" 《BOC#);21) 的 象 , 必 可 用 纪 ，… ,zw 表示 . 对 
Pontrjagin 类 又 如 何 ? 回 到 定义 也 容易 计算 , 先 记 任 一 整 类 4 的 mod 
2 化 约 为 «. 

记 住 对 于 Stiefel-Whitney 类 ,我 们 考虑 由 凡 下 对 角 矩 阵 所 成 
的 极 大 芭 环 面 T,COCn): 


BE= 


已 
这 9 8 一 士 上， 
[2 
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而 对 Pontrjagin 类 则 作 耿 入 Ona)CLCCa) 并 考虑 对 角 和 矩阵 
为 


= ?9 AES! 


| 和 
所 成 的 实 极 太 环 面 TCU (Gn). 这 样 就 有 2C7, 它 由 明显 的 嵌入 JJ 
2 -一 ~S 实现 . 我 们 显然 需 计 算 

j* 1 "(BS ;ZZ) 一 H' (BZ; Zo). 


回忆 起 
H* BS;Z2) = Zs[t], £€E HBS';2), 
H* (BL;22) = Zr], ce € HI'(BZ,; 2Z2), 
我 们 指出 
7° (1) 一 ce 
为 证 明 它 , 取 球面 8 我们 有 图 式 
Szet! 
"| apr = BZ,. 
Cp*= BS! 


我 们 知道 了 是 主 8S!- 从 ,其 拉 回 j* (x) 有 一 z 化 约 即 主 22- 从 p. 用 
矢量 从 来 说 , 即 BS! 上 的 典 则 复线 从 7 在 拉 辐 到 BZ, 后 分 展 为 两 
个 典 则 实 线 从 p. 

六 (nr)) 一 (1 十 c)C1 十 c， 
ww(7T) 是 作为 实 平面 从 的 x 之 全 Stiefel-Whitney 类 . 由 于 H' (B88; 
2 ,zzr) 应 可 表 为 

wm) 一 1 十 et， 4a 蕊 2 
但 上 式 证 明了 sa 一 1, 从 而 六 (0 一 cz 

由 定义 ,全 陈 类 由 下 式 给 出 


Ze 一 T[G +t. 
mo 1 严 了 
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作 mod 2 化 约 后 给 出 
| 
记 住 我 们 是 在 如 中 ,上 式 可 写 为 。 
i = TI 十 6)? 二 rTTe 十 5) 了 . 
因为 式 右 定义 了 全 stiefel-whitmey 类 ,我 们 有 


¢, = wi. (Cx) 
最 后 , 因 p= (1)'e 而 《一 1)' 在 mod 2 后 消失 , 故 有 
了 一 碍 . 


这 样 mod 2 Pontrjagin 类 和 Stiefel-Whitney 类 的 关系 很 简单 . 

还 有 最 后 一 点 说 明 .(* ) 式 也 说 明 让 拓 总" (BOCn)322) 即 当 5 
为 奇 时 也 是 一 个 整 类 的 mod 2 化 约 , 准确 些 说 , 令 c 在 由 包含 映射 
诱导 出 的 自然 映射 

BH" (BU ZZ) — RH* (BO(n) ;2Z) 
下 的 银 是 5. 我 们 有 
5 二 好， mod 2， 
但 当 为 奇 时 ,c 是 一 挠 元 素 ( 见 第 十 三 章 , 8 4). 这 就 是 为 什么 它 
们 与 Pontrjagin 类 p= 二 (一 1)isp 不 尽 相 同 . 然而 ,由 《* ) 式 ,可 定义 ， 
为 奇 时 和 的 6 为 (1/2)-Pontrjagin 类 
P12 = Cots 


故 有 


Pritj2 一 & 
确实 可 以 证 明 ;类 wat! 本 身 也 是 一 个 整 类 . 例如 把 wa+! 看 成 一 个 
障碍 类 即 可 证 明 它 ,Whitney 原来 就 是 这 样 做 的 ,也 可 以 多 用 一 些 
Steenrod 运算 的 工具 ,但 现在 我 们 就 不 再 讲 了 . 


§ 4，Pontrjagin 数 和 和 配 边 不 变性 


我 们 已 经 作 了 相当 多 的 计算 ,所 以 不 妨 再 回来 看 看 理论 本 身 . 
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这 些 计算 虽然 很 有 效 . 孝 仍然 留 下 了 基本 的 问题 : 示 性 类 理论 好 在 
哪里 ?这 本 讲义 一 开始 就 提出 了 一 个 问题 ;判断 何 时 两 个 流 形 为 微 
分 同 胚 , 这 类 问题 当然 在 任意 范畴 中 都 可 以 提 . 但 若 没有 某 些 方法 
来 处 理 它 , 它 就 只 是 一 个 学 院 式 的 问题 有些 情 况 下 这 个 问题 得 到 
了 回答 ,例如 紧 半 单 Lie 群 , 但 更 常见 的 是 , 它 的 回答 还 遥遥 无 期 . 
五 十 年 代 来 以 来 数学 的 一 个 重大 发 展 是 :光滑 流 形 的 微分 同 胚 的 
研究 取得 了 实质 的 进展 , 示 性 类 理论 在 其 中 起 了 关键 作用 , 现 回 到 
最 简单 的 考虑 . 有 许多 方法 来 区 别 空间 . 5S: 和 R 不 同 , 前 者 为 紧 后 
者 则 和 否 . 叶 汪 中 XS 也 不 同 . 因 其 同调 不 同 . CP* 与 S*x S84 虽 有 相 
同 同调 ,上 同调 环 的 构造 却 不 同 ,等 等 . 但 若 能 用 同调 来 区 分 流 形 ， 
则 它们 不 仅 不 微分 同 蛙 ,甚至 也 不 能 同 有 是. 换言之 , 想 要 区 分 细微 
的 特 人 狂 , 同 亩 不 变量 还 不 够 精密 . 在 我 们 的 情况 下 ,例如 两 流 形 的 
同 虑 或 有 有 相同 伦 型 但 不 微分 同 肚 就 是 这 种 细微 之 处 . 因为 示人 性 类 
是 流 形 切 从 的 不 变量 , 它 显然 依 束 于 流 形 的 光滑 构造 ,说 不 定 有 和 希 
望 它 足 够 精密 能 分 清 这 种 差别 , 例如 我 们 已 经 算出 了 

PCCP*) = (1 十 E+!, 
所 以 第 一 Pontrjagin 类 是 

pCP*) = (n+ 1)t. 
若 了 : MH 一 >tP' 是 微分 同 旦 , 必 有 

pM) = (1+ 1)8, 
其 中 4 二 f* Q)E HCM;2) 蚌 生成 元 . 故 若 可 作出 同 是 于 CP* 的 开 
但 (MD) = 机 .了 土 (rn 十 1) ,MM 就 不 会 微分 同 胚 于 CP", 项 武 忠 就 
是 这 样 首先 作出 了 这 种 例子 . 

但 一 般 倩 次 远 非 如 此 简单 直接 . 这 方面 一 个 最 惊人 面值 得 注 
意 的 早期 结果 大 概 是 吴 文 俊 的 , 它 表 明 流 形 M 的 Stiefel-Whitney 
类 w(M) 只 依赖 于 型 的 伦 型 .所 以 用 它们 来 区 分 流 形 就 十 分 不 够 
了 .因为 我 们 已 经 知道 由 示 性 类 作出 的 种 种 不 变量 精密 程度 各 有 
不 同 . 我 们 当然 就 理解 了 类 似 这 般 芍 情况 难得 说 是 好 或 不 好 . 精密 
性 和 可 计算 性 总 是 互 有 得 失 的 . 真 本 事 就 在 于 找到 适当 的 平衡 以 
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得 出 深刻 的 结果 , 我 们 想 要 解释 其 中 之 一 即 Hirzebruch 指标 . 但 我 
们 首先 需要 -…- 些 预备 概念 ， 

令 上 为 一 流 形 ,psCM),… ,pn( 好 ) 为 其 切 从 的 Pontrjagin 类 ,m 
夺 n/2. 对 安 mm 的 整数 之 任意 序列 (, 谍 ,… ,4), 作 积 p (CM)… 


p,(M), 它 是 维 数 #2 全 的 整 上 同调 类 . 现 设 MM 为 紧 的 可 定向 
的 而 4 二 dimM( 融 dm 二 0 mod 4) ,我 们 可 以 估计 它 在 基本 类 [ww] 
上 之 值 而 得 一 整数 
Pisa) = Cp Mp CM), LM}, 

称 为 Pontrjagin 数 . 为 方便 起 见 , 拓 广 其 定义 , 设 当 24 关 dimmM 时 
它 为 0, 这 样 得 到 pCi4,… ,4) 的 一 般 定义 , 可 以 类 似 地 定义 紧 流 形 
及 的 Stiefel-whitney 数 而 不 问 其 可 否定 向 . 这些 是 mod 2 的 整数 . 

这 些 数 是 比 类 更 弱 的 不 变量 ,因为 数 可 能 为 0 而 类 则 不 然 . 举 
一 个 简单 的 例 , 取 机 二 RP;. 4 可 定向 . 但 因 dimM==5 关 0 mod 4, 故 
所 有 Pontrjagin 类 均 为 0. Stiefel-Whitney 类 是 wtM)=(1 十 ,i€E 
HICM ;Zz). 经 简单 计算 有 

w(M) 二 1 十 如 十 以 . 

琶 w(M) 寺 ws(M)}=ws(M)=0,w(M)=8 ,wlM)=L. 但 2 与 4 如 
起 来 不 为 5, 所 以 也 没有 Stiefel-Whitney 类 . 那么 这 些 数 精密 到 什 
么 程度 ? 

我 们 先 要 回忆 一 些 几 和 何 概念 , 在 第 七 章 中 介绍 了 有 边 流 形 的 
概念 . 这 种 流 形 4 就 是 有 一 些 点 PE M 具有 一 个 邻 域 4, 不 同 胚 于 
一 球体 , 却 同 胚 与 半 个 球 


体 . 这 种 点 就 构成 了 史 的 CN PU 
边缘 3MCM. 它 本 身 也 是 一 一 次 、\ 
一 个 (无边 的 ) 流 形 , 目 1 “p i oe 

\ 


dim(9M) 二 dimi4 一 1. 虽然 
少 了 半 个 球体 ,p( 四 中 仍 
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包含 了 所 有 的 基底 方向 . 这 就 是 能 在 8(2) 上 作 微 分 的 理由 ,而 切 
处 了 (对 ) 的 概念 仍 可 各 前面 一 样 定 义 ， 

今 PE9M ,Tp(3M)CTo(M) 是 一 起 平面 . 法 空间 vp 二 Th(M)/ 
Tr(93M) 则 是 一 维 空间 . vr 恒 具 有 典 则 定向 . 即 内 法 线 . 回顾 一 下 其 
定义 如 下 . 取 一 坐标 映射 wp 一 一 (zi，…'zJ) 使 PCDC 上 半空 间 z 之 


0. 的 定向 由 地 ,给 出 .车 # 一 (yw,… ,和 %) 是 另 一 个 这 种 坐标 ， 


(二) 一 ( 状 ) 六 ); 
( 间 


则 在 ve 中 有 
记 ) 二 
天 0 


现在 


or, 
因 当 z. 之 0 时 按 我 们 的 约定 实 0, 此 极限 恒 为 正 ; 即 (9/3x.)s 与 
(9/3y)z 定 义 相同 的 定向 . 

用 从 的 语言 说 ,就 是 3M 上 的 从 ?二 (TCM) |9M)/TC9M) 慢 可 
定向 而 不 问 时 是 否 可 定向 , 困 ， 为 一 线 丛 ,这 意味 着 "的 群 是 
S0(1) ==e, 即 是 说 aM 在 M 中 的 法 处 * 恒 为 平凡 的 . 作为 推论 ,车 
时 可 定向 则 2 亦 然 , 因 为 

i Cw CM = i Gn CH) + wm) = wi CaM). 

车 YM 可 定向 ,我 们 规定 这 样 取 3M 的 定向 ,使 得 车 在 其 后 青 加 上 内 
法 线 即 得 好 之 定向 ,正好 象 (@,… ,e,) 给 出 R 之 上 半空 亲 的 定向 . 
用 间 调 语言 来 说 ,NM 的 基本 类 
不 再 是 型 之 一 切 单 形 的 各 C0, 因 为 
它 不 再 是 一 循环 . 但 当然 有 3C==3M 
s 涂 。 的 一 切 单 形 之 和 ( 见 左 图 ). 故 基本 
> 类 是 HCM,3M) 中 之 类 , 记 作 [M4， 

起 am]. 有 同调 序列 


3 
—— H.(M,90NM)}—> 
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H,_1(9M) 一 ~ …. 
显然 , 按 我 们 采取 的 约定 
aa,a]= [at] 

是 3 的 基本 类 . 

现在 可 定义 配 边 的 概念 了 . 两 个 流 形 We 和 Mi 称 为 配 边 的 ， 
若 存在 一 流 形 甸 使 际 = MU “Li 表示 分 离 并 . 可 以 使 此 要 求 
更 严 一 些 , 即 加 上 可 定向 性 要 求 . 这 时 要 求 Wo,A 和 入 均 为 可 定 
向 流 形 , 而 且 权 求 

af = MoLl(— M,). 

这 表示 aW 上 按 以 上 规定 给 了 诱导 定向 ,此 定向 在 一 部 分 上 与 nn 
的 定向 一 致 而 在 另 一 部 分 上 与 好 定向 相反 . 这 些 都 是 等 价 关 系 . 
紧 流 形 的 无 定向 配 边 类 之 集 记 作 人, 紧 定向 流 形 的 定向 配 边 类 之 
集 记 作 8, .7 与 9 中 都 有 显然 的 加 法 和 乘法 ,前 者 邑 分 离 并 ,后 者 
为 向 卡尔 积 . 然而 它们 在 加 法 “十 ”下 成 群 并 非 不 足 道 的 事实 (虽然 
并 不 难 证 . 再 加 上 “XX” 就 成 了 环 ). 问题 显然 出 在 反面 , 即 已 给 at 
是 否 有 MMi 使 M。 (一 Mi) 二 3W,W 是 菜 流 形 .但 是 现在 不 来 讨论 
它 ， 

配 边 性 其 实 是 一 简化 ,已 给 流 形 型 ,说 在 呈 中 区 一 0, 就 是 说 
有 某 个 WW 使 闭 =5 为 其 边缘 ,许多 郊 悉 的 流 形 都 是 这 一 类 ,例如 
人 二 31,T? 一 3(DX 5 ). 但 如 RP',CP" 之 类 又 如 何 ?而 且 认 为 作为 
边缘 的 东西 就 可 以 不 计 , 其 理由 又 何在 ?第 一 个 简单 的 回答 是 下 面 
的 

定理 车 M=3W, 则 M4 的 Pontrjagin 数 和 Stiefei-Whitney 数 
均 为 0. 

证 明 很 简单 . 令 p= 二 pp,…p, 是 Pontriagin 类 的 任意 组 合 . 令 
i: M 一 rxW 是 包含 映射 ,我们 知道 

i"T(W) = TCM) D1 
且 * 是 平凡 的 . 所 以 
i"’ pW) = p(NM) mod 2( 找 元素) 
459 


因为 对 任意 挠 上 同调 类 4 有 i 民 J1==0. 故 在 计算 Pontrjagin 数 时 可 
以 略 去 . 故 有 

(JW = pW TM] = Gp (WY, OW .WN]) 

= (pW OW, oj) = 0, 

最 后 一 式 是 因为 按 下 面 的 同调 序列 1, 3 二 0， 

HW NM) HM) HOW) 
就 是 说 Pontrjagin 数 不 能 显示 出 任何 成 为 边缘 的 东西 . 例 好 ,我们 
有 

pCP*) = (1 十 +1, 

若 x 二 2# 为 催 , 我 们 恒 有 有 


nor ~ {2+ 1) 
2 十 1 

所 以 kn tepe) [cp 一 ok 六 0 我 们 于 是 知道 .cP* 不 是 边 
缘 .但 是 我 们 也 算出 过 RP5 没有 Stietel-Whitney 数 , 所 以 不 能 确定 
RP 是否 边缘 . 事实 上 当 5 为 奇数 时 的 RP' 均 为 边缘 ,其 证 如 下 : 令 
二 一 ”了 3 为 一 主 S.- 从 . 可 以 作 相 关 的 陪 盘 从 W=BXap: 一 >B. 利 
圆 盘 一 样 ,让 也 是 一 个 有 边 流 形 , 且 93W = 二 BX sa 一 BXaS1. 但 由 
以 下 等 同 关系 [z,z]F 一 ”zzzhH>[z,1] 且 Xs8I 一 吾 .所 以 任意 光 
滑 S -处 的 全 空间 吾 都 是 边缘 . 现 考 虑 主 5'- 从 Se+! 一 >*CP" 今 2 
C5 , 则 有 下 图 


St] 


六 


| De 
CP" 
这 里 x : RP” 一 >CP' 是 一 个 从 ,其 群 为 51/ 如 三 51. 这 样 7 仍 是 一 
主 S'- 从 ,证 毕 . 
以 上 所 作 似 平 表 明 配 边 性 是 一 个 有 意思 的 东西 : 它 相 当 简 单 


所 以 代数 上 易于 处 理 , 而 在 几何 上 又 相当 丰富 . 除 Pontrjagin 数 和 
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Stiefej-Whitney 数 以 外 .还 有 没有 其 它 的 配 边 不 变量 ? 下 一 章 我 们 
就 来 讨论 这 个 问题 ， 
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第 十 六 章 Hirzebruch 指标 定理 


§ 1. 流 形 的 指标 


令 1 为 一 紧 可 定向 流 形 : 对 维 数 互补 的 上 同调 类 xE H*(M)， 
rEHA(M)(n=dimiM4), 其 上 积 u-v€ BH'(M) 具 最 高 维 , 碗 可 在 基 
本 类 [MI 上 计 值 而 得 一 整数 (ut,[WMJ), 见 第 十 二 章 , 例如 设 x 和 
:是 YM 的 子 流 形 玉 和 上 的 对 偶 类 , 则 此 数 妈 其 相交 数 ( 先 把 与 
上 移 到 横 截 位 置 ), 现在 要 更 形式 地 研究 这 种 配对 : 

HI(M) XxX HM)}— R, 
Ce) Br) = (uv, {M1). 


是 上 和 间 调 系数 整 环 而 不 一 定 是 整数 , 最 有 趣 的 情况 是 ==n 一 
(从 而 "= 二 2k 为 偶 ), 则 有 定义 于 中 间 维 数 上 同调 类 上 的 双 线 性 形 
式 : 

HCM) X HI(M)— RR, 

{wv Blu,o) = (uv, [LM])). 
记 住 上 同调 的 上 积 服 从 符号 规则 

Uo = 1) Dy, 
右 当 为 偶 时 BGy,2) 为 对 称 ,* 为 奇 时 为 斜 对 称 . 因为 对 称 形式 在 
代数 上 更 有 趣 且 更 有 用 ,我 们 就 先 限 于 这 个 情况 ,这样 我 们 讨论 的 
是 紧 可 定向 流 形 而 dmM 寺 0 mod 4. 下面 对 对 称 双 线性 形 基 
本 的 代数 作 一 复习 , 为 简单 记 先 设 系数 整 环 为 一 个 域 . 这 样 我 
们 考虑 的 是 定义 在 矢量 空间 上 上 的 对 称 双 线 性 形式 
旦 1 XT 了 一 天 . 
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8 的 对 称 性 给 出 了 熟知 的 极 化 关系 式 
Blud+ but 6 = Buu) + Bvt) + 2BCu,0), 
至 少 当 忆 的 特征 非 2 时 Bx,t} 可 由 “二 次 型 ” 
VR, DP(u,u) 
完全 决定 .由 此 原因 我 们 不 再 区 分 这 两 个 名 词 . 
令 (B8,V), (ay,7D 各 为 和 7 上 的 二 次 型 . 线性 映射 p : VY 一 
上 广 称 为 等 距 的 或 不 变 的 ， 如 果 
B42) = Bp, Pe). 
如 有 不 变 的 线性 同 构 存在 就 说 8 与 B, 等 价 ， 这 是 一 种 等 价 关 系 . 
二 次 型 理论 只 能 确定 二 次 型 到 等 价 为 止 . 
令 Ce，…， 6) 是 的 基底 ，(2，…， 4,) 是 六 的 基底 《〈 恒 
设 dimy 二 dimT;， 否则 8 与 B 不 会 等 价 ). 由 双 线 性 性 ,5 完全 由 
矩阵 B=(B,) 决 定 ,这 里 
B,; = Ble,,e,), 
对 任意 双 线 性 形 8 都 如 此 . 对 于 二 次 型 ,8 是 对 称 的 : 素 =8,t 表 转 
置 . 对 任意 线性 映射 p, 可 将 pte,) 用 (4;) 展 开 . 这 就 是 mw 通 常 的 矩 
阵 表示 : 
ple,) 一 SP, = (9,,). 
若 "是 不 变 的 ,我 们 有 
B, = Ble,re) = Blgle,) ,ple,)) 
= Bl 2 gua, Dj pd) = Dp Bi np. 


下 矩阵 来 表示 妈 
B=9+:B*.9'. 

车 两 矩阵 有 如 上 的 关系 就 称 为 相合 的 . 若 要 求 9 是非 奇异 的 , 则 它 
是 等 价 关系 . 故 二 次 型 8 与 B 为 等 价 的 if 其 和 阵 5 与 对 任意 基 
底 均 为 相合 的 . 

已 知 二 次 型 (3, 让 与 (8B,,V1) 可 在 YDBrY, 上 定义 其 和 C=B 纪 
B, 如 下 : 
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Cu Pn) = Be) .Blu, mm). 
即 它 在 上 上 为 总. 1 上 为 8、 且 这 两 块 互 相 “ 正 奖 ”， 即 指 对 于 > 
EP， tjEV,， 有 
CQ) = CBO00PBw) = B00) BO,n) = 0. 

用 矩阵 来 说 , 车 8 对 r 之 一 基底 (e) 矩阵 为 8B， 镶 对 让 的 基底 
(4,) 宅 阵 为 也 则 C 对 了 由 六 的 基底 (ej, …. es di， 和， 中) 短 
阵 为 对 角形 

二 1 0 

C= a 

可 


显然 任 给 二 次 型 3、P) ， 我 们 总 想 把 它 分 解 为 (也 ,F,) 之 和 使 
diml, 尽 可 能 小 . 例如 ,车 能 使 imP = 上, 则 互 被 "对 角 化 ” 这 种 二 
次 型 更 容易 理解 . 但 在 做 这 件 事 之 前 , 先 除去 一 些 意义 不 大 的 部 
分 . 

令 总 为 上 上 的 双 线 性 形 ,y* 是 了 的 对 偶 . 我 们 有 两 个 自然 地 
诱导 出 来 的 映射 

VV ,ur Bu, ) ,cm——>B( ， ,0)., 
对 于 二 次 型 .这 两 个 映射 是 相同 的 , 记 之 为 育 : FV* .车 为 同 构 
就 说 B 是 非 奇异 的 . 因为 恒 设 维 数 有 限 ,这 就 相当 于 说 3 是 一 对 一 
的 .一 般 说 来 ,我 们 有 
ker B= = (4|B0v) = 0 对 于 一 切 EF}. 
显然 ,车 [CV 是 V? 的 补 空间 , 即 Y=V*BW,, 有 
(BP) ~ (Bo 1) 由 CB ,I ), 
这 里 刀 = 二 B17?,B 一 BV 但 BB 在 Y* 上 最 然 为 0， 
Boluss) = 0 uvEr, 
另 一 方面 (B,,V1) 则 显然 是 非 奇 异 的 . 这 就 是 所 谓 除 去 意义 不 大 的 
部 分 :可 以 作 商 空间 除去 证 而 在 YY 一 上 得 到 一 个 新 的 非 奇 
异形 式 Bi. 令 人 高 兴 的 是 在 我 们 关心 的 情况 下 ,不 必要 作 这 样 的 
化 约 . 
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命题 “对 于 紧 可 定向 流 形 M. 以 域 为 上 同调 的 系数 整 环 、 
则 以 下 二 次 型 是 非 奇 异 的 ; 
HM) YX HL(M)—R. 


(uv) Be) = (uv, LM ), 


这 只 不 过 是 重 述 了 Poincaré 对 偶 福 . 回忆 一 下 ,Poincaré 对 侦 
性 就 是 说 ,映射 
P: HOMH MM), vt LM] 
为 一 同 构 . 另 一 方面 ,我 们 恒 有 自然 的 配对 : 
HMXHCOM>R, vor 0) 
即 是 赋值 配对 . 这 就 给 出 了 一 个 自然 的 映射 
D: HOM— HOM) a> ,a). 
记 住 . 它 有 时 也 是 同和 构 . 例如 当 R 为 一 域 时 就 总 是 这 样 ,更 一 般 
地 ,当中 为 任意 但 模 石 -;(M) 为 R- 自 由 时 也 是 这 样 ( 见 第 十 章 
§ 2). 作 复合 
Do PHECMY Ha MI HECM) vi oN MI, 
则 对 任 一 wE€ H2CM) ,我 们 有 
uv f) [MJ = (uo [LM] = Blu,v), 
这 表明 
De Plr) 一 了 (so = Bet). 
所 以 8D。P 为 一 同 构 . 虽然 我 们 仅 对 系数 咸 需要 它 , 有 时 也 考 
虚 8=2 为 整数 环 . 这 时 我 们 需要 加 一 条 件 :H#a-,;《M) 是 自由 Abel 
群 . 
现在 回 到 一 般 理论 . 读者 大 概 记得 :二 次 型 可 以 用 一 串 行 或 列 
的 初等 运算 对 角 化 . 用 与 堂 标 无 关 的 形式 来 表述 ,这 就 是 以 下 的 
命题 令 人 ,1 为 一 二 次 型 ,六 CrY 为 一 子 空间 . 若 B= 二 BIV 
非 奇异 , 则 (2:Y) 可 分 解 为 和 : 
(BP) = (BD Dr,). 
证 取 TF 之 一 基底 (e1,…,e,) 使 W== (el,… ,el) 由 前 £4 个 矢量 
465 


张 成 . 这 时 矩阵 B 形 如 


如 
人 
» Sl 
2 


坪 是 B, 的 矩阵 ,4 和 0 各 为 莫 kX (x 一 科 和 (一 科 X (n 一 所 拭 竹 . 
由 很 设 ,B 非 奇异 .. 考 虑 矩阵 


| 1 0 
P 一 )， 
(AD 1 


其 中 二 (B17 我们 有 (注意 B,C 以 及 从 而 还 有 D 均 为 对 称 ): 
本 | 了 | | ES 
PBP' 一 
一 45D lid Cl\d i 
_{B 4a 4)= BB 1 
Toolo fi (0 oaf 
其 中 C=06 一 4D4. 


我 们 要 提醒 读者 ,这 就 是 经 典 的 经 由 行 或 列 的 初等 运算 作对 
和 角 化 的 程序 . 设 


Di biz b 
一 bz boz bs 
B= . 

bys ba 2 bo 


是 8 关于 任意 茎 底 (e，,… ,e,) 的 矩阵 表示 . 令 Y 二 4e1) 是 使 B= 
六 非 奇异 的 子 空间 . 这 意味 着 如 天 0. 矩阵 P 不 过 是 给 a 


el = €,, i 2, 


可 生机 鸭 吉 全 机 间 鸭 科 台风 直 匠 |: ns 下 对 和 角 化 为 


| 
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然后 可 以 再 做 下 去 . 

有 对 角 化 定理 后 即 可 将 二 次 型 分 类 . 结果 与 基 域 六 有 关 . 最 
简单 的 是 £ 为 代数 闭 域 , 例 如 R=C 为 复数 域 . 在 r=c* 上 有 上 典 则 
形式 B,: 对 于 4 二 Ge 机) ,2 二 (09) 有 

B, (u,v) = > ya 


在 典 则 基底 e= 一 (0,…，1,…;0), 一 1,2,…,a 和 矩阵 吕 一 六 即 为 单 
位 阵 . 我 们 有 

定理 " 维 复 矢量 空间 上 的 任意 非 奇 异 二 次 型 (8B,V) 均 等 价 
于 (CB.,0"). 因此 没有 复 域 上 的 二 次 型 理论 . 

证 因 8 为 非 奇 异 ,至 少 有 一 u 关 0 使 BGw,w) 关 0. 否则 如 前 所 
述 , 作 极 化 可 得 :对 一 切 4,vEV,Blw,2:) 二 0. 现 将 4 规范 化 为 ei 一 
uf/ VBCuyw). 我们 有 Bles,el) 一 1. 由 上 之 命题 可 以 分 解 出 = (e,) 
cry. 在 六 的 补 空间 上 重复 以 上 论证 ,最 终 可 得 一 基底 Ce，e,) 
使 8B 对 应 的 矩阵 5 为 单位 阵 . 

上 述 定 理 之 所 以 简单 当然 是 由 于 在 复 域 中 可 取 平 方 根 
MBtuy) 才 使 4 可 规范 化 为 61 而 Ble1,e1) 一 1, 在 实数 域 R 中 最 多 
可 取 ~V18G,4)| ,这 样 得 到 基底 (el,…，,e) 使 BCe,,e,) 二 土 1. 我 们 
称 B 为 (p,q) 型 的 ,车 有 ?个 ei 使 BCe,,e,) 二 1,g 个 使 BCei,e;) 二 一 
1, 问题 自然 是 确定 型 是 否 二 次 型 8 的 不 变量 . 这 里 有 著名 的 

Sylvester 惯性 定理 令 (8,W) 为 一 二 次 型 而 有 (yp,9) 型 基底 ， 
《B' ,V' ) 则 有 (Cy ,2 ) 型 基底 .于 是 

B~ B'S,9) = (p,q ). 

“二 "是 不 足 道 的 . 至 于 另 一 半 , 我 们 需要 反射 的 概念 . 令 (B， 
中 为 一 二 次 型 ,aEV 为 一 矢量 ,Beyo) 一 a 天 0, 观 射 9 :VV ,gln) 
一 (28(x,a)Vaja 一 ! 是 一 不 变 线 性 映射 ,因为 我 们 有 

Bg) ,pm)) = Ba) Bos) —2B(u,a) BCa,s) 


—B(u,a) B09)+ BO,s) 
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一 五 (MU )， 
我 们 还 有 g(a) 二 24 一 4=a. 将 应 用 到 等 式 
4 十 pa = (2B(u,0) /a)a 
上 可 得 4 十 g(t) 二 p() 寺 22). 亦 即 y= 二 1. 因 此 yp 是 对 于 直线 a》 
的 反射 .我们 有 以 下 巧妙 的 
引 理 令 xwzEF 使 Bu 一 Bt 一 a 天 0, 则 必 有 一 反射 变 
tA 六 
证 Budto dt) =2a+2B(u,0), 
Blu—v, ut) = 2a—2B(u ,rn). 
二 式 中 至 少 有 一 不 为 0, 否则 4a 二 0. 设 BC 十 ya 十 ) 沽 0, 对 于 4 十 
4 的 反射 p 将 变 4 为 *, 因 为 


2B(uru 2) ee 
Dat abu te 


A AS LP 
TT 


_ 2a+2B(u,:) ea 
TB) te) Es 


现在 来 证 明定 理 . 令 (e,,…,e,) 为 (8,V) 的 一 基底 ,型 为 (p,qg)， 
《es ) 是 CB ,V' 的 (p,q9' ) 型 基底 . 设 Blei,el) 一 B' (ej ,el) 二 
1. 由 假设 8 与 8B' 间 有 一 等 价 :V->?'. 帮 有 B' (yle1) ,$Ce1))= 二 
Bleise)) 二 1 二 B' (ei,e1), 应 用 引 理 ,存在 一 反射 pq :WV' 变 $e1) 
为 @: 于 是 gy :VV' 是 变 ei 为 e 的 等 价 .但 它 也 必 变 e, 的 正 交 
补 Cez，*…* es) 为 61 的 正 交 补 Ce2,*…,e,) ,然后 即 可 继续 这 一 论证 . 这 
样 实数 域 或 有 理 数 域 上 的 二 次 型 (8,P) 全 由 (p,q) 决 定 .通常 定义 
(8,[) 的 指标 或 称 符号 数 5CB) 一 ?一 9. 在 固定 维 数 4 二 zy 十 g 的 矢量 
空间 上 ,1(B) 完 全 决定 B&. 用 1(B) 而 不 用 2,4 是 因为 它 在 几何 上 更 . 
有 启发 . 说 区 8) 一 0 即 指 7 可 以 分 解 为 两 个 等 维 数 的 子 空间 r= 
V+@r-,B8 在 + 上 为 正定 ,VY- 上 为 负 定 . (一 般 情 况 下 VY 可 以 分 解 
为 一 个 正定 与 一 个 负 定 部 分 Y=Y+ 四 7, 当然 ,分 解 不 是 唯一 的 ， 
但 Sylvester 定理 指出 它们 的 维 数 一 定 . ) 我 们 马上 就 会 知道 何 时 
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PH) = 


1(8B) 二 0, 因 为 我 们 又 有 另 一 个 巧妙 的 

引 理 1(3)=0 if 有 一 子 空间 TCr 使 8 在 其 上 恒 为 0 而 
dimY = 2dimb) |， 

证 设 这 样 的 1 存 在 . 令 了 一 FF+ 四 六 而 dimr+ 一 pydimr- 一 
g;(p,9) 是 8B 之 型 . 自然 的 投影 下: VV 一 YAV+ 以 Vi. 人 P+ 为 核 .但 若 4 
EPNT+, 则 

0= Bu,u)=>u= 0 
因为 8 在 V+ 上 为 正定 .于 是 r 为 一 对 一 . 故 有 
gq = dimr -= dim(V /P+) 之 dimr， 
同 理 也 可 证 明 
? 之 dimP， 
但 因 dim7 一 5 十 9 之 2din 一 dimy , 故 必 有 ?一 9 一 dimPi. 

我 们 所 需 的 有 关 二 次 型 的 代数 知识 尽 在 此 . 从 代数 来 说 这 是 
最 初等 的 部 分 ,因为 我 们 处 理 的 是 域 . 在 环 ( 例 如 整数 环 ) 上 二 次 型 
的 分 类 就 复杂 多 了 . 现 回 到 几何 而 令 好 为 紧 可 定向 流 形 且 dimad 
一 人 多, 取 一 域 为 上 同调 系数 整 环 ,例如 取 有 理 数 域 8. 于 是 上 积 定 
义 了 82*(CM) 上 的 一 个 二 次 型 . 其 指标 即 定义 为 好 的 指标 1 (M4). 
为 方便 起 见 , 当 dimM 关 0 mod 4 时 就 定义 ICM) 二 0. 关于 1(M) 最 
有 趣 的 事实 就 是 以 下 的 

定理 (R. Thom) 车 M 二 9W,W 是 紧 可 定向 流 形 , 则 1(W)=0. 

证 骨 前 先 作 一 点 一 般 的 说 明 . 令 Y 为 一 有 限 维 矢量 空间 ,VY* 
为 其 对 偶 , 于 是 有 自然 的 配对 : 

入 XR, (p, u) plu). 
令 4Cr 为 一 子 空间 ， 其 零 化 子 空间 4CV* 即 使 p14* ==0 的 p€ 
V* 之 子 空间 . 它 的 用 处 是 : 令 i: 4->F 为 包含 映射 ， 我 他 有 诱导 
映射 i : V*" 一 4"， 由 定义 i? Cp) 二 g|4, 故 有 
40 一 Keri*, 
另 一 方 而 关 恒 为 满 射 (这 相当 子 说 4 上 之 任意 线性 应 数 均 可 拓展 
到 了 上. 提示 : 取 4 之 补 ). 故 
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4" 一 /40. 
因为 dimy 一 dm ,所 以 我 们 有 
dim4 十 dim4a 一 dimk, (1) 
现在 给 出 定理 之 证 .车 米 存在 ,包含 映射 ;: 1 一 克 将 给 出 
让 ~) ,dimM 二 4. 令 4 二 Imi* ,因为 系数 在 域 中 ， 
Pontrjagin 对 偶 性 成 立 , 故 可 将 (二 *(i)) 与 玫 , (等 同 起 来 . 现 
计算 零 化 子 4', 对 于 p€E Ha(M) ,wuE H*(W) 我 们 有 
(up? = (Ut, ps 
故 gE€ di 《yt ,9) 二 0 对 一 扫 wR2(W) 成 立 . 再 用 Pentrjagin 对 
偶 性 ; (58260WD) :二 HW) ,这 意味 著 i,wp==0 即 
PE kert, : HautM) > Hal(W). 
这 样 就 定 出 了 
(Imi* )° = keri,. (2) 
以 上 计算 对 任意 的 对 (8 ,1) 均 成 立 . 但 对 于 流 形 还 可 应 镍 
Poincaré 对 偶 性 . 我 们 将 它 写成 


1° ] 
HW —— HOM) 一 下 ?1 和) 


Fl 


Hur (WM) — > Ha CM) —» Ha(W), 

Pi,P:,Ps 是 对 偶 上 映射 :P= 二 站 LW, 二 P,P 二 人 门 LM]. (注意 [Ww， 
MJEHar CW, MM) MIENAW, ME HLCM). )H 上 之 图 式 易 得 

Pa : In ~ kers,, (3) 
由 (1),(2),《3} 可 知 

dimH (MXM) = 2dimA. 
现在 可 以 应 用 引 理 了 . 若 能 证 明 上 积 配对 在 4 上 为 0 则 定理 得 证 . 
但 这 很 容易 , 对 4,5€E Hx*CW)}) 有 
Cui vy, [LM])) 
= (0), LM 
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四 


一 人 


和 


={uv ti, [NM] 
=(uy—v ii. dW, M1)=0, 
因为 i.9=0. 
我 们 已 找到 两 个 配 边 不 变量 ;Pontrjagin 数 和 指标 ,有 意思 的 
是 在 证 明 其 配 边 不 变性 时 ,都 用 到 了 i.3=0 这 一 事实 ， 


§ 2. 配 边 环 的 构造 


指标 与 Pontrjagin 数 确 有 关系 . 然而 这 远 非 简单 . 其 基础 是 关 
于 配 边 环 构造 的 深刻 的 定理 . 
所 以 我 们 再 温习 一 些 一 般 知 识 . 记 住 ,有 两 类 配 边 环 . 在 无 定 
向 和 情况 我 们 考虑 一 切 无 边 紧 流 形 . 形 一 六 iff 存在 一 个 紧 流 形 W 使 
W 二 MLJN (分离 并 )， 
在 有 定向 情况 ,只 考虑 可 定向 流 形 且 要 求 
MW = MLC— N). 
所 得 集 关 与 名 是 环 , 其 运算 为 [LM] 十 [N]==[MUN],[CM]XfN] 
二 [MXN1CLM] 表 开 之 配 边 类 ), 当然 需要 验证 它们 的 合理 性 . 但 
这 只 是 容易 的 公式 文章 . 例如 , 群 唱 之 零 元 即 任意 边缘 类 [3W]( 例 
如 球面 ). 已 给 流 形 ,图 (16 一 1) 以 及 关于 内 法 线 的 约定 给 出 
aM x ND) = MU A). 
所 以 在 马 中 有 
— [Mj]=[— M] 
(在 瘟 中 则 有 2[M]=0, 所 以 先是 2 上 的 
矢量 空间 ). R.Thom 的 出 色 的 工作 就 在 于 《> 
他 成 功 地 给 出 了 这 样 一 般 的 对 象 以 显示 的 
公式 . 我 们 有 
定理 (R. Thom) 无 定向 配 边 环 名 是 于 
Zz 上 的 多项式 环 , 自 对 各 维 数 £, 只 要 4 尖 
2" 一 1,4 渤 1 均 有 一 生成 元 . 且 当 为 偶 时 ， Sle 
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可 取 此 生成 元 为 [RP+J. (由 上 一 章 , 当 上 为 奇 时 RP! 恒 为 一 边缘 ,所 
以 当 * 为 奇 且 不 为 2* 一 1 时 要 另 找 生 成 元 . ) 

定向 配 边 环 8 的 构造 较 复杂 ,因为 它 是 上 的 代数 ,可 能 有 
扩 元 素 , 即 是 说 ,一 流 形 自身 并 非 边 缘 , 但 取 几 个 相同 定向 的 # 祥 
起 来 可 能 成 一 边缘 (因此 MX1 不 能 是 例子 ). 然而 例如 若 与 有 理 
数 域 9 或 实数 成 R 作 张 量 积 而 抹 去 挠 元 素 ,Thom 也 有 一 构造 定 
理 : 

定理 (R. Thom) 代数 9698 是 8 上 的 多 项 式 代数 且 对 每 个 维 
数 续 均 有 一 生成 元 [cpP*] 〈 即 [cp*] 加 1)， 

这 个 构造 定理 在 Pontrjagin 类 上 有 有 趣 的 含义 . 按 此 定理 , 对 
一 切 序列 {= (Ch, 1) 单项 式 CP24 Xe XCP2 形 成 90 的 加 
法 基 , 另 一 方面 , 相应 于 此 序列 上 可 作 Pontrijagin 类 pj/ 二 p…p,, 它 
定义 一 个 映射 

pr [Mp M), LM) 
即 一 Pontrjagin 数 , 它 显然 是 线性 的 (以 分 离 并 为 加 法 ), 从 而 可 看 
作对 侦 空 间 8' 之 元 :PE9'. 把 pi 自然 地 拓展 到 8698 上 , 恒 可 视 
Pi 为 (QC99)' 中 之 元 . 这样 我 们 注意 到 六 EC9G0) 与 CQ 中 的 
CP' 一 CP2 … XCP* 个 数 一 样 多 . 这 会 引导 我 们 设想 {p11E (86 
Q)* 构成 与 {CP'} E 8699 对 偶 的 基底 . 不 巧 的 是 这 并 非 事实 . 例如 
取 1= 一 (2),J 二 (1,1), 有 
(pCP’)= (ps ,CPX CP = Cp (CP? XCP2) ,CP? x CP’). 
但 是 z(CP2XCP?) 一 《1 十 2 十 s)5 故 ps (CP?XCP?)= 一 924252, 故 
《PCP7)》 = 9 0, 

但 是 仍然 可 能 将 {p1} 改 变 为 一 个 与 {cP'} 对 偶 的 新 基底 . 我 们 就 来 
做 这 件 事 , 这 只 是 一 些 熟 知 的 但 不 太 容 易 的 代数 .所 以 先 作 一 些 安 
排 . 首先 单项 式 CP' 一 CP: XXXCP* 并 不 唯一 对 应 于 (it) 因 
为 将 各 ,置换 并 不 改变 单项 式 . 所 以 我 们 要 讲 到 无 次 序 序 列 工 一 
忆 ，*… ij]. 这 个 无 次 序 序列 称 为 111 一 2 的 一 个 分 划 ( 设 5>> 0， 


472 


允许 重复 . 称 为 1 的 长 度 ). 另 一 种 形式 的 说 法 是 : 令 对 称 群 元 作 
用 在 长 为 * 的 序列 之 集 上 ,如 gC) 二 CycD 分 
划 就 是 此 作用 的 轨道 亦 即 等 价 类 , 整数 "的 一 切 分 划 之 集 记 作 
P(n). 例如 

P {1) 一 {[L1])， 

己 (2) = {[2],[1,1])， 

P(3) 一 {[3],[2,.1],[1.1,1])} 
相应 于 分 划 f==[i, 记 ,… ,wj 有 单项 式 CP' 二 CP' XXCcps 和 Pontr- 
jagin 类 pj/ 二 pp"…P,。 这 时 置换 没有 关系 ， 因 为 一 切 都 是 偶数 维 
的 . (在 品 中 ,， [Mj] X [NA] 一 [WHYXN]， 以 开 之 定向 继 之 以 六 
为 定向 . )Thom 定理 告诉 我 们 , {CP'17 为 分 划 } 是 8XQ 之 基底 , 现 
在 想 证 明 ，{P'|i 为 分 划 } 是 《9XQ)' 之 基底 ， 只 要 将 {P'} 换 成 
一 个 新 的 集 {8}, 它 克 是 {CP:} 之 对 侦 基 底 ， 为 此 , 记 住 p 可 用 
初等 对 称 函 数 表 示 , 即 视 总 (580(a) ) 为 五 "(B) 的 子 代数 ,一 2m 
或 2m 十 1. 这 时 


Sn -Ta+te. 


因为 我 们 是 对 一 切 : 处 理 ,我 们 不 固定 即 考 虚无 限 多 个 &. 在 
形式 上 用 不 用 娠 显 热 也 无 关 紧要 ， 这 样 有 一 串 未 定 元 与 ， 所，…， 
且 de 上 一 4， 它 们 与 # 的 关系 是 


3 = TIa 十 名 )， 
m 和 ，* 是 任意 的 ， 但 要 求 m<n. 
我 们 也 可 以 直接 用 关于 所 的 对 称 函 数 而 不 用 nm。 已 给 一 个 分 
划 7 一 Li, tor *"'y i] 对 所 有 不 同 的 纵 0 你 四 作 和 
= 了 7 人 


FE, 
中 令 元 作用 在 所 有 的 长 为 + 的 单项 式 上 ， 并 在 此 轨道 上 求 和 .由 
定义 , Si; 是 一 对 称 函 数 . 我 们 可 以 把 它 既 看 成 函数 5 二 S51 (i; ，…， 
) 又 可 看 成 函数 Si= Si(p yp) 按 我 们 的 约定 ， 它 的 次 数 是 4 
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ff. 例如 有 
Sb 一 太一 二 十 外 十 十 下 一 及， 
Ac) 一 全 十 号 一 绎 十 红 十 引 一 (十 基 一 20 
= (十 已 十 四 )2 一 26tt 二 bata + tati) = pf — 2p2, 
Soy 一 站 所 一 明和 十 人 et 十 届时 一 了 
Sew 二 站 十 共 十 六 二 (十 纪 十 刀 ) 
一 3( 引 十 纪 十 (dy 十 tts 十 4) 十 3titzts 
一 四 一 3p1pa 十 3ps. 
由 定义 ,在 对 称 函 教代 数 8=8[4,t,…] 二 8[p ,ps,*…] 中 ,{51} 和 
{zr} 部 是 基底 . 故 它 们 之 外 有 一 非 奇异 矩阵 变换 . 
因 S 是 一 Pontrjagin 类 ,可 将 它 应 用 于 一 实 矢量 从 8( 适 当 维 
数 ), 于 是 得 到 相应 于 乘积 公式 的 Whitney 和 的 公式 , 令 1=[i1,*…， 
放 , 王 [和 坷 均 是 两 个 分 划 ,其 组 合 
五 一 了 IJ = [i see 
即将 1,J 合 在 一 起 之 分 划 ( 记 住 ,由 定义 次 序 无 关 ), 这 样 ,我 们 就 
有 
命题 SI(8 OF) = >) 8,(B)Sr CF). 


证 明 完全 是 组 合 学 . 取 充分 大 使 ODF 总 共有 2 个 未 定 元 ， 
邑 吕 有 G's 丸 ) ,有 Cir,ta)( 即 是 说 , 沫 上 一 些 平凡 从 可 设 
ddim 二 dim 二 dnyn 充分 大 ). 令 /一 G3,…, 刀 我们 有 
SIE PBF) = Dy tn. 


gE Ty, 
对 固定 的 9, 令 Jg) 一 19( 力 委 时 天 Cg 一 全 19( 力 袜 a 十 1} ,显然 
可 得 9o (8)Sro(F) 含 于 SB 四 下 中 , 令 9 遍 取 了 之 元 , 即 得 一 
切 可 能 的 组 合 .天 一 工 
我 们 立即 可 得 一 推论 : 
(81,Cp Xu XCOPY) = 之 1 《SCPo ee (i, Cp) 


为 使 右 方 非 0, 自 然 圳 要 | 五 | 一 六 ,| 天 | 一 庆生 一 和 换言之 
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三 Jif2"*rl 可 分 解 为 较 小 的 分 划 C,…, 广 ) 二 J. 这 时 我 们 说 1 是 J 
的 细 分 , 记 作 iv. 这 自然 是 分 划 的 仿 序 . 注意 到 
pCCP2) = (1 二 B+! 
是 一 形式 的 因 式 分 解 而 二 和 二 … 二 tas41 二 矿 , 我 们 有 
《Son Cp) 一 〈《2 十 1 ,CPY) = 2% 二 1 关 0. 
另 一 方面 ,对 任意 1,5S1,CP*) 之 0 显然 非 负 ,因此 特别 有 (Si,CP'》 
天 0. 现 可 就 上 之 长 归纳 地 定义 Pontrjagin 类 之 集 {gi} 使 得 
(cpP7) 天 0 SO l= Cx) 
车 11|=k 之 长 为 1, 就 设 4: 二 Si. 因 ! 不 细 分 任意 1,(* ) 是 显然 
的 . 设 已 对 《之 长 ) 一 ] 定义 了 , 今 定 义 
9 一 2 一 2 m0, Cx #) 


了 7 二 了 0 天 


av 一 (Sr CP“ /AQ CP7) .注意 此 式 仅 当 工 细 分 . 上 7 天 7， 时 有 意义 ， 
J 之 长 必 短 于 7. (x ) 是 显然 的 . 由 Thom 构造 定理 , 18/} 是 {9 他 
0Q)* 的 对 偶 于 {CP} 的 基底 . 另 一 方面 ,由 (* # ){8} 可 写 为 {84} 之 
线性 组 合 ,反之 亦 然 . 故 得 {Pi} 也 是 {968}" 之 基底 . 作为 直接 的 
推论 ,我 们 有 
定理 (R. Thom) 流 形 MM 与 N 在 8xQ 中 定义 相同 配 边 类 ,iff 
它们 有 相同 Pontrjagin 数 ， 
无 定向 情况 也 有 类 似 定 理 , 即 [4 一 [tx 于 用 中 证 则 与 六 
有 和 相同 Stiefel-Whitney 类 . 
另 一 个 直接 推论 是 上 之 任意 线性 泛 函 必 为 Pontrjagin 数 的 
有 理 线性 组 合 . 我 们 恰好 知道 一 个 这 样 的 对 象 即 指标 函数 
7 :中 >Z， [MI-—*iI(M). 
更 准确 地 说 ,1 二 (1,) 是 一 个 少数 序列 ,而 且 
只. 一 了 
在 ,上 是 线性 的 . 它 可 以 自然 地 拓展 为 
Lh: 9 0Q. 
因此 ,作为 (9.698)* 之 元 ,可 以 把 它 写 成 
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人 一 Dap HEQ (x %x) 
即 为 分 划 的 线性 组 合 .111=n/4. 因为 当 7 对 0 mod1 时 .9=0. 
习惯 上 写 4 而 不 写 ly. 这 在 本 质 .上 即 Hirzebruch 指标 定理 ,只 不 过 
Hirzebruch 把 展开 式 显示 地 表 出 了 - 甚至 在 做 到 这 件 事 前 ( 抑 下 
节 ), 已 经 有 了 重要 的 教 益 , 记 住 我 们 一 直 关 心 着 示 性 类 . 作为 一 个 
不 变量 在 决定 流 形 的 微分 同 胚 类 精密 度 如 何 ? 现在 又 多 了 一 个 这 
方面 的 结果 . Pentrjagin 类 的 某 些 有 理 线 狂 组 合 只 使 赖 于 上 同调 ， 
从 而 只 依赖 于 流 形 的 伦 型 . 如 果 还 认为 这 一 点 仍然 令 人 不 够 满足 ， 
有 理由 还 是 稍 等 一 下 再 作 这 种 判断 . 

将 会 看 到 .显示 展开 式 (* * * ) 也 是 有 意思 的 . 对 小 的 可 以 
直接 计算 .例如 a=1 时 只 有 一 个 分 划 (1U 一 二 我 们 有 5CCP2) 一 1， 
而 《CprsCP?》 二 3. 所 以 

4 = 3 
xz 一 2 时 有 两 个 分 划 1 二 (2) 和 J 二 (1,1). 我 们 有 
《PCP》 = (pz,CP') 一 10， 
CCPI》 = (pf ,CP') 一 25， 
《PrvCP') = (pi.CP? xX Cp?) = 9， 
(prsCP') = (pCP? X Cp’ = 18, 


我 们 还 有 
tcP1) = 1, LCp? X cp2) = 1. 
所 以 . 
prCp’y Cp.Cp) | 10 9 
Cpncp') (pcp')|™ |25 % |=- 
ll 
为 =| | /ee- 15) = 7/45， 
10 1 


be 15) 一 一 1/45, 


=| 


9 1 
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这 就 给 出 已 一 五 (7Pz 一 下) 

这 些 计 算 的 意义 如 下 :由 定义 ,展开 式 (* x x ) 右 方 的 系数 丸 
是 有 理 数 ,所 以 将 C* * * ) 用 于 一 流 形 4 时 将 得 出 一 有 理 数 . 另 
一 方面 ,zz) 由 其 本 性 是 -整数 , 这 就 给 出 1 的 Pontrjagin 类 的 很 
强 的 可 除 性 条 件 . 例 如 ,任意 1 维 流 形 暑 的 mi) 必 可 用 3 整除 . 
任意 8 维 流 形 用 的 (7ps 一 p21) (CM) 必 可 为 45 整除 . 这些 显然 是 相 
当 不 简单 的 事 , 所 以 我 们 要 进一步 探讨 它 , 为 此 我 们 需要 更 有 效 的 
方法 ,这 将 是 下 - - 节 的 主题 . 


3 3. 乘法 序列 


我 们 在 上 节 已 看 到 ,由 于 8x8 的 构造 定理 ,任意 加 法 配 边 不 
变量 必 可 用 Pontrjagin 数 表示 . 对 于 指标 茵 数 1 二 (4,) ,我 们 志 看 到 
怎样 对 小 的 4 用 直接 计算 来 做 这 件 事 . 当然 ,对 一 切 4 在 原则 上 都 
可 进行 同样 的 计算 . 例如 稍微 耐心 一 点 就 可 算出 


1 
{3 = F562 一 13p2p1 十 221), 


但 是 ,想得到 系统 的 结果 显然 需要 比 直接 计算 更 多 一 点 东西 . 所 衬 
这 些 “ 东 西 "确实 是 有 的 . 因为 指标 洲 数 不 仅 是 加 法 的 ,也 是 乘法 
的 , 即 为 环 同 态 . 为 此 令 M,N 为 紧 可 定向 流 形 县 dim 一 从 .dimy 
一 仿 故 WXAx 的 中 间 维 数 是 24 二 2(k 十 ). 因为 设 系数 在 体 中 , 故 
可 用 Kinneth 公式 . 故 有 

V= HM XN)= >) HH) ® HRN). 


记 住 .上 积 双 线性 形 B 对 4,w EH* (M),v,w EH'(N) 为 
(uN Or LM XN] = Gu, LM] ow ,LN]). 
上 式 只 有 当 维 数 匹配 即 dima 十 dim 一 入 ,dipo 十 dimz 二 [时 才 关 
0. 这 意味 着 了 可 以 分 解 正 交 子 空间 
Vr = LH?CM) 6 HYCN)] DB [HTM) HTNCN) J. 
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这 里 Z 之 从 而 49 二 # 一 p 这 站 .而 当 p 一 时 则 有 
= H+CM) HYCN). 
我 们 可 以 在 每 一 片上 计算 8 的 指标 表 相 加 . 
当 pg 之 9 时 ,由 Poincaré 对 偶 性 育 H?” (CM) 二 HY”(M). 取 
B22CM) 的 基底 (Ce … ye 和 右 一 ?CM) 对 偶 的 基底 Ce，… ,6e,) 即 
(ee LM] = 6,. 
对 HH*CN) 与 Hr*(N) 也 可 作 同 样 的 (而 ，… ,4), (zy 人 ) 于 是 
可 得 户 的 一 个 基底 
{e, ase DD EiCt) CI s). 
和 请 于 是 可 以 进一步 分 解 为 许多 二 维 子 空间 
Vo= {e000}. 
广 94+58), -三 Qu 一 5Q5) ,乘积 形式 
的 乱 隆 成 为 (“| ), 效 在 让 上 当 p< 时 指标 为 0 


对 ?一 缚 取 厂 *(MH) 的 基底 (e，,…,e,) 使 其 上 积 形式 对 角 化 , 取 
H*(N) 的 基底 C4,…,d) 使 AN 之 上 积 形 式 对 角 化 . 显然 ,基底 6。 多 
di 1 和 :使 H2YCM)GOHYCN) 的 上 积 形 式 对 角 化 . 简单 的 
计算 表明 ,指标 为 1 (CM) ，ICN). 

赦 若 将 1= (1,) 表 为 Pontrjagin 类 的 了 沙 数 (pi,… ,7p.)). 必 有 
类 似 的 乘法 性 质 . 先 把 这 一 点 和 弄 明确 , 把 p 看 成 代数 H* (B80) = 
lim#" 《BO(n)) 的 万 有 Pontrjagin 类 , 即 令 右 " (B80) 为 

H' (BOCCH' (BOCDN EC- CCH" (CBO)) 
之 并 . 对 任 一 流 形 戏 , 或 更 一 般 地 ,对 任 一 矢量 从 下 > 有 ,以 Pontrja- 
gin 类 p48) 一 (p(B)) 代 入 7 即 得 一 序列 
(p(B)) = Cp (BY, p(B)) 后 H' (BY). 
因为 对 于 大 的 #1.Cp1(B),… ,p(B)) 二 0, 故 可 考 岂 和 和 式 


1p(B))} = PLP CE), ,p(B)). 


把 基底 换 成 


所 以 ,乘法 性 策 清楚 地 应 表示 :对 于 矢量 丛 8 一 8,, 一 BB ,应 有 
1Cp(B BB)) = 1(p(8) p(B)) = 1(p(B)) HW Tp(B)), 
或 按 分 支 表 为 
LCpCBE) pCBEN) 一 PLE IpCE)). 
这 种 对 象 研究 起 来 并 不 困难 . 它们 可 以 形式 地 表述 为 滋 法 序 
列 . 村 
我 们 按 文 [1] 周 定 一 基 环 8 及 8 上 的 分 级 代数 4 = 4 而 


且 1€ 2%. 例如 4"=H* (YM) 即 必 在 上 的 上 同调 代数 ,或 4* 二 
H* (BO). 


对 每 个 4' 令 4' 为 以 下 的 形式 和 之 集 : 
go 二 > & EA". 
4! 其 实 是 所 有 序列 (a,) ,a,€E 4' 之 集 . 把 它 写 成 形式 和 是 为 了 容易 
记 刀 乘积 公式 应 如 何 定义 . 对 于 a 二 》)0,.,5 二 了 6 当然 应 该 定义 
9 二 >,c, 这 里 一 2 eb 就 是 说 ,乘法 是 象 多 项 式 一 样 来 作 
he ,有 
现 考虑 未 定 元 ma ,zzz … 的 多 项 式 环 
A = A[zi, x2 ]. 
4 可 按 degz, 二 i 来 分 级 .于 是 4 之 元 是 一 级 数 
K(x) = PR), KE 4. 
由 此 ,每 个 K, 只 是 前 "个 未 定 元 zi,z;:，…,z, 之 多 项 式 ; 
K(x) = 天 《zlyz2。…yzs)， 
它 是 未 定 元 mm 的 次 齐 性 多 项 式 , 且 degz, 一 i 
给 出 任 一 8 代数 4 和 aeE45 后 , 必 可 作出 元 素 
Kla) = 人 Royoay sm) E A! 


称 为 KK(z) 中 令 z=a 时 的 值 . K(z) 称 为 “乘法 的 ”如果 
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Klab) = K(a}K (2) 
对 任意 代数 4* 及 任意 4,bE 41 均 成 立 . 实际 上 .我 们 恒 有 Ko==1 
而 且 只 骨 ww 二 Bo 二 1 的 4a.b 代 入. 以 后 我 们 不 再 明显 地 提出 这 一 假 
研究 巧 法 序列 的 关键 如 下 :当然 ,= 都 是 Pontrjagin 类 ,如 果 我 
们 停止 在 % 则 可 以 把 全 ontrjagin 类 表示 成 一 形式 乘积 


1 十 羡 十 和 … 十 和 一 >) (十 坷 ，degl 一 1 
r=] 


这 引导 我 们 考虑 环 REj, 其 中 degt 二 1.R[]' 中 的 元 就 是 形式 短 级 
数 
了 O 引 二 1 二 加 十 加 十 十 和 十， ER. 
特别 是 1 十 t€E RL ,而 我 们 有 
Kl 二 = Ff € RL, 

我 们 称 了 (2 二 (1 十 人 为 的 示 性 级 数 并 有 

定理 (Hirzebruch) ”乘法 序列 由 其 示 性 等 级 数 决 定 ， 任 意 形 
式 宪 级 数 均 为 某 乘法 序列 的 示 性 宪 级 数 . 故 研究 乘法 序列 就 是 研 

证 令 瑟 为 一 乘法 序列 ， 团 定 ” 并 作 九 入 

R[z x2, 1 ] SC REt, tas,t,] 


> ，"… 的 第 i 个 初等 对 称 函数 . 


a=] 十 十 二 二 = 二 了 Td 十 避 . 
但 显然 当 i 和 nn 时 ,C9) 二 K(x). 内 为 
KRCo) = KH + )= Hr), 


赦 天 由 了 决定 .反之 若 给 定 f, 上 式 右 方 显然 是 一 对 称 函 数 ,所 以 
可 当 jn 时 定义 
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RiCz yz 一 了 ro) 中 次 数 为 了 的 部 分 . (x) 


与 此 等 价 地 , 记 
JD 二 1 十 和 十 和 十 下 十 8 十 滞 : 
对 分 划 了 = 二 (6 ,… 4, 有), 令 
为 二 和 2 


并 且 定 义 
Ki sg)) = > 和 Sr(z 1), (x #) 


这 里 是 对 j; 的 一 切 分 划 求 和 .于 是 的 乘法 性 质 将 是 上 节 命 题 的 
容易 的 推论 . 当然 由 定义 (x ) 也 可 得 到 乘法 性 质 . 
已 给 一 乘法 序列 玉 ==(K,《z1，,…,z)) ,例如 设 其 系数 是 有 理 
数 , 则 它 定 义 一 线性 映射 称 为 无 - 亏 数 : 
A; Ooe 一 0 
[MJ KC COM)) LM] = RCM). 
更 准确 些 , 若 dimM 关 0 med 4, 则 令 KCM)=0,dimM 二 扩 时 
KCM) = (Kp CM) ,pM)) LM]. 
这 当然 与 Pontrjagin 数 是 一 样 的 . 现在 还 多 一 性 质 , 即 若 天 是 乘法 
的 ,KK- 亏 数 是 一 环 同 态 . 故 为 计算 天 ,并 不 需要 其 在 矢量 空间 生成 
元 SP: 上 之 值 . 只 需 它 在 环 生 成 元 CP* 上 之 值 即 可 . 表示 指标 函数 
1 的 乘法 序列 工 称 为 Hirzebruch 上 - 亏 数 , 现 计算 其 示 性 天 级 数 . 令 
了) 二 L(1 十 为 其 示 性 敌 级 数 ,我 们 有 
pCPp») 一 《1 十 02)2+1， 
aoE Hi(CP*). 故 有 
L(CP») 一 《Caz)2+1 [CCP2]》. 
另 一 方面 ,我 们 有 5CcP2) 一 1. 故 级 数 f0 应 有 以 下 性 质 , 即 由 计 
算 2 的 系数 有 l 


六 一 于 ph 二 一 可 一 而 呈 一 2p) 二 部 Op 一 所 )， 


和 前 面 的 结果 一 样 . 
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我 们 已 经 注意 到 ,Hirzebruch 指标 定理 有 两 个 值得 注意 的 结 
论 . 一 方面 它 表 明 , 流 形 4 的 上 亏 数 LC(M) 尽 管 是 用 ML 的 Pontrja- 
gin 类 来 定义 的 ,其 实 只 是 一 个 同 伦 不 变量 . 男 一 方面 ,LC(M) 由 定 
义 是 有 理 数 ,最 终 得 知 它 是 整数 确实 很 不 简单 . 如 果 认 为 第 一 个 结 
论 很 弱 甚 至 是 否定 的 , 那 就 太 天 真 了 . 如 果 会 灵活 地 应 用 它 将 得 到 
很 不 可 思议 的 结果 ,这 一 点 下 节 就 会 看 到 ， 


§ 4，Milnor 的 怪 球 


本 节 中 我 们 要 讲 Milnor 的 一 个 例子 [2], 即 一 流 形 % 同 胚 但 
不 微分 同 胜 于 一 7 维 球面 8S. 你 们 还 记得 ,只 要 定义 了 这 两 个 概 
念 那 么 就 可 在 任意 范畴 中 提出 这 个 一 般 问 题 . 我 们 肯定 希望 迟早 
能 找到 互相 辣 胜 而 不 微分 同 凸 的 流 形 . 在 复 流 形 范畴 中 ,我 们 一 上 
来 就 找到 了 这 样 的 例 ( 见 第 一 章 ) ,以 后 就 再 不 提 了 , 在 光滑 范畴 中 
就 需要 等 得 很 久 了 ， 因 为 直到 现在 各 种 工具 才 准 备 就 绪 ， 甚 至 这 
样 , 做 起 来 也 很 不 容易 我们 还 不 能 把 一 切 都 说 清楚 ). 它 涉及 非 
常 独特 的 思想 ， 使 它 成 为 当代 数学 的 突出 贡献 ， 所 谓 “ 标 准 ” 球 
面 5" 即 措 Rt 中 

3 一 (zeR+illzl 一 日 

而 且 研 有 作为 R+2 的 子 流 形 而 得 的 光滑 构造 .“ 光 滑 ”一 语 即 指 这 
一 构造 .我 们 想 作 一 7? 维 流 形 4 作为 一 个 拓扑 空间 同 胚 于 5? 但 
作为 一 微分 流 形 不 微分 同上 且 于 它 , 这 种 流 形 称 为 “ 怪 球 ”(exotic). 

我们 先 描述 用 以 区 分 光滑 构造 的 不 变量 .这 就 是 示 性 类 : 这 
似乎 有 些 奇怪 ， 因 为 我 们 亿 今 所 做 的 一 切 都 涉及 说 它们 不 够 精密 
的 结果 . 更 奇怪 的 是 我 们 从 球面 开始 ， 简 它 是 没有 示 性 类 的 . 令 
M 为 局 禾 于 S$ 的 流 形 , 因 其 维 数 不 对 所 以 没有 Pontrjagin 数 . 故 在 
96e8 中 配 边 [LM] = 0， 我 们 想 把 它 强化 为 在 台中 [M] 一 0， 
C.T.C. Wall 有 一 定理 指出 ,车 尾 的 一 切 Stiefel- Whitney 数 均 为 0， 
则 确实 如 此 ， 对 孕 我 们 知道 。 因 其 切 丛 稳定 平凡 ， 即 TS57 中 e=8 
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故 没 有 Stiefel-Whitney 类 . 对 M 则 不 知道 是 否 如 此 . 但 吴 文 俊 的 定 
理 指出 Stiefel-Whitney 类 是 同 伦 不 变量 . 所 以 仍 可 以 说 型 没有 
Stiefel-Whitney 类 ,也 没有 Stiefel-Whitney 数 . 这 样 我 们 得 一 8 维 紧 
可 定向 流 形 匈 使 3 一 戏 ( 妈 9W 连同 其 得 自 W 的 光滑 构造 微分 辣 
胚 于 M). 按 我 们 的 作法 ,这样 的 W 是 自然 得 出 的 ,但 我 们 需要 以 
上 的 一 般 论证 以 作出 我 们 的 不 变量 ， 
首先 ， 和 无 边缘 情况 一 样 ， 克 有 上 积 形式 
H! (W, M) XH’' (W, M) 一 Q， 
u, 9) > (vt, [(W, M1]), 


也 如 无 边缘 情况 一 样 ,Poincaré 对 偶 性 指出 它 是 非 奇 异 的 - 故 有 现 
的 指标 1(W). 当然 也 有 Pontrjagin 类 p(W) EH (W). 但 不 能 算出 
它 在 基本 类 上 之 值 ,人 因 [wW,M]EH,(W,M). 由 上 同调 序列 
0 二 (UN) > HW MY HOW) > HICM) = 0 
知 六 是 同 攀 . 所 以 有 唯一 的 类 9g,(W) EHi(W, MM) 使 j* (91) 二 
pi《( 太 ), 今 定义 一 整数 CW)==2《g1 (WY)?, [WN] 一 IC(WY》 mod 7. 这 
样 定 义 的 理由 是 
引 理 4(W) 独 立 于 流 形 所, 故 可 记 它 为 4(M). 
有 一 立即 的 推论 :车 4(MH) 关 0, 则 欠 将 不 微分 同 及 于 Si. 詹 为 
对 于 Sr 可 取 歼 一 态 , 从 而 %(57) 一 和 
证 明 是 同调 论 的 简单 练习 . 令 ww ,多 是 两 个 可 定向 流 形 且 
3 一 弛 2 一 逆 . 将 WW ,Ws 沿 MM 连接 起 来 ,WW 二,UW; 显然 是 无 边 
流 形 , 可 给 W 以 定向 使 之 与 W, 之 定向 相同 而 与 W; 的 相反 . 现 有 
以 下 的 Mayer-Vietoris 序列 
0 HWIN WM) = 0 
| + 
HW NN Was MM) HOW,M) 和 二 > 站 (WE BD H' Wi, M) 
HIM) HOW) TY HW) BD HW — HM). 
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取 i=4 与 8, 可 见 Hi(W,M) 可 分 解 为 正 交 和 (CW), MDH(Wy， 
好 ). 所 以 

1W) = 1W) 一 1(W,). (1) 
信号 来 自 关于 定向 的 规定 . 自然 性 说 明 

PP WY) = pWi) OB pw,). 
当 i=4 时 上 图 表明 有 了 唯一 g (WM) 二 gE H'( 玉 ,MM) 使 
P(g) = gqgWi, MB aMW, MM), fg) = pW). 

在 同调 上 也 有 一 图 式 


Ha Wi MIDHe WM)— HW, M) 


a 
HelW ). 
由 我 们 关于 定向 的 规定 ,并 考虑 到 三 角 剖 分 ,有 
pW NM] Wi, M]) = ;, (CW). 
这 就 给 出 
Cp WY LW = 07° (9) CW] = (99,7, [WY]) 
= gp. (WM] ~ CW,, M1)) 
= (pg LW Mo ws, MM 
一 《KM LW, M]) 
— Cg (Pa M)?, LW,, M1]). (2) 
下 面 讲 到 巧妙 的 部 分 , 因 玉 是 8 维 无 边 流 形 , 可 以 应 用 Hirzebruch 
指标 定理 ,此 定理 指出 


1W) = 高 (TPOW) — pCW)?, CW]) 


为 整数 . 故 
457(W) + Cp (WY TW 0 mod7, 
禾 以 2, 注意 到 90 寺 一 1 mod 7, 由 (1),(2) 即 得 引 理 ， 
注意 ,不 变量 4CW)) 一 4CW2) 二 XM) 不 涉及 ps CW) 与 p2C(W,). 
这 是 关键 之 点 , 当然 我 们 一 直 在 找 与 Pi 无 关 的 东西 . 可 以 用 
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ED 与 加 (PP ,因为 它们 都 是 加 法 的 (在 6 与 (2)), 但 对 丈 ， 则 
不 如 此 . 事实 上 HW ) 二 0 但 HOW) 则 不 然 , 故 用 Birzebroch 公式 
以 消去 pplW). 所 幸 公式 中 其 系数 为 7, 这 才能 用 mod 7. 若 此 系数 
为 1 ,就 应 当 用 mod 1, 也 就 没有 不 变量 了 . 

现在 找 一 7 维 流 形 M 使 和 4M) 关 0. 它 依赖 于 有 某 个 辛 群 的 矢 
量 从 . 所 以 先 讲 一 些 关 于 辛 示 性 类 的 知识 . 令 8 为 四 元 数 体 . 单位 
四 元 数 之 集 

一 {x € Ql1z| = 
称 为 尝 群 Sp(1). 5 在 单位 球面 5S*+1?Cw+' 上 之 右 颖 是 一 自由 作 
用 ,其 轨道 空间 8S9+378 一 2 称 为 四 元 数 4 维 射影 空间 ,和 4G= 
Zz.0 二 51 的 情况 一 样 “望远镜 并 ” (telescopic union》 
SICS CCSo+ CS 


由 


@PICOPIC COPET ETOP™ 
给 出 万 有 S”- 从 其 分 类 空间 为 B58; 一 8P™, 由 纤维 化 8 一 0P” 的 
Gysin 序列 并 记 住 纤维 球面 是 $S:, 可 得 
HH:* (BS:,2Z) =— Z[t], deg 一 4， 
IE HAQP*Y;2Z) 二 H'(QP;2Z) 是 一 生成 元 而 可 适当 选取 . 这 就 是 六 
示 性 类 . 至 此 它 与 ,SS' 完全 一 样 , 却 有 一 基本 的 区 别 . Ss 不 是 
Eilenberg-MacLane 空间 ,所 以 辛 示 性 类 不 能 将 主 53- 从 分 类 ， 
和 实 、 复 情况 一 样 ,5 在 & 上 的 丧 法 定义 了 四 元 数 线 丛 . 然而 

因 8 与 ,C 不 同 是 不 可 交换 的 , 故 有 两 种 不 同 的 四 元 数 线 从 ,一 
种 是 通常 的 堪 乘 作用 

SSXO>O, (gr)F—rgr (rE HS,gE 9), 
另 一 种 是 “ 共 恩 ?作用 

SXOrO, (gm (rE SgEQ) 
(注意 十 证 十 多 十 赴 一 一 唐 一 因 一 三,99 一 gz, 上面 的 定义 才 是 
合法 的 ). 具有 左 作 用 的 万 有 线 从 y=5" Xs8 和 第 二 种 作用 的 共 
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孝 线 从 由 定义 均 有 示 性 类 1, 因 其 主 从 相间 .我们 要 证 明 , 作 为 实 
矢量 从 来 看 它们 是 不 同 的 . 首先 回忆 一 下 我 们 已 算出 了 嵌入 5'C 必 
53( 由 CCe 所 诱导 .SIC8 其 实 是 8 的 极 大 环 面 ) 诱 导出 
H’* (BS )—>H" (BS')}, ti—ra’. 
aE Hi(BS') 是 典 则 生成 元 . 因 &=R 是 一 实 矢 量 空间 , 任 一 四 元 数 
线 共 均 可 看 作 一 实 矢 量 抽 . 更 确切 些 说 , 瑟 : zt 一 gz 是 一 实 线性 
映射 因为 实数 与 四 元 数 可 交换 . 映射 
L: SS80(14), gE—L, 

是 一 个 表示 , 它 定 义 y 为 一 SO(4)- 从 .这样 , 它 有 两 个 S0(4) 示 性 
类 , 即 第 一 Pontrjagin 类 p; 和 Euler 类 *. 为 计算 它们 ,注意 若 将 工 
限制 到 极 大 环 面 SC8 上 ,Q 分 解 为 两 个 不 变 子 空间 41) 让 =， 
(1) 二 V2, 在 VY， 上 2 的 作用 具有 标准 的 权 

rz: 一人， 一， 5 一 6 十 疝 ， ， 
即 z。1 一 十 抑 和 到 一 一 2 十 中 可 用 矩阵 人 j 委 示 类 似 地 在 
《站 妇 一 ja 上 有 z。 j= (a 二 后 )j 一 aj 十 bt,z 上 二 《a 十 的 )E 二 一 bj 十 ak 


也 可 用 矩阵 人 表示- 在 以 下 图 式 中 


—b 
D3 


H" (BSOC4)) H" (BS*) 
hv™ 
H* (BT) H" (BS'), 


TCS0(4) 是 VV,VY;: 上 的 旋转 所 定义 的 极 大 环 面 ,以 上 的 计算 表明 
L*(7) 一 《1] 十 2)?， 
也” (YX) 一 7?， 

因为 六 (59 一 空 是 单 射 ,我 们 有 

CC = 2t， (1) 

Xx{y) =t. 
对 于 共 固 表示 
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五 :3 一 SO(4)， gm—*L,(r)=xg, 


我 们 有 
| xz 一 8 一 六 
1i，2 一 io 一) 一 少 十 时 
现 有 负 权 一 z. 但 是 
j*2o= jo — Bb) = ai+t bk. 
kz= ka bm) =— 60 二 a 
之 权 仍 为 z. 故 知 


0 一 2t 和 前 面 一 样 ,但 而 


x(y) 一 一 此 
和 实 、 复 线 从 一 样 ,对 四 元 数 线 从 也 有 张 量 积 运 算 . 它 是 四 元 
数 体 上 的 张 量 积 , 故 两 个 四 元 数 线 从 ,F 之 张 量 积 仍 是 四 元 数 线 
从 .为 把 它 与 .CC 上 之 张 量 积 区 别 开 来 ,我 们 将 它 记 作 B06F. 和 
前 面 一 样 ,8696F 之 迁移 函数 若 用 吾 与 之 迁移 沙 数 
pu: NU SS, $US 
来 表示 ,将 为 
pO PU NU 5, 
bm—>g,, Cb) pb), 
《所 以 现在 次 序 很 重要 )., 张 量 积 和 前 面 一 样 定义 一 个 映射 
yp: BS: X BS -> BS:, 
由 此 可 以 算 册 
t(B OF) = BY) 1 + 1 0 uF), (3) 
KCB CF) = YE 1 + 1 0 XAF). (4) 
现在 可 以 描述 流 形 开 了 . 令 呈 一 S Xs 一 8P! 为 万 有 从 vy 在 
QP!C8P~ 上 的 限制 ,是 7 在 8P! 上 的 限制 .对 每 一 对 幕 数 (4, 由 令 
BA,j) = (BE C0 BoB) OE Cer: C0B). 
— | 


令 Bi 四 为 相应 的 球体 从 ,好 tt 因为 根 应 的 球面 其 , M= 二 MCh, 让 
即 所 求 的 流 形 . 当然 , 0, 力 应 适当 选取 但 首先 MC4, 站 二 dB(4, 站 是 
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一 边缘 (有 定向 ) 且 dimw(#. 力 一 ?7. 首先 的 考虑 是 使 邮 ( 力 成 为 
一 球面 ,由 已 作 的 运算 我 们 匈 到 
PR 二 和 oy. 
XE,D)) = Ch — Dt 
球 从 的 Gysin 序列 有 这 样 的 -~ 部 分 
HOP HICQOP) HI MH Qn!) =0, 
[en 
由 此 知 有 (CHCG 7 一 0 ff #4 一 j=1. 事实 上 , 易 见 只 要 H'(M) 
是 对 的 , 则 至 少 忆 "CC 门 ) 一 站 "CS 是 对 的 . 所 以 我 们 第 一 个 需 
要 的 条 件 是 
让 一 了 一 上. (C¥) 
现 计算 *CM). 为 此 我 们 当然 取 WW 二 8(4, 站 二 8B. 我 们 般 要 知道 
B 的 切 从 .因为 本 质 上 ;BCE=EB(h, 站 是 一 个 开 流 形 , 拒 们 来 看 育 . 
有 有 零 截面 万 : 
pi 一 4 一 rvB，i 二 杠 入 ,4 = Imp. 
我 们 有 
i (T(E)) = T(A) D v4,8). 
vA,B) 是 4 在 台中 的 法 从 . 显然 v4,8) 二 x* (5) 就 是 从 一 Pp! 
本 身 ( 提 升 到 4 上 ), 我 们 以 后 将 见 到 CP' 一 4 一 3 是 一 个 四 维 球 
面 . 所 以 
PB) = i Cp TEBE) = pv A,B)) = x* (2 + DD. 
图 式 


了 
Hi(B,M) 一 全 一 HH'(B) 


| | 


(9P yx ) 一 一 一 H'CQP!) 


表明 
qtB,M) = C0) (p(B)) = #* (2 DD. 
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至 于 指标 1(8) ,由 Thom 同 构 我 们 有 


QP) HB AD t. 
它 表 明 1(8)=1 而 且 
qt, [BM]) = 4 + ))!, 
邻 二 j=,M(4, 站 二 M, 由 此 我 们 有 
Mi) 一 8 一 1 mod7. 
所 以 我 们 应 取 (, 力 使 得 1 一 盖 1 且 
8 十 力 ? 一 1 天 0 mod 7. 
例如 可 取 5 一 2 ,7 一 1 愉 一 3. 
我 们 还 要 证 明 M, 同 胜 于 5". 这 就 需要 做 更 多 的 事 .我们 至 少 
已 经 证 明 M 的 同调 是 对 的 ,我 们 也 就 到 此 为 止 ， 
以 上 的 作法 虽然 十 分 漂亮 ,也 还 是 拼凑 起 来 的 . 以 后 Milnor 
和 Kervaire 的 工作 使 我 们 系统 地 了 解 了 一 切 局 是 于 球 而 的 流 形 . 
他 们 的 工作 的 床 亮 和 深度 标志 了 流 形 理 论 最 新 发 展 的 一 个 光辉 的 
高 峰 . 
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第 十 七 章 Laplace 方程 和 Hodge 理论 


$ 1， 偏 微分 方程 (PPE) 概况 


从 Milner 的 例 醋 以 厦 到 ， 对 于 Hirzebruch 指标 定理 之 极 大 重 
要 狂 ， 无 论 就 其 基本 思想 或 表述 方式 ， 都 没有 问题 了 它 的 意义 
主要 在 于 它 扬 示 了 两 个 似乎 没有 什么 关系 的 领域 之 闻 的 既 不 明显 
又 不 简单 的 联系 ， 在 数学 中 ， 其 实在 一 般 科 学 里 也 一 样 ， 一 旦 发 
现 了 这 样 的 现象 ， 就 会 有 新 的 见 她 和 前 景 . 这 是 很 常见 的 事 ， 这 
一 方面 , 我 们 才 得 到 的 Hirzebruch 指标 定理 只 是 一 个 开始 . 因为 我 
们 将 要 着 到 ， 流 形 的 指标 另 有 解释 并 将 导致 更 深远 的 结论 ， 这 一 
次 将 在 相差 更 远 的 对 象 即 指标 和 Laplace 方程 间 建 立 联系 , 最 终 导 
致 梢 圆 算 子 的 所 谓 Atiyah-Singer 指标 理论 ， 我 们 在 这 本 讲义 中 希 
望 解释 的 归结 起 来 几乎 也 就 是 它 . 但 要 走 的 路 还 长 ， 所 以 我 们 先 
从 调和 码 数 的 基本 事实 开始 ， 

记 住 ， 定义 在 欧 氏 空间 R' 的 区 域 D 上 的 实 信 或 复 值 函 数 
f(z) 二 (zi, 1) 称 为 调和 请 数 ， 如 果 它 在 D 中 满足 所 谓 
“Laplace” 方 程 


这 是 一 类 重要 的 函数 ， 因 为 它 在 物理 中 时 常 出 现 ， 藻 体力 学 是 一 
个 典型 例子 ， 下 面 是 数学 物理 教 本 中 的 讲法 ， 设 空间 中 充满 不 可 


压缩 流体 ， 即 设 其 密度 o 为 常数 ， 令 PF 二 (7 ，P，7;) 为 速度 矢 


量 场 , 即 V 一 7 《x,y,z) 是 描述 各 点 速度 的 矢量 信函 数 . 我 们 设 讨论 
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的 是 定常 态 ， 从 而 (zy,z) 不 随时 间 + 而 变 但 是 是 位 置 变 元 ，《z， 
y、z) 的 函数 . 现在 讨论 三 边 为 dz,， 归 ,和 的 无 穷 小 长 方 体 ， 在 纪 
时 间 区 间 中 ， 从 右 方 流出 该 体 的 质量 是 

PFC r+ar,y,2)dydz » pd. 


局 一 时 间 内 从 左 侧 流入 的 Sa EE 

质量 则 是 ES J 了 可; fr- 三) 
V(rsy a) dydz « padt, ~ 名 

xz 方向 的 净 流 出 量 是 


[FiKz 十 gz gz 一 PCzygy2) ldydz » plt= Tdrdydz <。 pdt. 


而 单位 时 间 内 从 单位 体积 内 的 总 流出 量 应 是 

DFI , oF, , oj i 

De ort pe Hv ( 设 p=1). 
车 在 区 域 p 中 没有 源 ， 质 量 就 不 会 有 净 增 减 ， 于 是 我 们 得 到 “ 连 
续 性 方程 ” 

divP =0, 

如 果 再 设 矢量 场 Y 可 以 几 势 函数 了 二 f(z,y,z) 表 示 ， 即 设 f 是 一 标 
量 函数 且 使 


Hm ” NW Hr 
连续 性 方程 就 成 了 Laplace 方程 Af=0. 
类 似 地 ， 在 电磁 学 中 也 有 真空 的 连续 性 方程 
divB=0, divH=0, 
E 和 分 别 是 场 的 电场 和 磁场 强度 ， 于 是 势 应 数 又 将 满足 Laplace 
方程 、 所 以 ，Laplace 方程 是 势 论 的 基础 . l 
从 偏 微分 方程 (以 后 都 采用 标准 的 缩写 PPE) 观点 看 来 ， 
Laplace 方程 是 所 谓 椭圆 型 方程 . 读者 可 能 熟悉 PDE 按 型 的 分 类 及 
其 含义 ， 虽 然 这 里 不 能 详 谈 ， 我 们 确实 需要 懂得 梢 贺 性 的 概念 及 
其 直接 的 推论 ， 所 以 我 们 将 就 更 简单 的 二 维 情 况 回顾 一 些 基 本 的 
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事实 .一 般 的 两 变量 二 阶 线 性 PDE 5 2 


PU 了 
4 3 十 2 于 +C 蝇 +D 句 Wp +rute 0, 


系数 4, B,，，…, 都 是 zx, y 的 函数 ， ee 定 的 光滑 性 .因为 
我 们 最 终 将 在 光滑 流 形 上 讨论 问题 ， 所 以 我 们 总 设 它们 是 C”* 范 
数 ， 不 论 是 谁 ， 一 看 见 这 个 方程 就 会 想到 一 般 圆锥 曲线 的 方程 
4z 十 2Bxzy 十 Co 十 大 十 路 十 G 一 0 

《没有 下 项 )， 由 解析 几何 可 知 可 用 平移 与 旋转 将 它 化 为 “标准 
形 ” 平移 是 用 来 除去 一 次 项 , 不 那么 要 紧 , 重要 的 是 最 高 次 项 4， 
8, C. 最 关键 的 不 变量 是 判别 式 4 二 一 4C， 视 其 之 0, 二 0, 守 0 
而 得 椭圆 、 抛 物 线 与 双 曲 线 ， 我 们 对 PDE 也 想 作 这 件 事 ， 当 然 我 
们 不 会 得 出 这 些 曲 线 ， 但 车 可 作 类 似 的 化 为 标准 形 ， 则 将 使 方程 
简化 . 例如 ，Laplace 方程 显然 是 椭圆 型 方程 的 标准 形 . 对 于 PDE， 
情况 当然 比 对 圆锥 曲线 复杂 , 因为 系数 4, B, 0 是 函数 而 非常 数 ， 
这 意味 着 简单 地 作 坐 标 旋 转 或 线性 变 搞 是 没有 用 的 ， 我 们 必须 准 
备用 一 般 的 微分 同 及 来 变换 坐标 ,在 流 形 上 这 样 作 恰好 是 件 好 囊 . 
我 们 也 应 指出 ， 方 程 的 型 各 点 可 以 不 局 ， 因 为 4 是 函数 .但 至 少 
对 桶 辆 和 双 曲 情况 ， 型 是 局 部 固定 的 我 们 将 只 考虑 具有 最 高 阶 
项 即 “ 主 部 ”的 方程 以 求 简化 ， 于 是 考虑 

Aus + 2Bust+ Cum=0 {1) 


(当然 采用 了 标准 的 简写 如 ws 一 25 等 等 ). 结果 发 现 几何 上 最 清楚 
的 情况 是 双 曲 方程 , 故 设 在 定点 Po 二 (zo, yp) 和 有 附近 4>>0.、 我 
们 必 有 目 中 的 标准 形 是 由 一 0 (相应 于 双 曲 线 zy=1)， 设 4， 2 尚 不 
为 0， 语 如 C 关 0 时 由 
《zy y) 2 C&, 9) 
直接 计算 可 知 ?一 ze 妨 一 xz) 529 一。 g-! 满 足 方程 
Aess + 2Bvn + Cv, = 0, [aby 

其 中 
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A= A + 2BEs + C0. 
B= A 十 BC 十 斑 员 ) 十 C6 (2) 
C= 十 2Bn: 访 十 C 民 ， 

故 设法 求 函 数 5“，? 使 5 一 5 一 0， 顺 重 说 一 下 ， 易 见 


2 
JAC — AC) m6) | | 4 (3) 
因 是 微分 同 紧 ,1acovi 行列 起 | 2 全 呈 | 关 0 又 因 (3) 中 出 现 平 


方 ， 故 知 PDE 在 一 点 的 型 在 微分 同 及 下 不 变 . 
回 到 方程 4 一 Z 一 0. 因为 微分 间 胚 和 且 C 了 0, 必 有 忒 了 闫 0, 否 
则 会 有 0 二 0 过 6=0 而 少 不 是 微分 同 肛 ， 令 4 二/&.， 我 们 有 
A/C+2B/C 2 十 和 2 一 0 
因 已 设 J>0， 上 述 二 次 方程 可 以 分 解 因 式 为 
Ca— W)CA—W)=0 


这 里 
Wi=(B+ivV A/C, We=(B—V A)/0, (4) 
注意 方程 C=0 和 4=0 是 -- 样 的 . 这样, 只 要 找到 &,w 使 
Sr—Wié:=0, 芒 一 到 2 二 上 0， (C5) 
且 | 3 | 0 即 可 达到 目的 


有 幸 的 是 我 们 已 有 了 处 理 (5) 的 必要 工具 . 考虑 民 上 的 矢量 
场 XX 二 (x 二 《WW (z19) 一 1). 因为 到 显然 在 Po 附近 (其 实处 处 
都 是 } 非 零 ， 由 Frobenius 定理 的 第 一 个 情况 (第 四 章 ), 有 一 新 坐 


标 (p，,g) 使 X 在 其 中 可 表 为 范 ， 回 顾 一 下 矢量 场 分 量 的 变换 公 
式 . 车 


出 
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所 以 xX 一 高 就 意味 着 8=0 亦 即 

dg dd 
即 9 一 ?(Cz 有 满足 (5) 中 之 一 . 类 似 于 此 ,也 有 一 个 坐标 rs) 使 得 了 
=(y:, 一 1) 等 于 3/8r. 于 是 函数 * 一 s(Cz, 妇 满足 方程 


Os as __ 
如 2 0 
余下 的 只 需 检 验 

{rz, y) Ey) 


是 否 局 部 微分 同 胚 ， 但 我 们 有 


2 名 

ar 9y =( 铺 ]( 闫 ) 1 CC—W, 
as al| \arj\orf|! 一 | 
dr oy 


我 们 必 有 湿 隆 0， 否则 由 《6) 有 亲 =0 而 (xz, D> (p，9) 不 
会 是 微分 同 胚 ， 类 似 地 他 关 0， 最 后 ， 由 假设 


。 = =W—W=2 /本 /0 天 0. 
1 一 多 
至 此 完成 ， 将 

dz 十 2Bun 十 Can 一 [ Cx) 
用 一 微分 同 胚 (x, yy) 一 — (€, 7) 化 为 

Va=0 (% x) 

好 处 是 明显 的 . 可 以 直接 写 出 〈《* * ) 之 解 其 形 为 

Vs 9 一 了 CE) 十 9(C9)， (7) 


ff 和 9 是 < 和 ?的 一 元 函数 , 正 是 为 此 我 们 宁 用 (* x ) 而 不 . 
用 “ 另 一 个 ”标准 形式 
Ua — Hn = 0. {>) 
当然 可 以 由 (* * ) 变 为 (x% * * ) 或 反 过 来 ， 只 需 用 下 面 的 坐 
494 . 


标 变换 即 可 

4 一 z 十 9， ?一 7 一 纺 

标准 形 (7) 不 但 使 我 们 能 得 出 〈1) 之 解 ， 且 能 容易 地 讨论 

解 的 唯一 性 .例如 在 矢量 场 即 常 微分 方程 情况 ， 我 们 知道 只 要 知 
道 起 始点 x(0)7= Po 即 可 决定 解 x(b. 现在 它 显然 不 对 了 . 指定 一 
个 初始 点 z(&0,mp) 只 能 确定 了 (6),g() 在 一 点 之 信 f(60)} ,gCm). 在 
物理 上 习惯 讨论 “初始 函数 ”w(z) 二 uCz,0), 这 里 变量 y 代表 时 间 . 
因为 PDE 是 二 阶 的 ,还 需要 指定 初速 (xz,0). 几何 上 说 ,就 是 要 有 
一 个 流 形 于 = { (xz, y) | 一 0) 而 不 止 是 一 个 点 使 # 及 其 沿 法 线 
方向 的 导数 在 M 上 之 值 是 事先 给 定 的 . 后 一 条 件 并 不 奇怪 . 因为 
车 4 在 以 上 之 值 已 知 ， 则 也 知道 4 沿 切 线 方向 的 导数 在 M 上 之 
值 ， 所 以 根本 上 说 是 要 确定 4 及 其 一 阶 导数 在 初始 子 流 形 M 上 之 
值 ， 很 清楚 , 没有 理由 限制 xX 只 能 是 z 轴 ， 我 们 应 该 可 取 和 任意 子 
流 形 为 MM. (可 以 加 一 个 限制 . 因为 我 们 要 求 的 是 在 P, 附近 的 局 部 
解 ,我们 显然 应 要 求 履 含 有 Po, ) 有 意思 的 就 在 这 里 . 这 里 我 们 并 
不 完全 自由 .如 果 想 初始 数据 (* 及 其 导数 在 M 上 之 值 ) 完全 自 
由 ， 就 不 能 完全 任意 ， 反 过 来 也 一 样 。 这 很 容易 理解 ， 例 如 若 
取 MM 为 曲线 社 二 {Cz,y) slz,9) 二 0}, 则 由 《7) 有 

v0,n)=7(0)+o(n), 

v0,D) =f00). 
故 法 向 导数 沿 A 之 初始 值 不 变 .这样 ， 对 于 双 曲 型 方程 ,过 任 一 
定点 可 以 分 出 两 曲线 《rz,y) 一 0 与 w(x, 引 一 0 在 其 上 不 能 自由 指 
定 初 始 全 .由 此 ， 称 它们 为 方程 的 特征 子 流 形 - 

特征 子 流 形 问 题 是 PDE 分 类 的 本 质 . 对 这 种 子 流 形 M 二 {(z， 

#) [sz 一 0},(&,,5) 是 其 法 向 量 ， 它 满足 方程 

As? + 2Be,é,+ O87=0. 
由 于 4>>0, 它 有 两 个 相 异 解 , 故 抛物 型 方程 只 有 一 个 特征 子 流 形 ， 
梢 圆 型 方程 则 没有 因为 特征 子 流 形 在 初始 信 上 限制 了 我 们 的 手 
脚 ， 所 以 没有 最 好 . 
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在 结束 双 曲 型 方程 前 ， 必 须 再 提 一 个 重要 例子 ， 必 须 讲 
Maxwell 方程 组 ， 记 住 我 们 已 经 讲 过 其 中 两 个 , 即 真 空中 的 div 有 = 
divz 一 0. 它们 只 不 过 是 守恒 律 而 不 是 真正 重要 的 . 另外 两 个 大 家 
知道 是 讲 电磁 感应 的 《 即 Faraday 定律 ) 才 是 真正 本 性 为 动力 学 的 
方程 ， 在 无 源 情 况 下 这 就 是 


froth = 一 Lg 
e 


将 第 二 个 方程 对 上 求 导 再 以 第 一 个 代入 即 有 


评 5 一 一 rot rotk. 


但 是 容易 验证 
rot rotBh =—=grad div E— AE 


(6 二 (4B,，A8s。，AB4))， 兽 由 divB 二 0 即 得 


| #5 ~ 
Bw 
为 简单 计 ， 考 虚 一 维 情况 ， 即 = B,Czx,l)( 记 作 8(z,4))， 有 
19B_FB_, 
CH dr 


它 又 是 一 个 双 曲 型 方程 ， 其 特征 子 流 形 是 
< 一 + 一 cf 一 const，7 一 2 十 纺 一 const， 

按 前 面 的 讨论 ， 它 的 通 解 是 

B=f(z—ct)+g(zt ot). 
看 一 下 g 一 0 的 情况 ，f(z 一 忆 显 然 是 波形 为 了 且 以 速度 c 向 右 行 
进 的 “ 波 ” 因为 :==0 不 是 特征 , 波形 了 可 以 是 任意 的 , 这 是 一 个 
真正 的 历史 的 记录 ， 即 在 实验 上 真正 观察 到 电磁 波 以 前 就 这 样 在 
纸 上 找 到 了 ， 我 们 提 这 件 事 只 是 希望 读者 注意 ， 在 科学 上 对 什么 
古 理 论 的 、 抽 象 的 ， 什 么 又 是 有 用 的 、 实 在 的 ， 不 要 持 独 斯 的 态 
度 ， 归 根 结 蒂 ， 不 必 争 论 什 么 是 “纯粹 的 ”>， 什 么 是 “应 用 的 ”以 
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及 哪 一 个 更 好 ， 真 正 的 问题 在 于 思想 和 洞察 力 。 有 了 这 些 就 会 有 


好 的 数学 . 
现在 回 到 化 标准 形 问题 ， 现 在 设 方程 
AusT 2Bust Cu —=0 {8) 
是 椭圆 的 . 我们 想 作 坐标 变换 使 得 
B= AEn 二 BCE 十 久 记 ) 十 C5, 坟 二 0. (9) 


这 样 作 并 不 难 . 因为 4 一 中 一 4C<0， 必 有 4 关 0, C 关 0. 和 前 面 一 
样 可 以 找到 函数 8, "使 
一 内 二 0， 放 一 这 入 二 0， (10) 
这 里 
信 =( 一 8 十 VM 二 4)/C， 遍 二 (一 8B 一 VV 一 4)/c. 
于 是 我 们 有 
B=&m[4 十 B( 太 十 搞 ) 十 C 记念 
=& [A—2B /C+ (Bt+4) 0] 
=&n (4/0]=0. 
此 外 ,还 有 
万 二 [4 十 28B 价 十 C 订 ] 
一 各 [4C 十 283( 一 8 十 /一 人 十 尽 一 28 一 /一 4]AC 
一 (一 24/0) 导 ， 
到 一 下 [4 十 28 铺 十 C 证 和] 
一 形 [4C 十 28( 一 8 一 /一 4 十 王 一 4 十 2 /一 4]AC 
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=(— 24/0) 7. 
所 以 (8) 可 以 化 为 
(E28 (RF) rm= 0. 
因 右 方 为 0， 上 式 似 乎 还 可 改进 为 
va m= 0, 
即 椭圆 方程 除 相差 一 微分 同 胚 外 通 有 地 实 为 Laplace 方程 . 这 确实 
为 真 , 但 不 太 简 单 ， 我 们 解释 如 下 : 我 们 想 证 的 除 =0 外 还 希望 
能 有 
可 一 4 各 十 2526 + OE = Ay + 2Bnn, + OR=C, (11) 
(9) 式 可 写 为 
0=B=é.(4n: 二 Bn) 二 (Bn 十 COW) 
亦 即 
Ef Bnet om) =— 6/( A 二 By) = 
以 此 代入 C10) 可 以 算出 4=1/MV 一 4. 所 以 有 
= (B+ Om) /VAC— BB’, 


上 二 一 (A 十 BD) /vAC 一 玉 . 
反之 ,车 能 找到 方程 组 《12) 的 解 ， 易 证 (9) 与 (11) 均 成 立 而 
证 毕 . 
(12) 称 为 Beltrami 方程 , 它 兽 先 出 现在 微分 几何 中 而 与 等 温 

坐标 (isothermal coordinates) 问题 育 关 . 它 比 (10) 是 强 得 多 的 要 
求 ， 因 为 (10) 是 未 耦合 的 , 即 $, ?各 满足 各 的 方程 , 而 (12) 是 
看 合 的 ， 要 想 〈10)》 育 解 ， 必 须 满足 可 积 性 条 件 

[CBr+Cn) /MAC—B]=—[(An+ By) /VA0—B],. (13) 
就 局 部 解 的 存在 而 言 ， 其 实 (12) 和 “(13) 是 等 价 的 .因为 车 
《13》 有 解 ， 则 下 面 的 1- 形 式 为 闭 
-| Bn:+ Cr j=+(- A + Bos js 


(C12) 


Vv AC—B? 

从 而 局 部 为 恰当 , 亦 即 存在 一 函数 “满足 (12), 可 以 证 明 Beltrami 

方程 ,从 而 〈13) 都 育 解 . 例如 可 以 用 Cauchy-KobaleBckaa 定理 证 
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到 VAC—B 


明 〈13) 的 解 存在 , 但 能 设 系 数 是 实 解 析 的 . 对 C 系 数 的 Beltrami 
方程 也 可 用 广义 Cauchy 积分 公式 来 作 更 复杂 的 直接 计算 , 但 怎么 
说 在 这 里 也 无 法 作 了 . 在 双 曲 型 方程 化 为 标准 型 时 ， 我 们 也 马上 
得 出 了 解 . 在 梢 圆 型 情况 就 不 行 了 我们 只 能 证 明 在 二 自 变量 情 
况 ，Laplace 方程 是 随 癌 型 方程 普遍 的 形状 . 

椭 贺 型 方程 的 概念 当然 可 以 推广 到 -变量 情况 . 要 注意 , 4 二 
2 时 ， 判 别 式 4 一 严 一 4C 就 是 


全 
4 一 一 det 5 
B 了 


| 人 是 对 称 矩 阵 从 而 可 以 分 理 椭圆 性 显然 就 是 ‘2，0) 型 


(或 指标 为 土 2)， 双 曲 性 就 是 1，1) 型 (指标 为 0)， 激 物性 即 矩 
阵 为 奇异 的 .一 般 说 来 ,a 元 的 线性 二 阶 PDE 均 有 一 主 部 

> Aes, 

一 
因为 ww。 一 ws， 故 可 设 心 一 如 ,这样 又 可 考虑 对 称 和 矩阵 4 二 (4.,) 
(在 一 点 PERP) 之 型 这样 可 以 看 到 有 许多 可 能 情况 ， 其 中 椭圆 
性 是 非常 特殊 的 4 为 定 〈 即 指标 为 士 a) 的 情况 . 


§ 2 调和 函数 
我 们 现在 讨论 调和 基数 ， 即 Lapiace 方程 
We 
= 之 到 =0 


之 解 . 我 们 从 4=2 的 情况 开始 ， 找 到 许多 调和 落 数 并 无 困难 . 因 
为 若 p(z) 是 全 纯 番 数 ， 将 它 分 解 为 实 部 虚 部 p= 十 my， 则 有 
Cauchy-Riemann 方程 


C1) 


指出 $，? 都 是 调和 的 . 事实 上 这 就 刻画 了 油 和 际 数 .因为 若是 
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吕 _ 铬 
加 一 为 ， 


调和 的 、1- 形 式 
一 一 党 tc 十 天 
为 闭 从 而 为 局 部 恰当 , 即 局 部 地 有 函数 ?满足 (1). 上 局 部 地 是 全 
纯 函 数 gp 一 “十 让 的 实 部 . 在 域 忆 上 也 可 得 到 整体 的 结论 ， 只 要 de 
Rham 群 太 '《D) = 二 0, 但 一 般 情况 下 并 不 一 定 是 全 纯 函 数 实 部 . 例如 
E(x,9) =Inr=ln VAT 

在 D=R\0 中 调和 ,但 在 DD 中 不 存在 全 纯 函 数 以 为 实 部 . 

调和 函数 和 全 纯 函数 的 关系 有 以 下 推论 , 记 住 全 纯 函 数 的 极 
大 模 原 理 的 基础 是 Cauchy 积分 公式 


ypCzo) 一 下 Jo ee/ 


3D 是 以 为 心 的 小 圆周 . 作 代 换 一 zo 二 re*™* 并 分 开 实 虚 部 , 即 知 
sa) = | smt re a 


即 < 在 圆心 am 之 值 是 它 在 绕 z 的 小 国 周 上 之 值 的 平均 . 但 这 正 是 
证 明 局 部 极 大 、 极 小 不 存在 之 所 需 . 由 此 可 以 断定 ， 如 在 第 一 章 
之 始 证 明 Liouviile 定理 一 样 , 紧 流 形 上 的 调和 函数 必 为 常数 , 这 里 
育 一 个 问题 ， 即 在 一 般 流 形 上 还 没有 定义 调和 函数 .我 们 现在 就 
要 做 这 件 事 ， 只 要 想 从 欧 氏 空间 过 渡 到 流 形 ， 当 然 要 的 就 是 坐标 
变换 ， 而 这 时 明 里 地 看 到 ， 通 常 的 定义 
地 六 全 
人 3 
并 不 是 不 变 的 ， 其 实在 欧 氏 空间 中 就 可 看 到 这 一 点 .Laplace 方程 
在 极 坐标 (>，yw) 下 形状 变 成 了 
区 十 十 条 评委 = 
为 了 得 出 不 变 的 定义 ， 再 钻 顾 一 下 欧 氏 空间 的 情况 ， 记 仁 
Laplace 算 子 、 一 》) 和 5 是 分 成 两 步 得 到 的 : 
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(1)》 对 标量 伟 函 数 了 先 定义 矢量 值 亢 数 gradf， 


~ 
gtadf 一 (3 ‘ge 


(2) 对 矢量 值 函 数 了 再 定义 标量 值 函 数 divy : 
df= > 委 : P= (Vy Vas )。 
然后 最 重要 的 就 是 有 Green 公式 : 若 DCR' 是 一 紧 区 域 而 其 
J am dv 一 | wes， s 
左 方 是 D 上 的 “ 体 ” 积 分 ， 右 方 是 8 上 的 “ 面 ”积分 ，V, 则 是 上 
在 5S 的 单位 法 方向 上 的 分 量 ， 


大 家 知道 ，Green 公式 对 于 中 值 公式 是 一 关键 .事情 是 这 样 
的 . 令 f，g 是 任意 的 光滑 函数 ， 则 


所 "9 af a 


一 div(fgradg) — gradf ,gradg). 

由 Green 公式 即 有 

J fg = 人 Canaan.as — |, eradfsgradg) ao. 
交换 了 ，g 将 所 得 公式 与 上 式 相 减 即 得 

| (fg 一 gf 一 | (fgradg 一 ggradf) as. 
它 称 为 “第 二 Green 公式 "用 子 表 沿 ?方向 求 导 ， 有 

(gradg), = (gradg sn) 一 多 
于 是 我 们 有 

| YY 一 npa= 上 UP — 9 Has. 
设 了 是 调和 的 而 "之 3 (n==2 时 怎样 作 已 经 看 到 了 ), Po€ER" 是 一 定 
点 , D 是 以 Po 为 心 R 为 半径 的 球体 当然 , 我 们 可 设 Po 二 0. 对 郴 


数 9 我 们 则 取 
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8(z) 一 ?2 ?一 T(z) 一 (Sa 
容易 验证 , 9 当天 0 时 是 调和 的 . 但 在 z=0 处 9 有 一 奇 点 . 令 疡 
二 D 一 (以 0 为 心 ,p 为 半径 的 小 球体 ). 因为 在 D, 上 Af= 一 光一 0, 左 
方 的 体积 分 为 0，3D, 可 分 为 两 部 分 ， 即 一 大 球面 S, 和 一 小 球面 
5S。， 于 是 
|。 fg)as = 上’ YR — gHyas. 
在 各 球面 上 ， Re 于 是 
上 已 Yds 一 9 ?小 as. 

丛 是 

| as 一 由 (gradf),dS = 全 gradf)dv 一 | Afav = 0. 
在 $ 上 也 是 一 样 . 我 们 还 有 

on 


它 在 9 ,ss 上 也 各 取 常 值 , 因为 R 中 半径 为 ? 的 球面 面积 是 
{const)r"!， 显然 有 


名 (gradg» n) 一 2 (2 一 BDI 三 。 一 《2 一 n)ri- 


lim 
p10 
4 是 菜 常 数 。 所 以 我 们 有 
0) = 寺 i fas, 
4 是 Si 的 面积 . 有 
上 述 清楚 地 指明 了 在 波形 情况 下 需要 作 什 么 .必须 先 定义 
grad，div 使 Green 公式 成 立 ， 我 们 一 件 一 件 地 来 做 . 
R 上 的 矢量 值 函数 了 = (VY;,，…，r.) 自然 表示 一 个 矢量 场 


7 326S 一 AfC(O). 


Br. 故 若 M4 为 一 流 形 ，Po&€ 了 M，(8，g) 是 Po 附近 的 局 


部 坐标 ， 则 对 上 通 数 了 的 梯度 grady 应 定义 为 
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™ 


re 


gradf 一 > 有 过， 
了 二 了 (z) 是 在 局 部 坐标 (!:，p) 下 的 局 部 表示 . 但 这 样 从 一 开始 
就 不 对 ， 上 述 定义 在 坐标 变换 时 不 能 正确 地 定义 一 矢量 场 ， 因 为 


若 (F，?#) 是 另 一 局 部 坐标 ， 了 在 其 中 的 局 部 表示 是 了 ， 我 们 有 
- 也 8 a 
汽 -> | 2, NW, Hx, 3 x 汪 攻 总 

而 它们 是 应 ep 汉王 方 而 我 们 有 形式 


-D> a , 
它 的 变换 是 正确 的 . 我 们 当然 知道 这 一 点 ， 不 过 仍然 再 给 出 公式 
以 提醒 大 家 . 
De = > 六 部 六 = 2 Mas, 
这 是 因为 (党 2) 与 ) 互 逆 ， 矢量 场 与 1- 形 式 的 这 一 区 别 并 非 
吹 毛 求 疫 . 它们 服从 不 何 的 变换 规则 ， 而 在 流 形 上 把 戏 就 在 这 里 . 
看 来 gradf 就 应 该 是 1- 形 式 中 ， 但 是 话 还 没有 说 完 ， 
div 把 一 矢量 值 阔 数 变 为 标量 值 函数 . 一 般 说 来 我 们 还 有 一 些 
这 样 做 的 东西 ， 令 天 为 流 形 M 上 的 一 矢量 场 , w% 为 一 k 形 式 ， 用 
X 去 “ 缩 ”ww 即 得 一 个 (4 一 1) -形式 ix(w)， 其 定义 为 
ix CO CK ,KX KX). 
这 是 张 量 运算 中 很 常用 的 . 它 有 一 些 容易 验证 的 性 质 , 例 如 对 XX 与 
的 双 线 性 (以 函数 为 标量 ), 还 有 Leibnitz 公式 
is(wAA) =iw) Apt (Oo—1)oAirCtn). 
更 有 意思 的 是 ix 与 外 微分 4 的 关系 , 即 计算 dix 一 id 它 与 所 谓 Lie 
导数 有 些 关 系 , 但 我 们 暂时 不 来 讲 它 而 回 到 Rr 上 的 计算 以 便 对 此 
运算 有 些 感性 的 东西 , 设 在 Ri 上 有 一 个 3- 形式 
w=al(r,y.2)dr A dy A dz, 


9 a 9 SR 
1 十 Xz 十 Xs 训 : 由 一 般 公式 (第 六 章 ,§ 3)， 
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(wA 2) (CX, Kir Xi) 


a Et EX, Sy Wp. PMA” “Xtn). 


而 且 ( 广 ， EF 元 ) 与 (dz,dy,dz) 也 相对 侦 , 故 若 将 2- 形式 ix(o) 展开 


为 
io 一 了 四 大 办 十 Fe 大政 十 ys 开关 此 
则 例如 有 
一 x(o) (高 ， 过》 
一 alz Ady Mdz(X1 3 去 十 X: 部 + 区 ,元 2 一 >》 一 Xi。 


2 By’ dz 
这 公式 显然 可 以 推广 到 民 上 而 得 


和 (一 2 一 Tai Ane Adn A Adz.. 
设 姓 是 可 定向 的 . 即 有 一 处 处 非 0 的 形式 (x = dimM)w 称 
为 体积 元 素 . 若 立 为 一 矢量 场 , 则 ix(Co) 是 一 (x 一 1)- 形式 . 作 外 微 
分 4 又 得 一 sm- 形式 dix(w), 所 以 必 有 唯一 的 函数 9 使 得 
dir(w)=p* w. 
我 们 即 以 yg 作为 divX 之 定义 .于 是 
dr (Ww) =divX 。 w. 《闪光 了) 
要 看 此 定义 是 否 正 确 , 取 名 = dz A … 人 dz, 即 R* 上 的 标准 体积 元 
豪 . 为 计算 WirCw) ,只 需 对 (* )( 取 a = 1) 作 外 微分 ,因为 


df 一 之 Bt (用 下 代替 X)， 
而 dx; 恰好 与 zt A … A 箔 入 … A dz, 中 的 “~” 相 消 , 所 以 余下 
的 只 有 j= i 的 一 项 ,从 而 有 
dvF 一 之 且 ， 
我 们 的 定义 不 仅 纵 出 正确 的 公式 , 现 设 M 是 一 有 过 流 形 ， 


Stokes 公式 给 出 
504 


| CdivPyo 一 | jv 
它 很 象 Green 公式 只 看 右 方 是 什么 . 对 一 点 Po € 9M 可 取 一 坐标 系 
使 在 Po 附近 3 {z | z。 = 0}. 于 是 = dr A A dx-i 是 3 上 


的 体积 元 素 . 六 是 法 向 导数 ,dz,13M 一 0( 因 为 75,C9M) 由 


了 下- 张 成 ), 考虑 到 这 一 切 , 即 知 在 2M 上 ,( x ) 化 为 
ixt@) |aM = (— 1)™ Xn. 
即 X 在 9M 上 二 的 法 河 分 量 . 

(x x* ) 是 divX 的 正确 定义 至 此 已 无 疑问 .但 不 巧 的 是 ,要 想 
用 它 ,X 必 须 是 一 矢量 场 而 非 1- 形式. 在 欧 氏 空间 RR 上 这 不 是 什么 
问题 ,只 需 把 >) 性 x 与 》) 入 总 混用 即 可 .因为 只 需 用 一 个 举 标 
系 , 混用 并 无 关系 . 把 1- 形式 与 矢量 场 混 同 , 其 实 就 是 将 切 空 间 
TpCM) 与 余 切 空 间 Ti (4) 混同 . 本 来 它们 是 辣 维 数 的 线性 空间 ， 
可 以 等 同 它们 . 问题 是 在 流 形 W 上 必须 用 一 个 系统 的 方法 将 二 者 
对 一 切 PE 玫 等 同 , 即 需 将 切 处 ?CU) 与 余 切 处 7" (M) 等 同 起 来 . 

已 知 一 线性 空间 了 ,有 一 个 情况 下 能 自然 地 作 子 -一 ”7 将 二 
者 等 同 起 来 , 即 若 上 中 有 内 积 人 4，*, 慎 

F 一 一 ， i (v, )》 
即 所 需 的 等 同 . 类 似 地 ,如果 丛 吾 一 ~ 了 3 上 有 内 积 ("，', 即 可 将 吾 
与 8* 等 同 .7CM) 上 的 内 积 称 为 一 Riemann 度量 ,这 时 NH 称 为 
Riemann 流 形 . 在 具有 度量 4，,*) 的 Riemann 流 形 上 ,ff 之 梯度 定义 
为 一 矢量 场 gtradf ,使 得 对 一 切 矢 量 场 X, 有 
‘gradf, X) =df(X)=X(). 

总 之 ,并 不 是 在 一 切 流 形 上 都 可 定义 Laplace 算 子 . 我 们 还 需 
要 一 些 其 它 的 构造 , 即 M 必须 是 可 定 河 的 Riemann 流 形 . 这 时 我 们 
定义 

Af=div gradf. 
它 称 为 Laplace-Beltrami 算 子 . 这 些 条 件 中 ,可 定 河 性 并 不 关 紧 要 ， 
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因为 M 局 部 地 总 是 可 定向 的 . 而 若 将 (* * ) 中 的 @ 改 为 一 w( 即 改 
变 定向 ) ,什么 都 没有 变 . 所 以 ,只 要 有 体积 元 素 ,div 恒 可 局 部 定 
义 , 另 一 方面 ,Riemann 度 盘 可 是 至 关 紧 要 .确实 ,每 一 个 流 形 于 都 
有 Riemann 度量 . 问题 在 于 调和 函数 的 定义 依赖 于 所 选 定 的 度量 . 
对 于 R, 可 认定 ToCR*) 即 R" 并 应 用 其 上 的 标准 度量 . 换 一 个 说 法 ， 


即 可 取 ( 范 )- 为 ToCR") 的 就 范 正 交 基 . 用 这 个 说 法 可 以 验证 


按 C* * * )d1 确实 与 了 六 部 等 同 . 


§ 3，Laplace-Beltrami 算 子 


引导 我 们 在 流 形 上 将 Laplace 算 子 定义 为 一 div grad 的 关键 
姓 的 考虑 是 Green 公式 , 它 是 Stokes 定理 的 变 体 . 我 们 已 经 看 到 ,由 
Green 公式 可 得 出 中 值 定理 和 极 值 原理 . 毫 元 疑问 ,在 研究 调和 函 
数 时 中 值 定理 有 中 心 的 重要 性 . 事实 上 ,许多 读者 大 概 也 知道 , 适 
合 它 的 必 为 调和 函数 . 其 它 众 所 周知 的 应 用 还 有 Dirichlet 问题 (在 
一 区 域 D 内 求 一 调和 函数 使 在 边缘 3D 上 取 指 定 值 ) 解 的 唯一 性 等 
等 . 上 前 我 们 集中 讨论 一 个 结果 , 即 在 整个 (无 边 ) 流 形 M 上 调和 
的 函数 必 为 常 值 函数 . 常 值 函 数 本 身 当然 没有 特别 可 注意 的 事 . 在 
连通 流 形 M 上 这 就 是 使 是 二 0 的 函数 了 , 且 它 们 构成 0 阶 de Rham 
群 HCM) CH* (M) 中 最 没有 意思 的 一 个 ). 调和 函 孝 和 HCM) 凑 
巧 也 是 一 回 事 , 然而 这 个 一 致 性 却 带 来 不 少 后 果 . 使 4f = 0 的 函数 
f 在 MM 的 任 一 连通 分 支 ( 不 论 是 大 还 是 小 ) 上 都 是 常数 . 而 另 一 方 
面 ,由 sf 二 0 却 得 不 出 在 小 区 域 上 了 = const, 只 要 想 一 下 R* 上 成 干 
上 万 的 全 纯 函 数 就 明白 了 . 如 果 sf 二 0 与 4 = 二 0 是 一 回 事 , 讨 论 它 
就 没有 意义 了 . 所 以 在 整个 M 上 调和 的 函数 与 H"CM) 一 致 是 一 个 
非 平凡 的 整体 的 结果 ,这 类 结果 是 我 们 最 感 兴趣 的 . 问题 自然 地 出 
现 了 :有 没有 可 以 称 为 “调和 形式 ”的 东西 来 刻画 召 " CM)? 管 案 就 
是 著名 的 Hodge 分 解 定理 . 下 面 我 们 就 来 解释 它 , 但 还 要 一 些 预 备 
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知识 
邻 1 为 一 有 限 维 矢 量 空间 ,4 (F) 一 >14(F) 是 其 外 代数 .我 
们 知道 


mt) = (= {am 
所 以 可 将 4(V) 与 42*(Y) 等 同 起 来 . 然后 我 们 又 想 系统 地 对 一 切 
做 这 件 事 . 为 此 又 设 V 上 有 内 积 (，，*〉 和 定向 . 我们 知道 ,定向 就 
是 一 个 基 元 素 we E 个 (7) ,这 样 就 有 一 个 等 同 关系 

玉 一 4(P) 一 (YY)， lo 

这 皮 过 来 又 定义 了 一 个 自然 的 双 线 性 映射 

B: AT)X AV)——K, 

(TAB(T, 4), 
8 的 定义 是 : 
Th A= Bl,H) wo. 

另 一 方面 ,由 了 上 的 内 积 4。,。》 又 可 在 4(Y) 上 定义 内 积 〈《，， 
“如 下 : 对 了 上 之 元 素 m，…，xzej 加 ，…， 因 ， 靖 数 

《 (大 )) rdet [ Cz,, y,)] 
显然 对 其 每 一 组 中 的 变 元 是 斜 对 称 的 ， 由 外 积 定义 即 得 一 个 双 线 
性 上 映射 《CX 一 > 如下， 

Cr A A ri A A ye) = det[L lz,,y;)]. (1) 
它 定 义 了 全 (Y) 上 的 内 积 . 例如 ， 为 证 明 它 是 正定 的 , 选 ? 的 一 
个 有 定向 的 就 范 正 交 基 〈z，zm，…，z)、 我 们 知道 {z,, A… 人 
上 之 < 是 水 (7) 的 一 个 基底 ,但 由 (1) 很 清楚 , 它 也 是 4*(7) 
的 就 范 正 交 基 , 证 毕 , 顺便 说 一 下 , 我 们 约定 取 wo 一 z A… Azx, 作 
为 4(Y) 的 特定 的 基底 . 

8 与 (，，*，》 一 起 ， 按 通常 的 方式 定义 等 同 关系 

#4 Ny), 

通常 称 为 “x 算 子 ”” 用 公式 来 写 , 车 #E MCV), 则 v= * wuE 
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AP) #a 之 定义 是 :对 一 切 wE€ 人 7)， 
uA = Cu wo. (2) 
例如 ， 设 #=ziAe Az 则 zi AzAw=0 对 一 切 六 GE A'-*(F) 
成 并 ， 除非 到 一 AZ 开交 Ns 出 此 知 
#《zl 内 Ar) = A hr, 
旭 是 符号 适当 调整 以 后 的 “ 相 补 ” 基 . 若 再 对 zs 六 …Az 取 * 艾 
有 
xz 和 AR) = 二 rz A 和 
符号 由 yA 入 人 太太 zt 之 定向 决定 , 即 ( 一 1:-0, 这 是 
因为 每 个 xz，1 人 in， 要 移动 x 一 + 步 , 而 具有 * 个 z， 车 对 xz 
了 取 * 结果 亦 同 ， 砍 有 
< x 二 (一 1 在 4K7) 上 ， (3) 
在 应 用 中 , 我们 取 一 定向 Riemann 流 形 到 而 令 上 一 中 《1) 为 
在 P 点 的 余 切 空间 ， 这 时 Ti《M) 中 有 确定 Riemann 度量 的 内 积 
《，，，》 使 有 等 同 关 系 
Tr(M) —> T$ (WM), 
而 由 它 又 可 在 TF (WM) 上 定义 内 积 . MM 之 定向 名 按 定义 给 出 一 个 基 
底 wrE CTFCMD)). 所 雇 T8 (CM) 具有 了 上 而 所 讨论 的 一 茹 .我 们 
可 以 在 A'CT# (M)) 上 定义 * 算 子 .在 一 切 PEMWM 上 都 定义 了 x 以 
后 ,自然 就 有 处 映射 
xx : CT CM)) — HT* CM)). 
即 是 说 ，x 可 以 作用 在 -形式 上 .对 于 形式 w，( x o) 是 一 Cn 
一 k) -形式 ， 其 中 P 点 之 值 是 
{wr = x (wr). 
右 方 的 * 是 (TF (M)) 上 的 x 算 子 .我们 当然 也 有 
#* x 二 (一 1)*%-0 在 形式 上 . 
最 后 , * 算 子 在 站 形式 空间 (CM) 上 定义 内 积 ( 不 要 与 每 个 纤 
维 CT CM)) 上 的 内 积 混 请. 4 CM) 是 从 本 (7T*(M)) 一 一 MM 的 截 
口 之 空间 ， 令 mm 为 体积 元 素 ， 则 对 形式 * 与 x， 我 们 定义 
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| TA ¥Aa,. (4) 
柯 


我 们 用 5 . , 。) 表 此 内 积 以 便 与 每 个 4#(Y3 (M)) 上 之 “ 逐 点 ”内 
积 相 区 别 ， 但 它们 当然 有 关系 .在 每 点 P， 由 * 之 定义 有 
(T 央 类 瑚 )p 一 《一 1 各- (xpgATp 
= (ld Cx xu T)pGp 一 《《 册 TY wo)p. 
这 就 是 说 ， 如 果 考 虑 函数 
Pir fps Wp) = (pk, Wp 
和 "- 形 式 
Pi {ky wrior = ( ps TY wa), 
则 有 
(rt,1) | A x p= | Crp (5) 
附带 说 一 下 由 此 易 证 (+ ，“。) 为 正定 .因为 (+r, +) =0 意味 
着 | 0. 因 Jf 一 (zt)>0, 吉 f=0. 
因为 内 积 涉及 积分 , 我 们 或 者 需 在 紧 支 集 形式 4 (MM) 之 空间 
上 讨论 ， 或 者 更 简单 些 设 MM 为 紧 . 
在 矢量 空间 ” 上 有 内 积 后 常 做 的 一 件 事 是 定义 线性 映射 之 
伴 . 回顾 一 下 , 车 p :PF 一 ->V 为 VY 上 之 线性 映射 而 <，，，) 为 
内 积 ， 则 9 的 伴 映射 w* 是 由 下 式 定义 的 : 
(pusv) = up’ v) 对 一 切 4,v VV 成 立 . 
我 们 已 在 线性 空间 4' CM} 上 有 了 内 积 . 我 们 还 有 一 个 线性 上 映 
射 一 一 外 微分 4: 4 (M) 一 ->4'(M)， 现在 来 计算 其 伴 4" 一 5 对 
于 形式 和 (一 1》 -形式 +r， 有 


(tr,6p4) = (dr7, 4) = | A x 


现在 
dt A #p= dT A po— (— DrA dxp, 
故 若 M 没有 边缘 ,我们 有 
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fara x 二 (一 | TA. 
好 和 


我 们 还 有 
rAdrg=— I) "nr A x wa 
所 以 


(FU 一 【一 DD "| A xCxdxp) 


Cr DD ad x 4). 
所 以 知道 ， 在 形式 CM) 上 有 
$= {(— 1D ydx GE 十 1) 为 偶 ). (6) 
(6) 式 的 好 处 如 下 : 由 (5) 知 A* (MM) 上 的 内 积 (，,，) 可 直 
接 由 函数 (r,x) 和 积分 来 定义 .但 * 是 一 局 部 的 逐 点 运算 (定义 在 
ACTE CM)) 上 )， 所 以 6 也 可 用 (6) 局 部 地 定义 ， 经 过 计算 即 知 整 
体 地 5=a* , 即 4 的 伴 算 子 . 例如 , 取 尺 王 的 (- 形 式 # 二 Bjdz,， 
我 们 有 


Pe Se 


=1 


* 


村 


dp 了 Badr A ee Md A ee Ndr, 


+» 三 | 


如 果 再 次 将 4 与 矢量 场 如 kh 二 混同 〈 在 中 应 用 标准 度量 时 即 
可 这 样 作 ), 64 就 是 divu. 这 意味 着 我 们 做 的 事 是 对 的 :6 是 div 对 
各 阶 形式 的 推广 . 

为 了 启发 下 一 步 要 做 的 事 , 我 们 再 回 到 物理 . 设 有 - -电场 = 
5(zsy,) 由 其 势 函数 了 导出 :天 一 gradf. 则 在 区 域 D 上 的 总 电能 是 
积分 

| ‘(gradf ,gradf ) av. 


车 再 视 4 二 gradf 为 一 ]- 形 式 , 则 土 式 正 是 由 《5) 所 定义 的 内 积 之 
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“长 度 ”j 和? 二 (4，k)， 现 设 我 们 感光 趣 的 是 一 平衡 定常 系统 ， 
这 表示 国 数 空间 中 的 点 4 应 给 沦 函 | 上。 外 :以 一 局 部 极 小 ， 所 以 
我 们 愿 了 解 一 般 地 如 何 使 流 形 M 上 的 “能 量 汉 卫 ”. 


(1.4) 一 | A x*n ’ 


极 小 化 ? 为 使 这 问题 可 以 处 理 ， 要 验 4 加 一 些 限制 ， 例 如 设 “是 
闭 形式 并 在 de Rham 类 [x] E HM) 中 极 小 化 . 解决 这 类 问题 标 
准 的 程序 是 变 分 法 ， 故 作 4 之 变 分 tr 一 rz 十 Mr。 选 变 分 之 形 为 dt 
是 为 了 保持 在 类 [x] 之 内 ， 我们 有 
f(D) = (gt tregt dt) = a] ?+ 2tCnsdr) + El ar 1 
= xl: C64,75) + 2 arl?. 
对 于 临界 点 应 有 了 六 (0) 二 (by,7)==0. 它 应 对 一 切 rE A411CM) 成 
立 ， 帮 得 必要 条 件 G4 一 0。 反之 车 dz 二 0， 则 
at drl?= F000)= lell?+t larl?++ 2C64,7) 
= al?+ ar 直人 2 
这 样 , 算 子 4 有 很 重要 的 意义 , 即 5x 一 0 同时 dx=0 是 zl? 
在 [x] 内 达到 极 小 的 必要 充分 条 件 . 我 们 现在 引进 单独 一 个 算 子 
把 这 两 个 条 件 连接 起 来 . 这 就 是 Riemann 流 形 M 上 的 Laplace-Bel- 
trami 算 子 
A= (d=4d6+ oad, (7) 
要 注意 , 4 把 形式 的 阶 增加 1, 5 则 减少 1、 所 以 4 保持 形式 的 阶 数 
不 变 . (7) 式 之 成 立 是 由 于 让 ==0 各 
二 土 (Cradx})(t#dx*x) =+ #Bx 一 0， 
所 以 
《十 和 2 一 上 十 6 十 好 十 人 下 一 相 十 好. 
又 由 定义 ，d 十 #6 从 而 还 有 4 均 为 自 伴 的 ， 故 有 
《AAA) = (d+ Od + OA). 
因此 ,车 Ay=0, 必 有 (4 十 0)4=dp 十 64 一 0. 但 因 dx, 64 阶 数 不 局 ， 
故 必 分 别 有 dx 二 0, 564 二 0. 其 逆 为 真 自 不 足 道 . 所 以 dh 二 64 二 0 实 
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际 上 等 价 于 单个 方程 x==0. 这 样 的 形式 “自然 地 称 为 调和 形式 . 

调和 形式 之 集 记 作 : 谍 “*(M), 它 显然 是 汪 ( 邓 ) 的 子 空间 :22(0Md) 

CA(CM)( 作 为 实 标量 R 上 的 子 空间 而 不 是 前 数 环 上 的 子 模 ). 
我 们 用 0- 形 式 即 函数 了 作 一 验算 ,我 们 有 


对 
dr 多 之 Ba 


我 们 刚才 对 -形式 # 己 计算 过 54. 因 好 =0( 记 住 5 使 形式 的 阶 减 
少 ) ,我 们 确实 得 出 Laplace 算 子 : 
sf = 54f = 2 党 


现在 有 真正 困难 的 问题 了 . 我们 知道 ,为 使 | 41? 极 小 ,x 必 
须 是 调和 的 . 但 给 出 上 辣 调 类 a€ H'(M)， 其 中 是 否 有 调和 代表 
元 ? Hodge 定理 的 内 容 就 是 讲 它 的 存在 和 唯一 性 . 但 在 讲 这 定理 之 
前 ， 先 作 一 些 一 般 的 评论 . 

蜡 的 Riemann 构造 在 4* (MM) 上 引入 了 自然 的 内 积 , 由 此 又 得 
Lapiace 算 子 .一 个 矢量 空间 1 有 了 内 积 就 有 了 距离 或 范 数 , 可 以 
间 , FP 对 此 范 数 是 否 完备 , 邑 Cauchy 序列 是 苦 必 收 僵 . 如 果 是 ,Y 
就 称 为 一 Hilbert 空间 ， 当 7 为 有 限 维 时 ， 这 根本 不 是 问题 ， 因 为 
r 等 距 同 构 于 具有 标准 度量 的 RR, 后 者 当然 是 完备 的 . 这 归根 结 落 
又 只 是 实数 系 的 完备 性 . 但 在 4’ (下) 的 情况 下 却 很 少 是 有 限 维 的 
《除非 切 从 YCM) 是 平凡 的 ), 即 令 4 为 紧 也 如 此 . 毕竟 , 甚至 连 
(CM) ( 即 M 上 的 函数 空间 ) 也 决 非 有 限 维 的 . 在 (5) 式 定义 的 内 
积 下 ,4* CM) 也 刀 乎 从 非 完备 的 ， 因 为 ,又 看 0- 形 式 即 函数 的 情 
况 ， 有 

(Cf,9) = 7 A *g = | joo, 


即 zz 范 数 . 不 但 对 我 们 常用 的 光滑 形式 它 不 完备 , 即使 添上 连续 
形式 也 还 不 行 。 熟知 分 析 的 读者 知道 ， 要 使 它 完备 ， 必 须 添上 
Lebesgue 的 L, 可 积 形 式 . 这 是 我 们 面临 的 问题 之 一 . 
现在 可 以 陈述 Hodge 分 解 定 理 了 . 令 为 一 可 定向 紧 Rie- 
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mann 流 形 ， 是 Laplace 算 子 ， 盈 =ker 是 调和 形式 空间 ，!Imy、 
是 象 C4* CM)), 
Hodge 分 解 定理 ”调和 形式 空间 多 (nl)C4: CM) 是 有 限 维 
的 且 可 分 裂 为 互相 正 交 的 子 空间 之 直 和 
A CUM) 一 用 CU) 四 Im 
因 调 和 形式 为 闭 ， 有 一 自然 的 映射 
"CM) 一 有 CH) (de Rham 群 ) 
ut [pl. 
定理 上述 映射 是 同 构 . 
证 设 [x] = 一 0 即 za 一 tr， 因为 调和 ，6x 一 bdr 一 0， 故 
1 4 一 《zzr:dr) 一 (Tiddr) 一 
所 以 az 一 必 一 0 
任 给 一 类 [rt] EH*(M) 使 并 0， 可 作 分 解 
T= 4+ Ms 
是 调和 的 ， 易 证 3 与 < 可 交换 .事实 上 ， 
dX = d(a6 + 654) = dd = (4d6 + dd)ad = 4 
因 dr=0, 而 4 为 调和 的， 所 以 
0= dr= dg dn = My 
其 而 9 是 调和 的 ， 从 而 6 四 一 0， 现 在 我 们 有 
T 一 HA 上 (d+0d) 7 一 A 十 EC6D) 
从 而 [rc 二 xl. 
另 一 个 有 趣 的 应 用 是 不 用 de Rham 定理 的 Poincaré 对 偶 性 之 
男 证 ， 由 以 上 定理 ,可 将 凡 与 2 等 同 ， 现 在 考虑 上 积 配合 
EU) X AM) BM), 
(ys TgpATS= (kh To. 
容易 验证 * 和 > 可 交换 ， 所 以 
#2 
是 一 同 构 . 车“ 正 交 于 * 如 二", 它 必 正 交 于 整个 4 CM), 从 
而 4 二 0. 
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8$ 4. Hirzebruch 指标 定理 的 另 一 表述 


在 指出 如 何 证 明 Hodge 分 解 定理 之 前 ， 我 们 要 再 提 它 的 一 些 
应 用 . 包括 Hirzebruch 定理 的 另 一 种 解释 ,这 一 点 我 们 提 到 过 . 然 
而 在 这 以 前 我 们 要 看 一 个 较 简 单 的 情况 以 说 明 这 些 东 西 的 本 性 - 

记 住 Laplace 算 子 可 定义 为 一 复合 A= (4 十 6) (4 十 人 ). 分 开 来 ， 
za 十 56 本身 即 一 算 子 ， 因 “上 将 形式 的 阶 数 加 1，6 则 将 它 减 1， 合 在 
一 起 ， 它 们 把 偶数 阶 形式 变 为 奇数 阶 的 ， 反 过 来 也 一 样 . 记 
4() 和 A8CM) 分 别 是 4 (CM) 的 奇 、 偶 阶 形式 之 子 空间 ,我 们 有 
两 个 算 子 : 

Di 一 gd 十 6: AACM)— AN(CM), 

Di =dt 6: AFCM)—— AS(CM), 
DD Ds 一 DsD. 考虑 kerDs 必 4 负 (MH). 车 (4 十 6)4= 二 0, 出 前 述 形 式 阶 
数 的 考虑 ， 我 们 有 上 = 一 0， 而 这 等 价 子 一 0， 换 言 之 ， 有 

kerDs 一 〈kers) 门 AVCM), 
故 知 kerDs 是 有 限 维 的 ， 且 由 Hodge 表示 理论 ， 显 然 


dim kerDs = DydimH*CM). 
类 似 地 
dim kerD! = DdimH*+! CMY. 
这 就 给 出 
dim kerD; 一 dim kerD = Ddim*(M) 一 Dydim*r!(M) 
| = 4(M) (1) 
即 对 的 Euler 示 性 数 . 


(1) 之 左 方 可 用 一 个 算 子 如 Ds 来 表示 ， 我 们 有 
Ims C Imp;. 


反之 , 若 jg 二 (十 的 7,TE A 名 ( 脾 ). 由 Hodge 分 解 定理 , 可 将 7 写成 
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tT 二 Mw wm Mw 一 (0. 
从 而 也 有 Paw =0 从 而 

二 DAw 一 MDz0 CC lm 
记 住 同 态 pp : 4 一 83 之 余 核 cokerg 定义 为 

cokerg 一 B/Img. 
故 有 cokerD 一 4#CM)/Ims 二 六 ?门生 (MM) 二 kerD/， 赦 式 (1) 可 重 
写 为 ” 
dim ker 疡 一 dim cokerD,= XCM). {2) 

(2) 式 左 方 称 为 D; 的 “指标 ” 计算 虽然 简单 ， 却 依赖 于 空 
闻 kerD; 与 cokerD; 之 维 数 有 限 . 因 4 (MM) 和 5 作用 于 其 上 的 
45( 邓 ) 决 非 有 限 维 ， 所 以 有 数值 不 变量 确 非 小 事 , 但 (2) 仍 说 明 
此 数值 不 变量 即 流 形 好 的 Euler 示 性 数 XCM)， 可 点 当然 在 于 D 
是 解析 对 象 , 它 的 存在 依赖 于 M 的 光滑 甚至 是 Riemann 构造 ,但 
到 头 来 ， 其 指标 只 是 一 个 拓扑 不 变量 ， 

(2) 是 所 谓 指标 定理 最 简单 的 情况 . 象 户 那样 可 以 定义 其 指 
标的 算 子 一 般 称 为 Fredhoim 算 子 . 目下 DD 甚至 是 微分 算 子 . 因为 
若 用 局 部 坐标 玫 示 ,上 和 4 都 是 偏 导 数 的 组 合 , 所 以 指标 定理 是 在 
流 形 上 整体 地 描述 微分 方程 的 拓扑 的 ， 

要 得 到 更 精巧 的 指标 定理 , 需 将 矢量 空间 复 化 . 理由 如 下 ; 记 
住 我 们 在 4" (MI) 上 定义 了 * , * x 本 质 上 是 恒 等 算 子 , 但 符号 与 
小 CM) 有关. 前 已 看 到 ,在 4(M) 上 +x * 二 (一 1):*"~9. 若 用 复 系数 ， 
可 以 修改 * 使 在 4" (WM) 上 有 0=ix~?+" x ,这 里 我 们 假设 a= 2m 
为 偶 ， 这 时 就 处 处 有 


二 
= tm 1) 
一 《一 De+te 一 1. 
所 以 可 将 必 CU) 分 解 为 “的 固有 值 士 1 的 固有 向 量 空 间 ， 故 令 
dd)= 一 4(U,C) 为 开 上 的 复 什 形 式 空间 ,要 小 心 , 这 与 上 和 酝 
何 的 复 构造 都 无 关 . A* (1 ,CI 只 是 指 sa+ir 形状 的 形式 ,而 rz 是 
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普通 的 实 值 形式 . 我 们 把 4 拓展 到 4* (M,C) 上 .也 把 4' (M) 上 的 
内 积 (，,，) 拓 展 为 4* (CM,C) 上 的 Hermite 内 积 : 


《zy*T)》 一 [a A xy 


:为 + 的 共 ， 所 以 当 + 为 实时 , 它 就 化 为 以 前 讲 的 实 内 积 . 我们 
可 以 和 以 前 一 样 定 义 5 和 使 kers 一 如 二 H* (M,C0), 即 以 的 复 
系数 上 同调 . 特别 是 Cc 上 的 dimH?* (M,C)= 二 RR 上 的 dimHH'* (MM ,RY， 
因为 H* (M,0)=He (MR). 
现在 定义 4+ (NM) 二 {8E€ 4 (CM,C)|alw)== 土 wo} 为 4* (M,C) 
中 相应 于 固有 值 土 1 的 固有 子 空间 ， 所 以 我 们 有 
A (M,C) = At (M} OB A OMY). 
以 前 已 经 说 过 ，* ,4d 和 5 之 间 有 简单 的 交换 关系 ， 用 a 来 表述 ， 
容易 核算 
ad 十 0) 一 一 (Cd 十 5)a， 
即 是 说 可 以 把 “十 6 看 成 两 个 算 子 ， 即 
Di=d+6: At (M)——* A- (M), 
D-=d+6: A (NM) At (M). 
和 前 面 一 样 ， 我 们 仍 有 cokerD+ 兰 kerD_- ， 所 以 
Ind{D4) = dim kerD, 一 dim kerD.., 
因为 a 与 可 交换 .a 诱导 出 调和 形式 Bec 上 的 同 态 , 仍 记 为 
ga。， 当 然 我 们 仍 有 : 在 此 上代 王 1， 所 以 二 如 +t 中 er 即 分 
裂 a 的 固有 空间 之 直 和 .我 们 有 
Bd = {woE NM (CAo 一 0,ao 一 士 oO) 
{ow€E A (M,C |Di w=0) kerD,. 
所 以 IndD+ 一 dm 皮革 一 dm . 
现在 考虑 阶 数 . 记 住 x :At (CM) 一 >A (M)， 所 以 a 也 是 
一 样 ， 可 以 将 组 fi 分解 如 下 ， 对 每 个 <m=n/2， 空 间 
= OD A 
在 a 下 不 变 .t==m 时 单个 空间 安 在 “下 不 变 . 故 对 每 个 4<<m 有 
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A = (4)+OD (4 一 . 
我 们 指出 dim (44) 一 dim (4 4* 中 的 元 形 如 so=z 十 y; x€ 2 化 ， 
YE EY! ， 因为 kr 一 :， 所 以 方程 
2 十 ?一 cG 一 afay 一 7 十 地 
只 能 当 z 一 oy, y= 二 az 由 a=z 十 az 人 时 成 立 . 类 似 地 54) 中 的 元 形 
如 z 一 az xzE 上 4 但 这 样 x 十 qz 一 rz 一 az 就 成 了 (40+ 和 (人 4) 一 之 
闻 的 同 构 ,所 以 在 计算 mdp: 时 ，dim(C42+ 和 dim(C4)- 相 消 , 而 番 
下 的 只 有 * 上 一 m， 故 
IndD+ = dim(2 e+ 一 dim( Yr)-. 
现在 再 假 没 4 二 dimX8 寺 0 mod 4， 则 w= 二 n/2 为 偶 ， 在 4"(， 
0) 上 4 与 * 相同 . 事实 上 ， 
Go mj . 
所 以 在 实 的 访 " 上 * =1, 而 有 C28) 二 (如 "mt. 所 以 可 以 不 管 
复 化 . 而 作 计算 得 在 实 域 上 
indD 一 dimn(2tm)+ 一 dim( 区 =)-. 
但 在 狐 "” (CU 一 多 (,R) 上 有 上 积 双 线 性 形式 
AT 一 上 内 关 #T (在 如 "(CM)L* = 一 1) 
二 C4，# T)wo (wo 是 体积 元 车 ). 
故 若 (ee) 是 (2 的 就 范 正 交 基 ,我 们 有 
e 内 已 一 (exey 一 (eye) 一 1， 
而 对 (如 ”)- 的 就 范 正 交 系 (fi,… , 志 ) 则 有 
fAFT= ff) = fh) 三 一 1， 
显然 这 表明 
IndD} 二 上 积 形式 的 指标 = 流 形 戏 的 指标 7KCM7. 
这 就 是 Hirzebruch 指标 定理 的 另 一 解释 -我们 又 一 次 看 到 ,微分 算 
子 , 主 要 是 Laplace 算 子 \ 的 指标 ,是 一 拓扑 不 变量 . 


$ 5. Hodge 定理 的 证 明 ,总 的 思路 


Hodge 分 解 定理 完全 是 分 析 方 面 的 结果 . 我 们 本 可 以 象 前 而 
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那样 直接 承认 它 并 往 下 讲 它 的 应 用 . 然而 ,其 证 明 中 的 思想 和 方法 
不 仅 对 此 特例 ,而 且 对 一 般 椭 贺 算 于 都 是 必要 的 . 因此 对 其 中 某 些 
点 有 所 了 解 是 必要 的 . 在 本 节 和 下 节 我 们 先 详 细 讨 论 对 为 环 面 的 
特例 . 这 不 是 说 环 面 在 此 问题 中 有 特殊 的 意义 (例如 象 在 Lie 群 理 
论 中 那样 ), 面 是 在 这 种 情况 下 用 的 方法 和 格式 也 可 推广 应 用 于 一 
切 情况 ， 

在 讲 证 明 前 先 要 指出 ,在 这 个 情况 下 ,调和 形式 与 de Rham 群 
相同 一 事 可 直接 验证 .所 以 这 个 练习 的 要 点 是 学 会 其 思想 . 计算 如 
下 : 讲 到 调和 形式 先 要 确定 Riemann 内 积 .*- 环 面 ?是 R 对 下 述 
等 价 关 系 的 商 空间 :z*~y if r 一 6 一 个 整数 格 点 ,例如 由 (2rei， 
…，2re) 生 成 的 烙 点 ,ee) 是 六 的 标准 基底 .zEm 处 的 切 空 
间 可 与 投影 到 z 的 xzER 处 的 切 空 间 等 同 , 故 可 借 ?KR 一 之 内 
积 为 Ti:(T*) 之 用 . 说 得 简单 些 ，7" 上 的 函数 、 矢 量 场 和 形式 就 是 
R 上 的 周期 (对 各 变量 均 为 2n) 函数 等 等 . 和 上 的 d 5 和 、 则 和 
R" 上 的 一 样 ， 

为 简单 计 令 #=2. 我 们 知道 #'(7?) 维 数 为 2, 用 xz, y 表 R* 上 
之 变量 , dzAoy 决定 其 定向 ( 邯 反 时 针 方 向 ) 对 于 1- 形 式 p= 二 qdz 十 
Bdy 我 们 有 

* = ady 一 dz， 


dxp= [ 实 + 吕 和 Am 


7 
所 以 
6p = x (dxp) = 闫 十 健 
另 一 方面 我 们 又 有 
CU 一 (=- 痉 + 强 we dy, 


故 车 # 为 调和 ， 即 44=54==0 将 得 到 
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类 似 地 也 有 有 
+ =0. 
这 样 。 Mx 二 0 即 指 每 个 分 量 函 数 a， 8 均 为 调和 .因为 它们 是 周期 
狙 数 ， 故 必 有 (局 部 ) 极 大 极 小 ， 从 而 必 为 常数 .读者 对 R 作 同 
样 计算 是 计数 符 导 的 好 练习 . 
现在 解释 证 明 的 原理 . 设 在 流 形 MY 上 有 形式 a 而 我 们 想 求 微 
分 方程 xo 一 < 的 解 . 若 w 是 一 解 ， 则 对 一 切 mwE4*(M)， 有 
《ayp) = (Mw, ip) 
因 、 为 形式 自 伴 〈 以 后 再 解释 “形式 ”二 字 )，(sAo，9%) = (vw， 
x) ， 这 意味 着 线性 泛 钱 区 。，) 一 Co， ，) 有 以 下 性 质 ， 
a9) 一 (ao) 对 一 切 mE 4' (CM) 成立， 

衣 函 分 析 中 处 理 微 分 方程 一 个 标准 方法 是 先 求 一 线性 旋 函 : 
‘或 证 明 它 存在 ). 这 泛 函 ! 称 为 方程 vo 一 ce 的 弱 解 . 它 通常 不 难 求 
上 出， 全 视 在 哪里 去 找 ， 但 弱 解 不 一 定 是 真 解 ， 要 把 它 确 定 为 真 解 
通常 要 花 多 得 多 的 力气 ， 问 题 如 下 : 

i 是 4"《M) 上 的 线性 泛 函 .车 4* (M) 是 有 限 维 的 , 则 不 会 有 
问题 因为 在 有 内 积 的 线性 空间 了 中 ,内 积 4。,，。) 诱 导出 一 个 同 
构 : 


单一 rr,， }, 
其 所 以 如 此 是 因为 @ 便 为 一 对 一 的 (因为 ‘(。,，) 蚌 正定 的 ). 所 
以 若 了 是 有 限 维 的 ,我 们 有 dimr =dimr' ,使 @ 是 满 射 . 这 意味 着 
任意 弱 解 ! 必 可 写 为 :一 (o,。),oer. 这 个 w 当 然 是 真 解 . 若 7 不 
是 有 限 维 的 ,多 肯定 不 是 满 射 . 这 是 因为 形 如 (z,。) 的 线性 泛 函 必 
为 连续 的 ,而 当 dimY 二 oo 时 人 恒 有 不 连续 泛 聊 存在 . 连续 线性 变换 
也 称 有 界线 性 变换 . 令 了, 为 内 积 空间 , 即 把 它们 看 成 由 内 积 决 
定 了 度量 的 拓扑 空间 . 令 p :VY 一 WW 为 一 线性 映射 ,用 通常 的 2-6 
方法 可 知 若 9Y 在 *=0 连 续 , 则 对 *=1,3 6>>0 使 得 
lzl] -6 全 19(z) | 委 1 
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车 zEr 是 任意 的 (但 * 关 0). 则 | 下 Ts 


线性 可 知 , 这 意味 着 对 一 切 *EF、 
jy) | 二 本 lz|. 


这 和 样 定 义 了 有 限 的 范 数 |p[| 二 inf{ p(x) 委 允 zj 对 一 切 zxET 
成 立 ). 在 这 个 意义 下 wg 是 有 界 的 .反之 ,任意 有 界线 性 映射 都 是 
连续 的 ,例如 ww 二 ‘x,，) 就 是 有 界 的 ,因为 我 们 有 Schwartz 不 等 式 
lo = 1) 1zllyl. 

因此 在 一 般 情况 下 ,记号 六" 应 用 来 表示 有 界线 性 泛 函 的 空间 . 但 
即 令 如 此 ,中 也 不 一 定 是 满 射 ,除非 上 关于 度量 |。 | 为 完备 . 这 时 
FP 称 为 Hilbert 空间 ,没有 这 一 条 件 则 称 为 前 Hilbert 空间 . 原因 在 
主 我 们 有 

Hilbert 空间 的 惹 本 射影 定理 ” 令 V 为 具有 内 积 (。,,，) 的 矢 
量 空 闻 ,4CY 是 关于 <，,。) 为 完备 的 子 空间 ,rzE€EVF 为 一 点 , 则 必 
有 唯一 点 a€ 4 使 得 

zal = dist(z,A) = d. 
证 令 人 a,)C4 是 一 序列 使 得 


|z — al OO— dist(z,A) = A, 


二 4. 所 以 lo 二 9) |< 由 


我 们 有 
[Ci 一) 二 (一 a) 十 zi 一 a) (ran)|’ 
= 2|z—a|: + ?2x — a 1’. 
右 方 极限 是 4 因为 1(z 一) 十 (z 一 oa)| = 21z 一 地 (a 十 om)| 
而 (J/2) Co 十 gm) 4， 效 左 方 第 一 项 裕 44?。 由 此 可 知 第 二 项 即 
Ia 一 an | 一 >0， 即 (a.) 为 Cauchy 序列 . 因为 4 是 完备 的 ， 必 存 
在 lima, 一 a€ 4 达到 这 一 距离 . 
有 限 维 的 初等 几何 说 明 bs 一 z 一 a 牌 直 二 4， 即 5E 4+. 现在 车 
yE 4 是 任 一 点 ，2 为 任意 标量 ， 则 有 
jb 由 十 知 | 二 | 如 | 十 256,9) 十 姑 jy[7. 
520 


这 表明 4 的 二 次 式 ly 六 十 2C2,9)4 宇 0, 所 以 判别 式 4 委 0. 但 所 前 
式 , 取 4>0 得 |y|?2 十 2(8,9) 实 0. 令 4 一 "0 得 2C6,) 守 0, 因 4 一 
by) 之 0, 故 用 ,y) 二 0, 

上 面 的 论证 给 出 了 非常 有 用 的 分 解 定理 若 了 和 4CVY 定义 
如 上 ， 则 P= 二 4 路 4+， 

以 上 虽然 只 是 Hilbert 空间 最 初等 的 事实 , 它 已 说 明 Hilbert 空 
间 比 一 般 Banach 空间 ( 即 仅 具 范 数 的 完备 线性 空间 ) 容易 处 理 得 
多 的 基本 原因 何在 .例如 现在 易 得 问 构 V 一 VY* :车 wpEV'* 是 一 
连续 非 0 线性 泛 阔 ,4 二 kerpCr 为 闭 , 从 而 为 完备 ,， 故 有 上 一 4 四 
4+:， 但 显然 p : VP/4 一 >R 是 同 构 ， 所 以 dim4=1， 取 xzE 4 使 
p(X) 二 1， 对 任 一 yEV， 记 y= 和 十 4a，aE€ 4，XER， 于 是 

Py) = Hd pa) = = rv} zl2. 

概括 地 说 ， 恕 果 只 处 理 Hitbert 空间 、 其 闭 子 宅 间 相 其 秩 续 线 
性 算 子 ， 情 况 多 少 和 有 限 维 情况 一 样 . 例如， 大 4 :Vr 一 xr 是 
Hilbert 空间 上 的 连续 线性 映射 , 则 对 每 个 zxEr, y 一 + (Ax, y) 是 
连续 线性 泛 函 .所 以 必 有 唯一 * 使 得 

Ar,y) = (yr1). 
这 样 定义 了 伴 算 子 4' : zx! 二 4"z. 但 是 这 样 做 必须 上 是 Hilbert 空 
间 ， 我们 过 去 用 此 法 讨论 了 具有 内 积 的 4* (CM) 上 的 外 微分 算 
子 4 的 伴 算 子 . 所 以 我 们 的 作法 不 全 合法 . 有 幸 的 是 ，* 算 子 总 是 
可 定义 的 而 我 们 可 定义 6= x dx 而 不 必 提 伴 算 子 .结果 是 

dg) = (udp) 
下 是 伴 的 关系 ， 这 样 使 “形式 地 ”等 于 sh" ， 尽 管 后 者 没有 在 
A (M) 上 定义 过 .形式 自 伴 一 语 就 是 这 样 来 的 ， 

回 到 方程 hw 二 a， 我 们 已 看 到 ， 要 把 弱 解 变 为 真 解 就 要 在 
Hilbert 空间 中 才 行 ，4* (W) 则 肯定 不 是 Hilbert 空间 ， 但 这 只 是 一 
个 小 困难 ， 正 如 从 有 理 数 可 以 构造 出 实数 一 样 ， 也 可 使 4 CM) 完 
备 化 以 得 一 Hilbert 空间 并 在 其 中 求 弱 解 .限制 回 4" (at) 后 即 在 
人 《和 ?中 得 到 了 弱 解 .外 完备 化 所 得 的 空间 称 为 Sobolev 空间 , 得 
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到 4"( 到 ) 中 的 弱 解 后 ,要 点 就 是 以 下 的 

正则 性 定理 ”在 光滑 形式 空间 4* (型 ) 上 ,so 一 ea 的 任意 弱 解 
i! 均 为 真 解 , 即 必 有 菜 wE A* CM 使 惟一 《ww，，). 

要 在 4* (MM) 中 得 一 和 失 量 w， 时 常 要 如 微分 方程 的 Picard 逐步 
吏 近 法 那样 要 用 极限 . 现在 我 们 则 要 用 另 一 个 原理 . 车 《w,) 是 一 
紧 集中 的 序列 ， 它 必 有 收敛 子 序列 .但 在 紧 性 这 个 新 问题 中 维 数 
又 造成 很 大 区 别 , 所 以 还 要 多 讲 几 人 句 话 , 令 4CY 为 具有 内 积 的 线 
性 空间 Y 之 紧 子 集 , 于 是 4 为 闭 ( 因 7 为 Hausdorff 的 } 而且 有 界 ， 
即 存在 一 常数 相 宕 0 使 对 一 切 zxE 4 均 有 |zi 志 M {因为 |* 1 :4 
一 是 连续 的 )， 在 有 限 维 情况 下 有 基本 的 Heine-Borel 定理 指出 
其 道 亦 真 ， 这 意味 着 ， 例如， 车 p :一 >W 为 线性 的 而 4CF 是 
有 界 的 则 pC4)CW 为 紧 . 一般 情 况 下 ,因为 w 为 连续 的 , 故 p(4)CC 
矿 仍 有 寞 ,但 吕 之 连续 性 不 足以 保证 紧 性 , 若 pC4}) 为 紧 , 则 yp 应 不 
止 为 连续 线性 映射 .所 以 ,车 吕 上 映 有 界 集 4 为 相对 紧 集 wp(4) ( 即 
FCA) 为 紧 ) ,就 称 p 为 紧 映 射 . 一 个 著名 的 结果 是 :车 dim 一 ce, 有 
界 集 不 一 定 紧 . 例如 可 以 容易 地 用 Gram-Schmidt 方法 作出 一 就 范 
正 交 系 (zJCP. 于 是 对 一 切 有 |z| 一 ! 而 (za) 是 有 界 集 , 但 对 一 
切 a 与 六 有 |z 一 zl 一 /2 , 故 它 不 可 能 是 Cauchy 序列 .事实 上 可 
以 用 紧 性 来 刻画 有 限 维 性 质 . 由 以 上 所 说 ,显然 有 上 为 有 限 维 if 
Heine-Borel 定理 成 立 . 

Hodge 定理 的 第 二 个 要 点 是 ,与 相关 有 一 紧 算 子 称 为 Green 
算 于 . 现在 我 们 只 是 这 样 说 : 

紧 性 定理 令 ta) 是 4* (MY) 中 的 序列 使 得 (a) 与 (49,) 均 有 
界 . 这 于 (a,) 中 有 Cauchy 子 序列 . 

Hodge 分 解 定 理 就 是 上 面 两 个 定理 的 容易 的 推论 了 . 令 名 CC 
A" (及 ) 为 调和 形式 空间 ， 它 必 为 有 限 维 ， 和 否则 将 得 其 中 一 个 就 范 
正 交 系 《a). 因 M4 二 0, (4) 自然 有 界 ， 从 而 可 应 用 紧 性 定理 . 
但 (om) 并 没有 收 人 铺子 序列 ， 因 dim2E < 之 co, 它 是 完备 的 , 而 由 投 
影 定理 有 
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4 (一 区 -四 上 二 
余下 的 只 要 证 明 并 +=Ims， 若 6 二 34E1m34 而 YE€ 训 ， 则 
(Pp) = May) = (a My) = 0, 
这 里 用 到 为 自 伴 . 它 说 明 ImAC 吕 + 为 证 相反 的 包含 关系 , 要 
指出 存在 常数 C 关 0 使 对 一 切 PE 纤 一 让 
191 委 Cl81. (1) 
车 这 样 的 0 不 存在 可 在 此 世 中 找到 序列 〈6.) 使 18,1==| 但 138,| 
-一 >*0， 由 紧 性 定理 可 设 (fp.) 是 Cauchy 序列 ， 于 是 对 任意 %E 
A” 《于 ),，〈 《8 ， 落 ) 亿 是 Cauchy 序列 ， 故 可 在 4* (NM) 上 定义 一 
个 汉 函 i (显然 是 线性 有 界 的 ) 如 下 : 
{Fp) = lim py). 
我 们 有 
(Mp) = Limp Mf) = lim{ sp,,») = 0. 
所 以 :是 w=0 的 弱 解 ， 由 正则 性 定理 、 有 某 个 w€ 4 (MI 使 一 
《ww，，), 我 们 有 :对 于 一 切 $€ 4* (M4)， 
‘©,p) = 1F) = limtp.,y). 
所 以 % 一 limp,. 但 这 样 一 来 我 们 同时 有 ok 多 和 w=limp,€ 1， 
所 以 w= 二 0. 但 因 18.[=1, 这 是 不 可 能 的 . 
现在 可 证 挛 - 上 CIn 了 . 设 ak 此 ,在 In 上 定义 证 函 
{(Ap) 一 (asp)， 9 E 4"(M) (2) 
易 见 定义 是 合理 的 , 故 可 设 pE 如 +. 这 时 由 (1) 有 
[so lallypl elall pl, 
即 ! 在 Ims 上 有 界 ， 
证 明 的 最 后 一 步 是 , 令 4*(M)CFr 是 Hilbert 空间 Y 的 稠 子 空 
间 , 亦 即 了 是 A* (MM) 的 完备 化 . 令 4=ImACY 是 Ims 在 F 中 的 闭 
包 . :于 是 可 拓展 为 4 上 的 有 界线 性 泛 函 . 因 4 为 完备 的 ,一 4 中 
41. 所 以 只 要 再 规定 i(4+) 二 0 即 可 把 ! 拓展 到 整个 上 上 . 于 是 得 
到 4" (M) 上 的 线性 沁 函 4. 等 式 (2) 指 出 上 是 4o 一 x 的 弱 解 ,由 正则 
性 定理 ,我 们 确实 得 到 了 解 w, 从 而 ae 一 AoE Ima. 
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分 解 式 4 (0 一 放 四 Im、 与 in 一 此 上 使 我 们 可 以 定义 算 
子玉 和 6G. 凡 (a) 有 即 a 的 调和 分 量 . 即 丹 : 4) 一 一 此 为 投影 算 
子 . 于 是 a 一 只 Co) EImA 一 :区 , 故 

如 一 上 KG) = Mw 
对 某 oGE4*(CU) 成 立 . 用 微分 方程 来 说 即 Mw 二 a 有 解 ji 总 (cc) 一 0， 
亦 即 aE 这 1+ 垂直 于 雍 .o% 显 然 在 如 + 中 是 唯一 的 ,我们 定义 w 一 
GCa)， 并 称 6 为 Green 算 子 . 它 是 一 个 复合 : 


Ts 
或 C= ~! (1 一 六 ). 
今 设 人 (0) € 4 (时) 为 有 界 , 我 们 有 a 一 HC(0) 二 M60,w.€ 1 
因 1 一 卢 为 有 界 的 , (Xo.) 为 有 界 . 由 (1} 有 


ll 志 C136,| 对 某 个 C0 成立 . 


故 由 紧 性 定理 .Cw,) 有 一 Cauchy 子 序列 . 但 贝 定义 = 二 GCa), 故 紧 
性 定理 可 以 重 述 为 :0 是 紧 算 子 . 

Green 算 子 一 词 来 自 $2 中 的 Green 公式 . 注意 求 CC(a) 相 当 于 
求 3w=a 的 一 个 特 解 , 在 欧 数 ( 即 0- 形 式 ) 情 况 下 ,有 时 确实 可 利 
用 所 放 Green 函数 写 出 一 个 特 解 . 最 熟知 的 即 图 上 Dirichlet 问题 
的 Poisson 积分 公式 . 回顾 一 下 ,在 $2 中 导出 调和 函数 的 中 值 定 


理 时 用 了 一 个 特定 的 函数 9(z) = + = (Br 7,4 郑 3, 这 就 


是 一 个 “Green 确 数 ”， 在 $2 中 (采用 那里 的 记号 ) 我 们 设 了 了 
二 0， 营 现 设 站 =a 并 继续 使 用 2 中 同样 的 计算 ， 最 后 将 得 到 一 
个 公式 ， 

fC0) = 一 | (Fos 一 | gaa. 


D 是 含 0 的 区 域 . 最 后 一 个 积分 就 是 内 积 (g, a), 所 以 车 a€E 姐 二 
就 没有 这 一 项 、 所 以 ，Green 戎 数 。 有 助 于 显 式 地 表 出 Ga). 
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$ 6，Hodge 定理 的 证 明 ， 一 个 特例 


现在 来 讲 流 形 型 为 环 面 7"' 这 一 特例 中 Hodge 定理 的 证 明 . 我 
们 已 经 提 到 ，7T* 上 的 形式 就 是 RR 上 的 周期 形式 ， 此外， 若 4€ 
A (MM) 是 7" 上 的 形式 ， 可 以 就 把 它 看 作 一 组 光 数 ，， 作用 于 #5 就 
是 作用 在 每 个 分 量 消 数 .上 ($5 中 我 们 在 *=2 时 作 了 计算 ). 所 以 
可 以 限于 讨论 调和 函数. 我 们 采用 通用 的 重 指标 记号 :* 一 (6&1,…， 
区 记 一 重 指标 面 吉之 0 是 整数 . [é] = 了 > 9 若 z 一 《2 apy 
zs) 是 展 中 一 点 ,ww 记 单 项 式 zxf… 敬 ， 浇 记 微分 算 于 (1/052933/ 
29zh， 而 (6,x) 一 》)&z. 最 后 | ， | 表 欧 氏 范 数 ; 

iz| = CO #2. 

令 9p 为 周期 2x 的 落 数 .对 4 二 (61/，*…:，56)， 第 个 Fourier 

系数 om 即 是 ( 复 ) 数 
Ps 一 er js p(T)eTi Nd, 
需要 一 些 假设 才能 保证 mw 有 定义 ， 因为 我 们 至 少 会 设 w 为 连续 ， 
所 以 没有 问题 . 级 数 > gp:ec'4 称 为 9 的 形式 Fourier 级 数 ， 并 记 
上 
作 
p~ > pon. 
四 

众所周知 ， 若 gp 光滑， 其 Fourier 级 数 将 一 致 收敛 于 wm 因 当 
a 之 2 时 重 指标 集 没 有 自然 的 次 序 , 所 以 要 说 明 一 下 收敛 是 什么 意 
思 . 

令 了 为 具有 范 数 |，| 的 矢量 空间 ，(e)ie: 是 一 族 矢 量 而 指标 
集 7 可 以 是 任意 集 . 我 们 说 矢量 ET 是 这 一 族 矢 量 之 和 并 记 作 “> 
二 > am. 车 任 给 :>0 沸 可 找到 一 有 限 子 和 集 FoC1, 使 当 任意 有 限 

iEeEr 
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集 FOFo 时 


故 按 定义 求 和 即 与 次 序 无 关 ， 这 概念 相当 于 绝对 收敛. 车 1 为 Ba- 
nach 空间 ,也 有 通常 的 Cauchy 条 件 . (za) ,es 称 为 Cauchy 的 ， 若 对 
: 记 0 必 有 有 限 子 集 FoCi, 使 对 任意 有 限 子 集 太 ,只 要 人 门 fo 一 Oi， 
均 有 | 2 1 过 有 .这 时 可 证 (wes 可 求 各 iff (we 是 Cauchy 的 . 
令 Car ) 是 7T* 上 的 连续 函数 空间 . 定义 C*XT") 上 的 sup 范 数 
为 
[gl = supl lpg) | lr € mT}. 

大 家 知道 02(") 在 此 范 数 下 是 Banach 空间 ,因为 | |, 下 的 收敛 
即 一 致 收敛 ,OCT") 赋 以 此 范 数 后 即 记 作 C03,(7T"), 任意 pE Ce ) 
均 定义 CC7") 的 -个子 集 

(gse 人 ) ye 全 指标 第 < 
一 个 著名 的 结果 指出 , 若 Y 为 光滑 则 在 C5,(T*) 中 

p= 六 
为 证 明 它 ， 只 需 考 虑 7 一 ] HH 这 时 有 

Pp 一 去 | PT)e dr 

因为 at a 
)e wgplz) | 让 十 5 人 (r)e "az. 
为 周期 , 故 第 一 项 没有 了 .成 为 mw 《x) 的 积分 ， 而 分 母 上 出 
现 一 个 n. 再 这 样 作 即 知 > ge 以 >》 三 为 一 致 优 级 数 . 所 以 收 
敛 无 问题 而 且 只 需 设 PEC? 即 可 . 至 于 其 实际 的 和 是 pg 一 
2 是 Stone-Weierstrass 定理 的 推论 , 令 节 一 op 一 oe” + 显 


然 弟 的 一 切 Fourier 系数 雹 为 0. 由 Stone-Weierstrass 定理 钙 S'= 
上 的 任意 连续 函数 均 可 用 有 限 线性 组 合 P 二 > he™* 的 
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一 1 
人 《CT 


是 常数 ， 于 是 由 Schwartz 不 等 式 ，12- 范 数 
[ar! = cs 一 Pdr| 宏 wan [ly 一 plidr) 
可 以 任意 小 ， 所 以 ?一 0 
因为 L; 范 数 是 由 我 们 用 以 定义 3 的 内 积 可 来 , 即 5( 见 8$3) 有 
(Ts) 一 上 TrA # 大 一 上 {FH on+ 
我 们 形式 地 记 此 范 数 为 |， | 以 与 |, 相 区 别 。 当然 我 们 要 再 重 


复 一 下 ; C?T") 在 |， | 下 不 是 Banach 空间 , 而 在 i， '% 下 才 是 . 虽 
如 此 ， 


p= Dope 
* 
在 1， | 下 仍 成 立 , 号 可 以 逐 项 积分 . 记 住 (2 ”年 是 |。| 下 的 正 
交 基 ， 我 们 有 Parseval 等 式 
lgl? = jy “p= |pel’. 
和 
它 有 以 下 的 推论 . 
考虑 形式 和 》) he (% 是 常数 ) 之 集 ， 其 实 是 所 有 函数 族 
区 
(ee ) 之 集 ， 它 在 逐 点 运算 下 显然 是 矢量 空间 、 于 是 可 以 考虑 
子 空间 
= (he nD) | 和 | < oo) 
3 
因为 形式 Fourier 级 数 》) he'*'? 只 是 一 族 数 (各) 大字 负 道 (%》 
总 
是 一 Hifbert 空间 ， 作 Fourier 级 数 就 是 一 个 线性 映射 
Co(m) 一 >. 妆 ， gp 一 > 了 ) gees?, 
<* 
当 为 光滑 时 , 它 使 在 .多 上 L 范 数 与 (> 14. 一族, 这 意味 


过 
着 光滑 函数 空间 4*(T*) 可 以 看 作 多 的 子 空间 ， 在 -7 中 取 闭 包 ， 
即 得 前 Hiibert 空间 4* 《7"》 的 具体 的 完备 化 ， 事 实 上 ，.F 就 是 
A 加 (T*) 的 完备 化 . 
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对 光滑 函数 gq， 另 求 其 导数 之 Fourier 系数 ， 用 分 部 积分 可 知 
《9 ) 一 jng) 
回 到 多 变 元 情况 并 记 住 六 定义 中 有 因子 17i， 易 见 rg 的 第 5 个 
Fourier 系数 就 是 
(CDP) =e gp. 
对 Fourier 级 数 这 是 一 件 好 事 . 求 偏 导数 相当 于 加 权 箭 法 而 pe 的 
权 因 子 即 .这 样 在 处 理 0 函数 时 ， 自 然 要 求 量度 其 所 有 上 上 阶 
Cs) 导数 的 封闭 性 故 在 4*(T}) 中 我 们 定义 上- 范 数 如 下 : 
ipl, = CsI A 
这 就 宕 示 我 们 在 . 中 定义 Se s- 空 间 如 下 ， 
及 一 人 一 人 et 人 CI 十 12 < oo}, 
[4 如 
其 上 的 s- 范 数 |2, 则 定义 为 
[41 = Dd + 513). 
[4 
于 是 
ipl? = 之 [silpl? = > |& 1?) [pel?. 
因为 有 以 下 的 不 等 式 (其 中 常数 C。 仅 依赖 于 。)， 
ls C+ 182 < 062s 1?， 


Le] 
可 见 , 若 将 C Cr ) 嵌入 罗 ， 其 象 在 乒 , 中 而 其 至 - 范 数 与 Sobolev 
s- 范 数 一 致 . 再 用 一 次 H, 显然 是 多 的 闭 子 空间 ， 它 就 给 出 了 
C* 《7T") 在 L4- 范 数 下 的 完备 化 ， 我们 显然 有 以 下 的 包含 关系 : 
H,CH',, 若 s 实 t. 
所 以 :之 大 小 量度 可 微分 性 的 程度 ， 下 述 引 理 就 是 这 个 事实 的 确 
切 表述 : 
Sobolev 引 理 若 [nf/2] 是 72 的 整数 部 分 ， 则 
Hw C0 (7), 
即 每 个 2E 总 +rva+ 都 是 一 个 C 男 数 wp 的 Fourier 级 数 ， 且 此 级 数 
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一 致 收敛 于 gw。 
我 们 只 考查 xs 一 | (从 而 fay2] =0) 的 情况 以 说 明 这 个 引 理 
的 思想 ， 因此 我 们 要 证 明 总 CC (mm)， 现 在 对 s 归纳 进行 证 明 . 
s 二 0 时 没有 多 少 可 证 . 车 x = > je 在 总 中, 它 当然 在 4 
3 
中 , 即 访 1 之 oo. 因 |4e ?| 二 |%| 所 以 收 钱 数 项 级 数 
[4 
> | 入 上 ?一致 优 于 函数 项 级 数 》) he'*'? .所 以 后 者 一 致 收敛 于 蘑 
中 号 
函数 wg， 当然 gE cm) ,因为 收敛 是 一 致 的 ， 
现 设 忆 CC) 而 2 一 212ec2 在 +z 中, 即 
[4 
>) elttlal? < oo. 
# 
邻 扩 二 Nishes7, 则 E44， 由 归纳 假设 ,此 级 数 一 致 收敛 而 
日 
且 jEC'T). 可 以 逐 项 积分 而 得 
Pp{r) 一 haa 一 DY e's 二 0 


0 


即 9 为 4 的 原 项 数 - 从 而 PE C+' 而 > eco 十 一致 收 化 于 9 
天 0 


我 们 已 知 447") 一 (光滑 函数 空间 ) 写 门 辣 ,， 现 在 作为 Sobolev 
引 理 的 一 个 显然 的 推论 有 4(2 ?一 门 刀 - 

现在 Sobolev 空间 HH, 中 考查 Laplace 方程 . 我 们 已 经 看 到 , 在 
好 , 取 偏 导数 i 相当 于 乘 以 i， 更 准确 些 党 ,车 wgE CT") 而 且 有 
Fourier 级 数 


9 = Dpe', 
则 
Dp 一 Dgpesn, 
所 以 作用 以 Laplace 算 于 就 成 为 
9 一 一 之 |é ?pe es. 
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( 负 号 来 自 疙 的 定义 中 有 国 子 1/i)、 这样 在 及 ,中 求解 
AP 一 和 包 
就 很 容易 了 : 只 须 用 15|? 去 除 4 即 是 说 . 著 4 一 2) Xe*? E 岂 
[4 
是 形式 Fourier 级 数 、 我 们 定义 Green 算 子 6 为 
1 
[sl 
有 一 点 小 问题 ,对 常数 项 4 二 0 不 能 用 is|? 去 除 , 但 若 sp 二 要 有 
饰 . 不 会 有 常数 项 , 因而 上 述 定义 无 问题 . 一 般 情 况 下 则 略 去 常 
数 项 和 并 修改 Green 算 子 的 定义 为 
了 EN = 人 
C2) 了 [Eee 
这 样 ，6( 和 ) 恒 为 下 面 方程 的 解 : 
ACOC0 六 竺 久 二 站 

、 瞻 下, 到 号 -中 故 申 映 玫 到 所 3 中， 而 我 们 可 以 用 包含 
关系 太 ,-sCC1 从 而 六 回 到 女 ,. 这 是 一 件 好 事 , 因为 增加 s 意味 着 
提高 光滑 程度 .但 还 不 止 此 ， 若 s>: 我 们 有 总 .CC 所 . 故 可 考虑 嵌 
入 映射 如, 一 ->H， 车 太 ,， 及, 中 各 赋 以 s- 与 +- 范 数 , i 显然 是 有 
界 算 子 .我 们 还 有 以 下 的 

-Rellich 引 理 ” 当 >> 时 ， 媒 入 算 子 只 一 ”~ 如 为 紧 . 

证 令 (2) 是 #1, 中 的 有 界 序 列 , 现 要 在 其 中 找 出 一 个 此 中 
的 Cauchy 子 序列 、 我 们 有 

D+ et) D+ 11235122 < ec 

轩 此 ,固定 指标 :后 , 集 {(1 十 |&|)|h|?); 有 界 , 从 而 有 一 Cauchy 
子 序列 ， 用 通常 的 对 角 化 手续 我 们 可 以 找到 一 个 子 序 列 { (1 十 
151 为 :上 入 便 对 一 切 & 都 是 Cauchy 序列 . 为 简单 计 ， 就 设 入 为 
， 现 在 使 用 常用 的 分 开 小 的 与 天 的 < 的 方法 而 知 : 任 给 e>>0， 
必 可 找到 天 使 得 


4C/C1 十 1) 生 << 可 ,1 之 R( 因 s 一 t> 0, 这 是 可 能 的 ); 
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‘a, 


GA) 一 一 2) Te 


还 可 找到 产 ， 使 二 ，! 之 中 时 
,81 一 m1? 之子: 
这 也 是 可 能 的 , 因为 1s| 所 RR 的 只 有 有 限 项 . 这 样 , 在 H. 中 我 们 有 
| 一 和 ?过 pg 二 1 本 32 一 知 昌 
十 el + | 1% — hls/ 十 生生 < 
作为 一 个 直接 的 推论 ， 因 为 9 可 分 解 如 下 ， 


他 i 
五, 一 一 ~ 嘱 一 一 五 


8 显然 是 有 和 界 的 ， 所 以 下 面 的 算 子 为 紧 : 
0; HH.— HH,. 

现在 容易 对 7" 得 出 上 节 讲 的 正则 性 与 紧 性 定理 . 

设 a€E 4(T 而 ! 是 hw 二 a 的 弱 解 : 即 1E 《4《T"))' 是 一 线性 连 
续 泛 函 ,而且 对 一 切 pE 4(7T") 有 

tp) = (ta,p?, 
因 4(7)CHo 是 稠 的 ,! 可 以 拓展 为 如 上 的 连续 线性 活 函 而 且 仍 
使 上 式 对 一 切 pwE 4CT") 成 立 ((，,，) 是 Hs。 上 的 内 积 ). 因 H。 是 
Hilbert 空间 , 故 有 某 个 wE 二 使 !=tw,，), 由 于 对 一 切 p€ AC7T"') 
有 

(WMP) = (a PI, 
我 们 有 

wp) = (a,Cp), 
亦 即 对 于 一 切 没 有 常数 项 的 pE 4(7T") 有 
(wp) = (a,G9p) = (Ga,p). 

融 知 %=Ga. 因 对 一 切 s 有 a€ Hw 也 一 样 , 即 w€ 4CT)， 

设 (a) 是 7") 中 的 序列 使 (|a.1) 与 (|3a|) 均 有 界 . 对 任意 s， 
一 Xa, 是 H, 中 的 有 和 界 序列 而 且 二 G6. 因此 (Ca) 在 4 中 有 
Cauchy 子 序列 . 再 用 标准 的 对 角 化 手续 ,可 在 (a,) 中 找到 一 个 子 序 
列 使 在 一 切 #, 中 ,从 而 在 ACT")== 门 ,中 成 为 Cauchy 序列 . 
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8$ 7. Hodge 定理 的 证 明 ， 一 般 情 况 


我 们 要 指出 环 面 上 Hodge 定理 证 明 的 思想 是 怎样 推广 到 一 般 
流 形 上 的 . 

我 们 觉察 到 的 第 一 件 明显 的 事 是 不 能 再 作 Fourier 级 数 了 , 因 
而 Sobolev 空间 定义 成 了 向 题 ， 但 是 这 并 不 那么 严重 、 回 包 一 下 ， 
Sobolev 空间 也 与 加 CU) 即 光滑 函数 的 情 - 范 数 |1m|1,= 
432.10"9g15 有关， 具体 地 说 ,CCM) 函数 空间 按 此 范 数 并 不 完 
备 ，Sobolev 空间 则 是 它 的 一 个 基体 的 完备 化 ,现在 尽管 我 们 不 能 
再 显 式 地 作出 4,, 我 们 仍 可 依据 一 般 原理 以 确定 完备 化 空间 是 存 
在 的 . 这 样 在 一 般 情况 下 仍 会 有 Sobolev 空间 . 重要 问题 并 不 在 于 
其 存在 性 ， 而 在 于 在 抽象 的 框架 下 Sobolev 引 理 和 Rellich 引 理 是 
和 理 仍 成 立 ， 事实 上 利用 与 环 面 情况 相同 的 论证 就 可 证 明 它 们 . 大 
体 如 下 : 用 有 限 多 个 坐标 邻 域 (8,〉 覆盖 流 形 MM 并 取 从 属于 它 的 
一 的 分 割 (p.), 于 是 整体 的 函数 9 可 以 分 解 为 局 部 地 紧 支 于 5 内 
的 函数 wm 一 之 和 ， 但 具有 紧 支 集 于 ti 上 的 函数 显然 可 以 看 作 
是 在 适当 的 格子 上 的 周期 函数 的 限制 . 例如 ， 可 以 设 忌 为 紧 且 含 
于 R'" 的 一 个 长 方 体 中 . 这 样 可 以 把 证 明 归 结 为 前 一 种 情况 , 由 此 ， 
环 面 上 的 Hodge 定理 也 称 为 局 部 定理 . 

但 Fourier 级 数 真正 的 好 处 是 描写 时 特别 简单 . 大 家 记得 由 
此 得 出 在 态 , 上 “六 转 ”3 的 Green 算 子 6 的 定义 : 6 的 显 式 描述 使 
得 容易 看 出 8 为 一 紧 算 于 . 这 正 是 Hodge 定理 证 明 的 核心 . 有 幸 的 
是 ,这 一 点 也 可 以 在 一 般 情况 下 得 一 拉 象 的 讲法 . C 或 多 或 少 地 为 
人 之 遂 一 事 的 要 点 是 : 出 定义 ， a 映 H, 入 Hs 从 而 a 映 H, 入 
Hrz- 然后 让 Rellich 引 理 知 ， 算 子 的 复合 


他 
H,—— Hr H, 


是 一 紧 算 子 , 只 需 能 证 第 一 个 C : ,一 一 H,4z 为 有 界 即 可 , 由 于 技 
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术 工 的 原因 ， 处 理 ! 一 \ 更 容易 记 住 在 环 面 情况 、 可 定义 凡 上 
的 形式 Laplace 算 子 为 

2 一 en 一 一 之 122ce Sn, 
所 以 对 于 %，nE€ H,， 我 们 有 


Cd DD = DO + IST + HDy 


= D+ le dD 
这 就 建议 在 一 般 流 形 六 上 对 0" 考虑 双 线 性 形式 
{p92} = (pl 一人) 和- 
记 住 = 一 《46 十 64)， 我 们 有 有 
{a8} = || 二 Cd6R) 1 十 (p64 ,1 
= 上 4 有 十 《Un 6U)》 + (dusdn),) 
= Iz|ii + 16 + eu， 

所 以 ，{，，*，} 尽管 看 起 来 不 对 称 ， 其 实 是 一 对 称 正 定形 式 ， 邑 
为 一 内 积 , 称 为 Dirichtet 内 积 . 在 环 面 上 , 它 就 是 s- 内 积 , 面 在 一 
般 情 况 下 则 有 

引 理 ”在 C'(M) 上 ，Dirichlet 内 积 等 价 于 Sobolev s- 内 积 ， 

证 由 定义 ， 必 有 常数 4 实 0 使 得 

{su} = Cp (1 CO— Ma Aln|?. 
所 以 问题 在 于 证 明 有 某 个 B 实 0 使 得 
{4x4} SS Blal?. 

先 承 认 这 一 点 ,对面 定 的 PEW! 定义 CM) 上 的 一 个 线性 

泛 函 如 下 : 
PD: ni Pp We 
它 显然 是 s- 范 数 下 的 连续 线性 泛 函 .所 以 它 可 拓展 为 完备 化 空间 
H, 上 的 连续 线性 泛 函 . 因 ,也 是 CCM) 在 Dirichtet 范 数 下 的 完备 
化 , 故 必 存在 唯一 的 %E 总 ,使 B= {¥,，}, 亦 即 
P30 = {$9} = ps 一 MDs. 
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今 定义 一 48， 即 得 一 线性 映射 
了 了: 站- 
使 对 一 切 9ECCUH)7 有 
《1 一 《9 人 1 一 AL 一人)TPD.9》1， 
所 以 在 站 -上 (51 一 7T 一 1， 南 4、p 宕 8|4|? 可 得 
11 一 守之 六 
所 以 I?| 筷 1/B， 这 样 了 7 了: 下 -一 一 和 是 有 界 的 、 而 由 Rellich 引 理 
T: Hi H.—* H,) 
是 紧 算 子 ， 它 本 质 上 就 是 Green 算 子 . 


$ 8 澄清， 微分 几何 概述 


三节 中 我 们 简要 指出 了 - - 般 流 形 上 Hodge 定理 证 明 的 技术 方 
面 . 出 于 明显 的 原因 不 可 能 详细 讲 . 但 是 有 些 重 要 概念 需要 淤 清 . 
这 与 微分 几何 有 关 . 
记 住 ， 在 空间 CCM) 上 ，、 坊 - 范 数 定义 为 
Lp a Dp) 


因为 对 Qa= (0 0), 算 子 z=( 十 ) “ge (Grf1n dr ) 这 


个 定义 在 一 般 流 形 M 上 是 不 能 用 的 ， 因 为 它 使 用 了 特定 的 坐标 . 
但 是 这 可 以 按 一 般 方法 修改 如 下 . 用 有 限 多 个 坐标 邻 域 (5,) 覆盖 
M. 记 玉 上 的 户 为 忆 . 选取 从 属于 〈5) 的 一 的 分 割 (%) 使 六 具 
有 含 于 以 中 的 紧 支 集 ， 然后 积分 


Dj = | ,pp 


有 意义 ， 而 我 们 定义 
lIpl? = 2 IBpl’, 


[ol 
在 此 定义 中 有 许多 东西 待 选 定 ， 显然 ,不 辣 的 选 法 几乎 一 定 
导致 不 同 的 结果 然而， 它们 必 互 相等 价 因而 没有 关系 .现在 我 
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们 要 精确 一 点 了 . 记 住 , 矢量 空间 y 上 两 个 范 数 | .| 和 | 。 | 为 等 
价 ， 如 果 存 在 常数 4 各 使 对 一 切 zEV 有 
lz| < 4lrl,, [zj < Bll. 

车 此 式 成 立 . 显然 一 个 序列 (x,) 在 范 数 | ，| 下 为 收敛 或 Cauchy 序 
列 ;f 它 在 1， | 下 也 是 收 合 的 或 Cauchy 的 .前 说 用 哪 一 个 范 数 
“没有 ”关系 就 是 这 个 意思 . 喜欢 一 般 理 论 的 人 可 以 这 样 说 ,| | 
一 1 | 即 指 它们 定义 相同 的 一 臻 结构， 

我 们 可 以 用 一 种 内 区 的 、 与 坐标 无 关 的 形式 如 下 ， 注意 到 必 
是 一 Riemann 流 形 ， 所 以 矢量 场 X 有 以 下 的 范 数 

x8 = [4X,X)Ym (ww = 下 的 体积 元 素 ) 

例如 、 在 R 的 标准 度量 下 ， 对 一 习 X 六 ， 我 们 有 


MX = | (Sx) 
(当然 要 设 分 量 函 数 X 有 紧 支 集 ), 例如 由 此 可 知 在 单位 球体 六 玫 
R 上 ,矢量 场 和 《i 一 1，…，n) 的 范 数 是 常数 ， 对 于 任意 矢量 场 
xX 则 有 
[Xp = 上 DX El < (| Dx len DR) 


IXl|pl?. 
因此 ， 若 定义 一 新 范 数 外，|| 为 
| wl = Sup |Xp|, 
则 有 
pl a lvl 
另 一 方面 又 有 


Di 
lolt= [5 (BE) <ulol. 


故 在 任 一 紧 集 KCR 上, |， | 与 外 ， | 等 价 . 后 一 定义 只 用 了 矢 
量 场 及 其 范 数 , 所 以 可 在 任 一 Riemann 流 形 上 使 用 . 这 样 开 上 
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的 - 范 数 可 定义 为 
Wl ee Pu Xp 

可 能 大 家 愿 讨论 -- 下 当 型 为 紧 (或 gp 有 紧 支 集 ) 时 此 定义 的 合理 
性 及 其 与 以 前 使 用 局 部 坐标 的 定义 的 一 致 性 ， 但 这 只 不 过 是 使 用 

一下， Schwartz 不 等 式 . 
乞 今 只 讨论 了 函数 即 0- 形 式 ， 对 一 般 的 Hodge 定理 ， 还 需 讨 
论 高 阶 形式 ， 在 环 面 倩 况 下 不 需要 这 样 作 ， 因 为 高 阶 形式 只 不 过 
是 一 组 分 量 范 数 ， 而 对 一 般 流 形 当然 不 是 这 样 ， 初 看 起 来 这 只 是 
一 个 小 问题 : 只 需 把 函数 m 易 为 形式 即 可 , 这 正 是 我 们 想 做 的 事 ， 
但 在 目前 这 种 说 法 还 没有 意义 . 让 我 们 复习 一 些 非常 基本 的 东西 . 
回顾 一 下 , 光滑 流 形 及 矢量 场 概念 就 是 为 了 使 定义 在 M 上 的 
函数 gp 的 方向 导数 Xp 有 意义 ， 但 是 再 稍微 回想 一 下 就 发 现 我 们 
其 实 什 么 也 没有 微分 .从 物理 学 的 观点 看 这 是 很 不 够 的 ， 例 如 设 
矢量 场 Y 表示 流体 的 速度 场 ， 找 们 肯定 想 知 道 Y 如 何 沿 另 一 方向 
场 X 变化 . 为 什么 没有 矢量 场 Y 相对 于 XX 的 方向 导数 Dx 7) 的 定 
义 , 实际 上 除 函 数 外 什么 东西 都 没有 方向 导数 , 其 原因 是 双重 的 . 
首先 ， 迄 今 为 止 我 们 并 不 需要 ， 而 更 重要 的 是 ， 没 有 其 它 的 构造 
我 们 也 做 不 了 这 件 事 ， 其 原因 当然 还 在 不 变性 . 设 X 和 了 在 某 坐 


标 系 下 的 局 部 表示 是 : X= 了 A, 站 ,Y= DY, 之， 直接 模仿 欧 氏 空 
间 傅 况 定义 
Dx (CY) 一 D3 3) 志 a 


是 不 合理 的 . 因为 “分 量 ” 避 X, 元 :变换 规则 不 对 ， 因 而 它 不 是 矢 
量 场 ， 与 此 对 比 ， 请 读者 回想 一 下 对 于 函数 p， 矢 量 场 x 的 定义 
恰好 使 忆 X, 9 不 变 . 

但 是 我 们 确 需 在 欧 氏 空间 以 外 来 作 微分 D:(Y). 例如 在 曲面 


论 中 很 让 然 地 出 现 它 . 设 MCR: 为 一 曲面 ,PoE€ M4 为 一 点 . MM 局 部 
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地 可 表示 为 一 轨迹 {zER'1f(z) 二 0),f :5 一 oR 是 定义 在 Ps 的 某 
邻 域 UV 中 的 函数 . PE M 处 的 切 空 间 Tp(M) 可 看 作 Tp(R’) 二 Ri 的 
子 空间 .而 由 适合 iv,gradf)= 二 0 的 vER 构成 , 即 gradf 是 M 的 法 
矢量 场 今 没 X, 了 是 于 的 切 矢 量 场 , 即 

《Xpradf) 一 《了 ,gradf》 = 0, 
没有 理由 相信 按 通 常 R* 意义 作 的 方向 导数 Di(Y) = x0 


会 正信 于 gradf. 但 我 们 仍 可 定义 一 个 新 的 运算 使 其 分 量 正 交 于 
sradf. 这 就 是 


BC) = Der) 一 (DGy) ,gradf) ee 


出 定义 、Dx(Y) ,gradf, =0. 所 以 我 们 又 得 一 与 M 相关 联 的 对 象 ,Dx 
称 为 协 变 导 数 

一 般 说 来 .在 流 形 戏 上 没有 一 个 定义 协 变 导 数 的 标准 方式 . 
如 果 想 要 ,就 需要 一 个 表示 4M 的 其 它 构造 的 东西 . 用 现代 名 词 来 
说 就 是 要 由 单纯 的 拓扑 范畴 转 入 更 丰富 的 几何 范畴 .上面 说 的 “ 需 
要 一 个 ?就 是 指 要 一 个 抽象 定义 使 之 适合 由 欧 氏 空间 微分 学 移 来 
的 自然 的 要 求 . 形式 地 说 ,有 

定义 令 2 为 一 光滑 流 形 . 所谓 一 个 协 变 导 数 或 称 联络 , 即 
一 算 子 了 .使 对 每 一 对 光滑 的 切 矢量 场 X,Y 都 有 另 一 光滑 切 矢 量 
场 D(Y) .满足 以 下 条 件 : 

(1) ”对 XX 的 以 函数 为 系数 的 线性 , 即 对 矢量 场 X,, Xs 和 函 
数 f,，f， 有 

Dr xitfsxs (Y) = fiDx, CY) 四 上 户 Dr， (7). 

(2) ”对 Y 的 以 常数 为 系数 的 线性 , 即 对 矢量 场 Y,,，Y; 和 常 

数 为 .2 有 
DiCh¥i 十 jays) = HDF1) + HDs Ys). 
(3) Leibnitz 法 则 ， 若 了 为 矢量 场 ，y 为 联 数 ， 则 
DrCfyY) = XCOOY 十 TDx(Y). 
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以 上 三 个 条 件 中 3) 是 关键 性 的 , 其 他 的 只 是 例行公事 . 注 
意 若 在 (3) 中 令 了 为 常数 即 得 (2) 的 一 部 分 . 又 车 在 点 PEM 处 
Xpr 一 0 或 了 2 一 0 及 FIP) 一 0, 则 Dr) 一 0. 这 使 得 当天 ,了 只 是 局 
部 定义 时 也 可 定义 Dx(Y). 例如 ,车 在 某 一 局 部 邻 域 4 中 有 表示 


一 = ,1 攻 ae | 加 
X= 2 入 7 一 > 外 
则 由 (4)、{2). (3) 


Ds(Y) 一 XY, ) 垃 十 2 K, Da (各 外 
我 们 应 该 能 在 5 中 找到 适当 的 函数 UY) et 


Dum [ 志 )= 2 六 起 
这 些 画 数 完全 刻 轩 了 D, .它们 称 为 Christoffel-Levi-Civita 符 导 ， 在 
坐标 变换 (x) ~ (6 下 ， 它 科 按 下 述 规则 变换 


35, 95, 2 FE oo 
me 一 到 起 深 二 训 入 到 | 


反 过 来 ,车 用 局 部 坐标 邻 域 系 (L。) 窗 盖 W， 任意 在 5。 上 指定 的 
一 许 函 数 (7%)， 若 服从 以 上 规则 ， 则 定义 一 个 协 变 导 数 ， 

令 DD，D; 为 协 变 微分 而 m ， 和 为 函数 若 令 D=@iDi 十 goDs， 
容易 计算 出 

Dr(fY) = XO gt pa) + frlY). 
因此 ， 若 D 二 91Di 十 gpDz 是 一 仿 射 组 合 ， 即 gi 十 gz 二 1，D 本 身 也 
是 一 个 协 变 微分 . 由 此 易 得 结论 :任意 流 形 YM 上 均 有 协 变 微 分 . 因 
为 可 作 MM 的 一 个 开 覆 盖 (U6) 以 及 从 属于 它 的 一 的 分 割 〈w.).， 令 
D, 是 定义 在 5V。 上 的 协 变 微分 ,例如 对 欧 氏 空间 就 可 用 芒 =0 来 定 
义 它 ， 于 是 
DD= SpaD, 

就 是 M 上 的 协 变 微分 ， 因 为 它 局 部 地 正 是 一 个 仿 射 组 合 ， 


所 以 , 协 变 微分 是 相当 松散 而 容易 梅 成 的 . 在 某 些 情况 下 , 可 
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以 更 具体 一 些 . 例如 开 上 有 Riemann 度量 4《。，“，，》 就 是 一 例 . 设 
了 为 一 协 变 微 分 . 对 矢量 场 X,. Y 和 乡 我 们 希望 X 4Y，2)》 服从 通 
常 的 平方 定律 ， 即 有 
X《tY,Z) = (DrY ,2) 十 7,DrZ)， 
如 果 确 是 如 此 ， 称 了 为 “不 变 ” 的 ， 我 们 还 希望 它 服 从 另 一 个 不 
太 容 易 说 明 来 处 的 一 般 规律 .我们 称 以 下 张 量 是 协 变 微分 六 的 
挤 : 
(X，7) trTor (X, YY) =Drr—DX— [X, Y]. 
车 Tor 一 0， 六 就 称 为 无 挠 的 ， 我 们 于 是 有 
Riemann 联络 的 基本 引 理 在 Riemann 流 形 M 上 人 恒 存 在 唯一 
不 变 的 无 挠 联络 D， 称 为 与 Riemann 度量 相关 的 Riemann 联络 . 
证 明 很 容易 而 众所周知 ， 设 5 基 这 样 一 个 联络 . 令 了 1 为 一 坐 
标 邻 域 而 在 0 上 XX 一 闻 ， 度量 《，，，) 可 用 (gy) 表示 , 而 9 
一 《X，X》， 令 五 为 Christoffei 符号 ， 其 定义 为 
Dx (X,) - > FOX 
因 [X,, X;] =0, 无 措 条 件 就 变 成 了 妨 对 交 了 对 称 ， 将 不 变 条 件 
写 出 来 就 是 : 
2 ee pS (Tga 生 figx). 
We ee sk 
六 《2 十 Thgx)， 


记 - = 27 Ug + Thg). 


如 十 | 如 一 ES 一 2 2 Tog 
再 有 《9,) i 车 记 其 逆 为 (h) = (g,)-!， 有 
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种 生 关 | 


性 zl A 3 
所 以 ， 若 DD 存在 ， 它 必 唯 一 地 由 度量 决定 如 上 上， 再 后 再 由 上 式 定 
义 卫 即 可 验证 它 满足 变 模 的 规律 ， 由 此 得 知 5 的 存在 . 
只 要 能 微分 矢量 场 , 就 有 自然 地 方法 微分 其 它 对 象 . 例如 , 若 
为 1- 形式 而 了 为 矢量 场 , 可 作 苑 数 〈o,， Y) 青 求 导 Xlw, 了 ), 在 
欧 氏 空间 中 , ‘ow. 了 ) 只 是 二 -次 表达 式 woY,， 它 服从 微分 的 Leibnitz 
公式 ， 这 就 提示 我 们 在 一 般 情况 下 应 有 
Xi Fy = (DrwT) + Cw, DrY). 
所 以 1- 形式 w 的 协 变 导数 应 按 下 式 定义 ，; 
(Dxwr) = XW YT) — (wDxY), 
只 需 验 证 其 合理 性 ， 即 Dxw 确 是 一 个 1- 形 式 ， 为 此 首先 需 对 任意 
函数 了 证 明和 恒等式 
(Dxo,fY? = f(Dro,Y). 
初 看 起 来 不 甚 容易 ， 但 是 我 们 有 
《Droy fr) = Xv FY — (wDxCfY)) 
一 六 (Fo 了 )) Co CO XONDNY) — (Cw,fDrY) 
= XW Oo— XO wD) + FX YD) — flw, DxY) 
= fDrwY). 
出 麻烦 的 项 都 已 消去 . 
对 Dy 另 一 个 自然 的 要 求 仍 是 Leibnitz 法 则 
Dx ta) = Drw A wz (— 1)rw A Drws, 
2 二 degw1. 因 任 意 形 式 局 部 地 均 为 }- 形 式 之 外 积 之 和 , 因此 上 式 可 
用 来 对 任意 形式 定义 Dxw. 很 容易 写 出 一 般 公式 , 若 中 是 一 姑 形 
式 ，Dxw 应 是 由 下 式 定义 的 六 形式 : 


Dos Ys "7 = XC; Yl: + Dr, “Dr “7 


万 事 俱 备 ， 我 们 即 可 最 后 定 义 紧 定向 Riemann 流 形 上 的 光 沿 
形式 空间 4* (WM) 上 的 Sobolev s- 范 数 为 
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[wo 一 SUuP a [Dx Dr Dr oo 有 |， 
< 


IX,| 是 矢量 场 的 Riemann 度量 ，Dx 是 Riemann 联络 而 |o 人 是 wo 的 
2 范 数 ， 这 在 前 面 已 定义 过 了 ， 

在 结束 前 最 后 还 有 几 人 旬 话 .出 方 程 

Xiw Fo Dow) + (wDrY? 

可 见 Dxw 和 Dxy 可 互相 决定 , 即 定义 矢量 场 的 或 1- 形式 的 协 变 导 
数 完 全 是 对 偶 的 概念 。 如果 用 Dxw 为 基本 的 概念 ， 我 们 显然 有 以 
下 的 性 质 : 

(1) DD 对 变量 X 以 及 作为 系数 的 函数 了 是 双 线 性 的 ; 

(2) ”DD 对 变量 是 可 加 的 且 适 全 Leibnitz 法 则 

Dr) = XC 十 fDro， 

了 是 汞 数 系 数 ， 

也 可 用 局 部 坐标 描述 Dxw. 它 比 Christoffel 记号 六 在 代数 上 更 
方便 、 着 (x ，…，z) 是 一 个 局 部 坐标 ，Dx 可 完全 由 下 式 决 定 ， 
rez) = Dy oCX)dz;. 

wxkX) 当 然 依赖 于 矢量 场 X. 由 (!) 显 然 有 ， 
"Wy of(X) 
定义 了 pxo. 矩阵 (oj) 一 ww 称 为 联络 形式 , 使 用 矩阵 可 以 “节省 "一 
些 指标 . 当然 ,将 wmw(X) 用 X 的 系数 表示 ,又 可 得 到 Christoffel 记 导 
i, 
联络 形式 w 只 是 局 部 定义 . 容易 写 出 其 变换 规则 ,分 (8) 一 
《z) 为 坐标 变换 . 设 
Dilde) = Dou( Xs, = > 有 %0 名 
过 为 
Dr) ~ D1( > a, ) = 2x( 器 }ao 于 na 
这 就 给 出 
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Jot oe 
> 全 2 一 = 对 宇 }+ > wx). (x) 
" 只) 


这 和 必 的 变 抱 公 趟 -一样 复杂 . 但 是 可 以 用 邱 阵 和 -形式 的 记号 
它 重 写 得 更 紧 资 .用 4 表 Jacobi 矩阵 | 总 ] ,上 式 左 方 即 (6)4. 矩阵 


x( 问 )= (x ( 芒 )) 可 重 写 如 下 . 记 住 对 于 函数 p 有 XX (9) 一 《X， 


\ Ox 


dp)， 故 若 用 44 表 -形式 的 矩阵 (44,,)， 有 
(x( 问 )]= dACX). 
\ oe 


所 以 可 省 去 变 元 立 而 将 〔* 》 改写 为 
%4 二 d4 二 4Aw， 
亦 邯 
包 一 Ed。4-1 十 AwA-', Cx #4) 

这 个 变换 公式 很 有 趣 . 第 .二 项 4w4-! 很 象 基底 变化 时 线性 映 
射 和 矩阵 表示 的 变换 式 . 若 没有 第 一 项 (44) 4-!, 由 -覆盖 《5。) 得 
出 的 (wo) 之 集 可 以 拼 会 成 一 个 整体 的 1- 形 式 , 不 过 其 值 是 线性 变 
换 而 不 是 数 ， 接 旦 前 这 样 ， 我 们 还 艇 不 到 这 ,~ 点 ， 但 是 可 以 把 这 
些 局 部 的 东西 拼 起 另 一 个 流 形 PCM) 上 的 !- 形 式 . 具体 地 说 
P(M) 一 MM 是 与 M 的 切 从 YCM) 相 关 的 宇 从 (Jacobi 矩阵 即 其 中 
的 元 ) 这 个 概念 导致 了 主 从 上 的 联络 这 一 最 一 般 的 定义 .许多 读者 
无 疑 熟 悉 这 一 最 抽象 的 讲法 作为 微分 几何 的 起 点 . 


9. 复 情况 


Hodge 定理 最 惊人 之 处 自然 在 于 它 证 明了 肯定 为 无 限 维 的 光 
请 形式 空间 4* (M4) 的 调和 形式 空间 光 " 居然 是 有 限 维 的 ， 从 技术 
观点 来 看 ， 这 只 是 、\ 的 三 圆 性 的 结论 ， 梢 圆 性 又 使 得 可 作出 紧 算 
于 6 (Green 算 子 ). 但 车 从 迄今 的 技术 方面 (已 相当 可 观 了 ) 退 后 
一 步 看 , 决 不 可 忘记 , Hodge 定理 是 一 个 整体 定理 , 因为 在 R" 的 开 
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集 上 调和 函数 空间 决 非 有 限 维 的 ， 我 们 已 看 到 ，Hodge 定理 纺 涵 
了 ; 紧 流 形 的 de Rham 群 是 有 限 维 的 . 这 当然 是 已 知 的 事 , 但 来 之 
不 易 : 要 有 de Rham 定理 把 de Rham 群 和 奇异 群 等 同 起 来 , 然后 又 
要 有 一 般 的 代数 拓扑 工具 把 后 者 与 单纯 形 群 等 同 起 来 ， 顺 使 还 要 
用 光滑 流 形 三 角 剖 分 的 Whitney 定理 . Hodge 定理 的 好 处 不 但 在 于 
它 给 出 了 -个 直接 的 证 明 ， 笨 且 还 可 用 于 没有 de Rham 定理 的 地 
方 . 读者 冲 能 还 记得 . 在 讨论 de Rham 定理 时 , 提 到 过 类 似 作法 的 
Dolbeault 上 同调 .并 且 讨 论 过 有 限 维 问题 . 因此 希望 在 稍 作 修改 后 
Hodge 定理 仍 可 应 用 于 此 ， 这 是 合理 的 ， 其 实 我 们 是 把 事情 颠倒 
了 : Hodge 定理 事实 上 是 先 对 复 流 形 让 明 的 , 后 来 人 们 才 看 到 , 在 
实 的 情况 它 还 更 简单 些 . 所 以 在 本 章 之 尾 讲 一 下 复 情 况 是 合适 的 . 

记 住 , 对 复 流 形 到 我 们 首先 把 它 看 作 实 光滑 流 形 并 取 其 切 从 
7 (CM) 和 余 切 从 7T* (MM). 然后 通过 将 它们 复 化 为 Fe() 一 TCD) 的 
cre (ad)=T (MC 以 得 ML 的 复 构造 . 这 样 作 其 本 身 并 没有 什 
么 . 使 用 复 坐 标 G yz),%) 二 7 十 iy,; 可 以 将 TeCM) 分 解 为 于 空 
间 


如 1 地 9 

+ te oi 

: ‘3 2 全 I 
a | 2 他 

7- 一 (之 一 二 [和 2 十 i ) 
gzi 2 人 如， ay; 


Te CU) 则 分 解 为 它们 的 对 偶 空间 ， 

T*+ = (dz, = dx, + idy,). 

T= dz, ~ dr, ~ jdy,). 
MM 的 复 构 造 保 证 了 这 些 分 解 与 复 坐 标的 取 法 无 关 ， 这 样 ， 全 纯 的 
东西 可 用 于 来 表示 ， 例 如 复 值 函数 / 为 全 纯 ， 只 要 


二 二 


dz 

分 解 Te CM) 二 7T*+ 旬 TP' -诱导 出 4Te (af) 之 分 解 为 子 空间 HT*+ 

因 437 -之 和 , 复 值 形式 4¢ (M) 也 就 分 解 为 (p,q) 型 形式 的 子 空间 
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j= 1,n, 


351) 之 和 . 外 微分 4 只 使 全: 变 成 两 个 : 

LE = tM PB tt NM). 
所 以 对 每 一 个 分 量 我 们 村 以 写 出 8=9 十 9. 3 正 是 刻画 全 纯 对 象 的 
算 了 . 例如 对 于 国 数 JE .1"(WM)， 


d= > EE, 
+ 


所 以 3/==0 就 意味 着 /为 全 纯 . DolbeawyJt 上 同调 #7*( 用) 是 按 通 党 
的 方式 用 3 来 定义 的 , 为 了 得 出 调和 的 对 象 ,只 需 仿 实情 况 的 程序 
使 用 a 即 可 . 

首先 ,M 有 典 则 的 定向 . 在 局 部 坐标 中 ,体积 形式 取 为 dr, 人 
dy A dAdy.T(M) 上 也 可 如 通常 那样 给 出 Riemann 度量 . 然 
后 它 可 白 然 地 拓展 为 Ye() 和 各 (M) 上 的 Hermite 度量 . 我 们 仍 
有 x* 算 子 . 记 住 (有 是 dA Ad ,A AA 个 
da.9 个 dz. # 则 将 它 变 为 ' A 

x ACM) MY). 
因此 .形式 伴 算 子 
二 过 
变 4 好) 为 41 好) 定义 Laplace 算 子 
\=9 6 二 659 

如 前 ,所 得 是 4**(M) 上 的 二 阶 算 子 .以 (MM) 二 kers 即 (p.9) 型 调 
各 形式 空间 .我们 有 

Hodge 分 解 定理 ”对 紧 的 复 Riemann 流 形 六 .Cp.9) 型 调和 形 
式 空间 和 "MI) 是 有 限 维 的 . 光滑 复 值 形式 空间 te (WM) 可 分 解 为 
直 各 

de (CM) = NM) 由 Ima 四 ime， 

和 和 前面 一 样 ,这 给 出 了 调和 形式 群 此”…(M) 和 Dolbeauit 群 

Hm (1) 的 则 构 , 表 明 当 MM 为 紧 时 ,后 者 是 有 限 维 的 . 得 到 这 个 基 
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本 事实 后 可 以 对 微分 算 子 3 十 5 定义 其 数值 不 变量 . 例如 ,和 前 面 
一 样 可 将 4 (CM) 分 型 为 偶数 阶 与 奇数 阶 形式 ,3 十 6 的 指标 当然 就 
是 Dolbeault 群 上 (41) 的 Euler 示 性 数 . 但 和 实 的 情况 不 同 ,我 们 不 
知道 它 是 否 拓扑 不 变量 ,那么 ,指标 意味 着 什么 呢 ? 说 不 定 将 来 会 
讲 到 它 . 
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第 十 入 章 Riemann-Roch 定理 


$ 1， 亚 纯 函 数 


虽然 我 们 已 讨论 了 复 流 形 概 念 ， 构造 了 Dolbeault 上 同调 ， 那 
只 是 为 了 与 实 光滑 流 形 对 比 ， 而 没有 打算 系统 展开 ， 为 了 解 由 复 
Laplace 算 子 导出 的 指标 定理 ， 要 更 认真 地 讨论 复 流 形 。 最 简单 
(也 是 最 经 典 ) 的 情况 是 一 维 复 流 形 , 它们 也 称 为 Riemann 曲面 , 因 
为 其 实 维 数 为 2. 例如 大 家 记得 本 书 一 开始 就 看 到 了 在 环 面 7? 上 
有 不 可 数 多 个 不 同 的 Riemann 曲面 构造 . Ricmann 昌 面 表示 我 们 
将 讨论 单 复 变 函 数 . 所 以 我 们 先 复习 一 些 基本 事实 ， 盟 然 读者 无 
疑 已 熟知 这 些 主题 ,我 们 仍 将 从 光滑 流 形 的 观点 与 语言 来 复习 它 . 
令 了 :0 一 74 是 定义 在 开 集 CCC 上 的 复 值 函数 PELi 为 一 
个 点 . 了 在 三 处 的 复 意 义 导 数 定义 为 极限 
PP) 一 limCf(z) ~ FP))/ (Cz — P). 
这 虽然 从 表面 上 看 与 实 变量 的 导数 定义 一 样 ， 我 们 馈 道 其 含义 却 
不 同 ， 例 如 可 令 z 一 P= 或 读 而 为 实 ， 这样 我 们 会 得 到 
of DO 1 


Ei i ay Wy 
将 了 于 写 为 zx 十 器 就 会 得 出 Cauchy-Riemann 方程 组 
Bo de dt CE 
让 (2) 


反 过 来 ， 车 了 EC 且 Cauchy-Riemann 方程 组 成 立 ， 则 天 (z) 存 
在 .. 这 就 是 全 纯 函 数 概念 . 大 家 记得 ， 表 述 这 件 事 的 一 个 方便 的 
方式 是 引入 ( 复 ) 切 矢量 
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(2) 式 就 可 表 为 
0. (3) 


车 f 是 一 函数 .我 们 可 考 开 1- 形 式 % 二 f(z)dz ,而 
to=af Mde= {Hast + &) A Ad 
于 是 1(:) 是 全 纯 有 男 一 个 说 法 即 形式 F(z)ez 为 闭 . 若 PCV 是 一 
个 “好 ”的 区 域 , 例如 是 RR 的 ( 实 ) 开 区 域 而 边缘 为 39D, 则 由 Stokes 
定理 有 
上 fz)dz 一 10. {4) 

它 有 一 个 简单 但 极 有 用 的 推广 设 FE DCL 而 我 们 只 知道 了 在 太 
一 P 中 全 纯 , 则 必须 作 一 小 圆 C 包围 P. 以 除去 这 个 小 圆 的 区 域 为 
D， 则 对 上 由 (1) 有 

[2 | J(z)dz 
(把 与 C 上 选 适当 定向 )， 但 可 佰 计 右 方 ， 车 在 C 上 |f(z)| 所 
(rz),* 是 妊 的 半径 ， 则 有 

| [ /sl< 2mrM tr). 
例如 设 了 在 2 点 的 某 邻 域 ( 控 去 该 点 ) 中 有 界 ， 则 当 + 一 >0 时 ， 
rTM(7) 一 一 0 , 故 (4) 仍 成 立 , 由 此 可 得 三 个 结论 . 第 一 个 是 Cauchy 
积分 公式 . 设 1(z) 在 已 中 全 纯 , 则 ra) = 并 各 二 下 以 在 uP 中 
全 纯 ， 且 因 limg(z) = 也 (2) 存在 , 故 gz) 也 有 界 ， 这样， 我 们 


有 
12) 一 了 (已 ) 一 了 (PP 
Tt 0， 
C 是 含 于 5 内 且 包 围 P 的 曲线 ， 但 显然 有 
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上 攻 = ftp) |， -一 = 27if(P). 
个 是 含 于 刀 内 的 以 了 为 心 的 圆周 、 所 以 得 
1 | fa)dz 
2mi jz 一 忆 
第 二 个 是 Riemann 可 去 奇 点 定理 . 设 1(9) 在 P 的 某 个 控 去 该 点 的 
邻 域 一 P 中 全 纯 ， 我 们 要 问 了 可否 拓展 为 整个 4 上 的 全 纯 艾 数 ， 
即 补充 定义 7(C2) 之 值 使 它 全 纯 ， 若 可 网 f(z) 必 在 1 一 2 上 有 界 . 
反之 车 f(z) 在 5 一 PP 上 有 界 , 则 可 以 (5) 作为 fCP) 之 定义 ， 只 要 
f(2) 在 4 一 P 中 侍 纯 ,不 论 基 是否 有 和 界 这 总 是 可 以 的 . 问题 在 于 拓 
展 后 的 f(z) 在 P 是 否 全 纯 . 为 此 考虑 函数 9(z) 一 


ff ,0 E 4 一 P.g(z) 有 两 个 例外 点 即 P 


与 @8、 但 在 每 点 附近 y(z) 均 有 界 : 在 PP 附近 是 由 
于 假设 ,在 Q 附近 是 由 于 fC) 存在 . 故 由 推广 的 
Cauchy 定理 ， 上 g(z)dz 二 0. 这 就 给 出 推广 的 Cauchy 公式 


el f(2) : 
10) = a | 2 or 《6) 


(是 以 P 为 心 且 包 围 8 的 圆周 )， 但 由 此 有 
了 CC) 一 fn) 1 1 ] 
人 [| Ts (as sp) 


[| fe 
= 而 Gz Qo— PP)’ 


f(P) 一 


(5) 


它 表 明 
fi (P) = 


识 ee 一 sd 《7) 


车 重复 这 一 论证 ,可 证 所 有 导数 fCP) 均 存在 , 而 且 有 显示 
式 


fx) 
c Cz — Pt! et PT 


但 还 可 多 说 几 句 ， 利 用 “ 移 心 ” 公 式 (6) 以 及 
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Ff (P) 一 


(2 Q): 
z—Pp ee (三 多 De 
【z 二 P 
(这 是 成 立 的 ,因为 当 =EC 时 | 和 | < 1, 而 以 上 级 数 一 致 收 全 
于 是 可 以 逐 项 积分 而 得 


= 


1 (2)¢ i 
0 = > [al eos ~ e» 


二 


这 正 是 f(z) 在 P 点 的 Taylort 展开 式 
HoO = DP 

这 样 可 见 Cauchy 和 Weierstrass 全 纯 性 的 定义 一 致 . 

我 们 提 到 过 几 次 , 由 Cauchy 积分 公式 可 得 最 大 模 原理 而 知 局 
部 极 大 、 极 小 不 存在 . 由 此 又 得 Liouviile 定理 , 即 在 紧 复 流 巍 上 唯 
一 的 整体 全 纯 函 数 是 常数 . 所 以 它们 没有 什么 用 . 要 想得到 关于 
流 形 更 多 的 知识 , 着 要 更 为 多 变 的 东西 , 这 就 是 亚 纯 评 数 的 概念 ， 
仍 设 PEC 为 一 定点 , 12z) 在 控 了 一 点 的 邻 域 U 一 P 中 全 纯 、 我 们 
已 看 到 ， 要 想 在 了 有 真 的 奇 性 , f(z) 不 可 能 在 VU 一 P 中 有 和 界 . 但 
“ 坏 ” 的 性 态 程度 也 不 同 ， 可 能 会 找到 一 整数 #0 使 (z 一 P):f(z) 
有 界 . 这 时 P 称 为 f(z) 的 极点 , 而 最 小 的 这 种 * 称 为 其 阶 . 例如 ， 
零 阶 极 点 即 可 去 奇 点 ， 如 果 任 何 非 负 整数 * 都 不 能 使 (z 一 P): 
f(z) 有 界 , P 就 真正 是 一 个 “ 坏 ” 吉 称 为 本 性 奇 点 . 换言之 ,上 阶 
极点 还 是 一 个 “温和 ”的 奇 点 ， 乘 以 因子 (z 一 P)! 后 P 就 变 成 了 
可 去 奇 点 ， 和 但 对 本 性 奇 点 就 办 不 到 .事实 上 ， 大 家 记得 极点 可 以 
根本 不 看 作 奇 点 ， 只 要 用 Riemann 球 8? 代替 复 平面 C 就 可 做 到 这 
件 事 . 记 住 , 复 射影 平 而 CP' 是 一 维 复 流 形 而 在 拓扑 上 与 S? 相同 . 
CP! 的 复 构造 可 用 两 个 坐标 邻 域 描述 

Uo = {Lz02 J|z0 0},U = {[zo,z 了 jz 天 0)， 
而 
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00 :19 一 >C， Lio] /20; 
pi C,. [zz 207zt。 
其 迁移 次 数 是 
pp po UD 六 CC 一 0 一 一 ofto 站 co 一 CC 一 0， 
Zz -一 一 ~ ] /2. 
cP' 一 to 只 有 一 点 0、1]. 因为 fo=C， 可 将 SP: 看 成 C 的 一 
点 紧 化 , [0，1] 就 看 成 无 穷 远 点 <e. 在 C 上 可 用 通常 的 坐标 ， 倒 
如 eeUtzEecz 天 0) 就 是 co 的 一 个 邻 域 ， 而 在 其 中 则 可 用 下 面 
的 坐标 
oUt{s€EclzA 0 6, 
com— 0, zm—> 1/s. 
在 这 个 特定 的 拓扑 构造 下 ，cP' 一 S2~CU oo 称 为 Riemann 球 . 
现 令 己 为 f(z) 的 4 之 0) 阶 极 点 , 所 以 gC(z) = (z 一 P)!f(z) 
在 整个 已 上 全 纯 ， 所 以 可 在 忆 点 将 它 展 为 Taylor 级 数 : 
8(z) 一 Paz 一 PY 


很 清楚 g(P) = 天 0, 否则 从 9(z) 中 又 可 取出 因子 :一 2 而 使 得 (> 
一 已 一 f(z) 也 有 界 . 这 与 (作为 使 (z 一 P)57(z) 有 界 的 最 小 整 
数 ) 之 定义 矛盾 . 考虑 CCS:， 有 了 映射 

了 :1 一 P 一 -CS2. 
令 f(P) 一 co 即 可 将 f 拓展 为 1; 4 一 >S7. 因 值 域 不 再 是 c, 我 们 
宁 称 了 为 一 映射 而 不 称 为 一 函数 . 所 以 ,将 了 拓展 为 一 函数 不 一 定 
能 行 , 但 一 定 可 拓 晨 为 到 8: 内 的 “映射 ”, 而 不 问 己 点 的 奇 性 是 何 
性 质 . 重要 的 是 , 车 P 是 一 极点 则 拓展 后 的 映射 f :已 一 -~3:， 作 
为 复 流 形 间 的 映射 ,总 是 全 纯 映 射 . 这 可 由 8 的 构造 直接 得 出 . 因 
为 车 记 a 为 以 下 局 部 坐标 

aoa:ool) {zs E€E 5,z 天 0)} 一 一 ~C， 

= 一 1/z， <ohF >0， 

由 了 的 局 部 表示 J 二 a。f :VU 一 >C 就 是 
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.当然 需 设 f 不 是 常 值 映 射 即 


fz) = 1/f(2) = (z 一 Pg(z), zzb, 
JP) 一 0. 
因 9(CP) 关 0 ,我们 不 需要 第 二 个 方程 , 第 一 个 方程 自然 是 UV 上 的 
全 纯 函 数 . 

上 面 的 计算 读者 当然 都 已 熟知 ， 它 指出 * 阶 极点 和 阶 零 点 
毫 无 区 别 ， 确实 地 说 , 在 5S? 上 不 仅 0 与 没有 区 别 、 任意 两 点 部 
没有 区 别 . 因此 全 纯 函 数 的 任意 值 f(P) 都 应 有 其 阶 数 . fCP) 的 阶 
数 就 是 其 下 Taylor 里 开 式 的 第 一 个 非 0 系数 a: 

fz) 一 fCP) = 27“ (z— P)'= (sz— Piglz) ,9(P) ¥ 0. 


从 映射 的 观点 来 看 ， 因子 9(z) 可 以 丢掉 .事实 上 ,考虑 两 个 
复 流 形 间 的 映射 站 : 允 一 YY，PEHMH，FP) 一 4EN、 币 且 
f(z) = zg(2), > 0, 
是 了 在 P 的 邻 域 (5, wg) 和 日 的 邻 域 (V,y)(g(P) = 0,%(0) 一 0) 
中 的 局 部 表示 . 因 gC0) 关 0， 可 以 考 虚 gC(z)" 的 一 个 全 纯 分 枝 ， 
即 一 全 纯 函 数 h(x) 存在 子 x=0 的 邻 域 中 使 4(z)! 二 g(z) .定义 


atz) 二 2z4(z) ,我 们 有 a (0) = 二 和 0) 关 0 ,所 以 a。 9 一 多 是 一 新 坐 
标 ， 在 此 坐标 中 ，7 变 成 了 
flw) = fla lw)) = F(z2) = sg(z) 
= (zh(a)})! = qa(#)! 一 地， 
这 是 非常 直观 而 又 简单 : 
的 .在 光滑 范畴 中 肯定 办 不 到 . 
理由 当然 在 于 禾 级 数 展开 式 . 


关 0, 之 0. 现在 了 只 不 过 是 把 @ 二 了 CP) 的 一 个 分 域 盖 了 次 . 在 
昌 的 邻 域 Y 中 , 除 8 以 外 的 一 切 点 痢 恰 好 被 中 个 不 同 点 盖 住 ， 
象 上 而 这 样 的 图 象 称 为 “分 枝 ” 覆盖 ,整数 上 称 为 分 枝 数 , 上 一 1 时 
ff 是 U 到 VV 上 的 微分 同 且 . 一 般 情况 下 了 也 将 DU 映 满 Y. 特别 是 了 
总 是 开 上 映射 (这 是 最 大 模 原 理 的 另 一 种 说 法 ). 若 f 了 之 定义 域 六 为 
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紧 而 Y 为 连通 , 则 了 了: X 一 >Y 是 满 的 . 记 住 .@EY 为 正则 值 , 当 
每 一 个 PE /7'(8) 均 未 分 梳 , 于 是 了 作为 映射 在 名 点 之 阶 数 之 定 
义 是 

deg(f) = pS ep). 


PES LU 

elP) 二 土 1 视 了 保持 定向 与 否 而 定 . 但 记 住 车 用 复 华 标 则 X,Y 有 
典 则 定向 、 且 j(z) 二 z+ 显然 保持 定向 ， 因 此 现在 有 deg/ = 
寺 { 广 (9@)} 一 4 就 是 广 !(@) 中 的 点 数 . 再 者 ， 即 令 & 非 正则 值 ， 
在 其 任意 邻 域 中 也 都 有 正则 值 . 若 再 看 局 部 图 象 ， 就 可 看 见 ， 若 
计 及 重 数 ( 即 分 枝 数 ) 则 # {f-:(8)} 在 了 中 处 处 一 样 . 这 样 ,f: 
X 一 >Y 的 整体 图 象 就 很 容易 想象 了 : Y 中 除了 有 限 多 个 点 以 外 ， 
每 个 点 均 被 X 中 个 不 同 点 所 盖 住 ,， 故 基 是 一 覆盖 空间 . 在 例外 
点 上 则 有 分 枝 覆盖 ， 即 覆盖 的 各 “了 时”( 或 称 “ 枝 ”) 在 这 些 点 上 
给 捏 在 一 起 了 . 这 就 是 多 值 函数 的 Riemann 曲面 的 模型 . 例如 f(z) 
二 Vz 就 是 8 的 二 重 覆盖 而 以 0 和 se 为 枝 点 .我 们 中 的 绝 大 多 
数 在 第 一 次 学 复 变 函数 课时 都 觉得 自己 没有 真正 懂得 它 ， 说 不 定 
以 后 还 得 回 过 来 讲 . 

这 样 ， 在 用 了 Riemann 球 以 后 就 没有 必要 再 把 级 点 看 作 例 外 
或 奇 点 了 . 全 纯 映射 1: X 一 8? 就 称 为 X 上 的 亚 纯 函 数 . 尽管 这 
种 看 法 很 有 用 ,特别 是 对 /的 几何 性 态 如 我 们 所 讨论 的 . 但 老 观点 
即 认 为 了 在 中 取 值 , 仍 是 不 可 少 的 , 因为 C 在 代数 上 是 一 域 而 可 
以 计算 . 所 以 我 们 必得 容忍 说 法 的 混用 , 因为 在 极点 广 !(ce) 上 了 
并 无 定义 . 但 是 就 说 f : X 一 >C 是 X 上 的 亚 纯 函数 也 不 会 造成 混 
乱 ， 例如, 若 把 两 个 亚 纯 函 数 六 9 相 如 ， 所 得 f 十 9 可 能 因 相 消 而 
失去 航 点 . 

亚 纯 消 数 的 最 基本 的 事实 , 我 们 人 人 都 知道 的 , 是 Mittag-Lef- 
fler 定理 . 它 大 体 上 是 说 , 在 复 平面 Cc 上 可 如 你 所 需 的 定制 亚 纯 函 
数 ， 只 震 服 从 一 些 自然 的 限制 ， 例 如 这 样 一 些 限 制 : 因为 极点 是 
孤立 的 ， 其 集 处 为 离散 集 ， 因为 上 非 紧 ， 此 集 不 一 定 有 限 但 必 为 
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可 数 , 这 样 . 指定 一 串 点 《2 使 1 户 1 委 | 疡 | 委 和 lim 天 ce 并 

概 求 定制 … 个 亚 纯 阔 数 了 以 P 为 极点 ， 我 们 知道 ， 局 部 地 必 有 有 
[1{2) 一 gs CO— PON,(k > 0) 

9(z) 在 P, 附近 全 纯 且 gCP) 寺 0. 将 它 展 为 Taylor 级 数 : g(2) 一 

D8.(z 一 Py* ， 妈 得 了 (2) 在 P. 处 的 Laurent 级 数 展开 式 

a>0 


区 贞 
fl2) 一 tp + 十 
2 一 P, 之 人 负 瞪 多 项 式 


kt | ~ 一 一 本 
GP t+al PD) 二， 


称 为 了 (2) 在 PP 的 主 部 ， 我们 有 以 下 的 
Mittag-Leffler 定理 已 给 任意 离散 的 点 列 (P,) 以 及 多 项 式 列 
C3 四 ) , 必 存 在 一 定义 在 整个 复 平面 C 上 的 亚 纯 馈 数 ,以 (P,) 为 


极点 ， 多 ,二 万 ) 为 P 处 之 主 部 . 


证 “函数 9(z) 一 灾 ( 二 ] 本 身 就 是 c 上 的 亚 纯 函数 ， 而 只 
有 一 极点 及 主 部 ,| 天 )， 最 简单 的 事 就 是 令 f(z) 一 
279(z) .但 是 它 可 能 不 收敛, 所 以 要 稍 加 修改 以 保证 收效 性 . 不 


失 一 般 性 , 可 设 对 一 切 i,|P,| 渤 0. 于 是 可 在 2 二 0 处 将 %(z) 展 为 
医 级 数 ， 其 收敛 半径 至 少 是 |P|， 所 以 可 取 部 分 和 %(z) 使 在 闭 圆 
域 jz| 委 |P172 上 ~-- 致 地 有 
[gC2) ~ C2)| O27 
现在 考虑 级 数 2 (0.2) 一 9.(z)). 对 任意 的 以 0 为 心 的 贺 域 Dp, 必 
可 找到 整数 使 DC {zi1z| 帮 1P14/2}， 级 数 的 前 几 项 > (9.(2) 
J 

一 96z)) 因为 是 C 上 的 亚 纯 函数 ， 当 然 在 D 上 也 是 . 级 数 余 项 
2 《903) 一 (2)) 在 D 上 一 致 地 以 收敛 级 数 >12-' 为 优 级 数 . 因 
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为 其 每 一 项 g(2) 一 9.(2) 在 六 中 全 纯 (9(z) 的 奇 点 灵 因 tt 而 在 
避 外 .g(x) 是 多 项 式 而 没有 奇 点 )， 故 其 和 是 只 中 的 全 纯 图 数 . 这 
样 

了 (sz) = > (92) — $2)) 
即 所 求 的 亚 纯 函数 . 


$ 2， Cech 构造 和 层 


Mittag-Leffler 定理 对 ¢ 的 其 它 区 域 也 成 立 ， 例 如 稍微 修改 我 
们 的 证 明 即 可 用 于 开 圆 域 六 = {z|1zi 达 1}, 我 们 顺便 借 此 机 会 指 
出 在 讨论 自流 形 时 的 很 重要 的 事实 .和 光滑 范畴 不 同 , 对 整个 Cc 成 
立 的 事 对 开 圆 域 "不 一 定 自动 成 立 , 原因 在 于 & 和 D" 作 为 复 流 形 
并 不 同 构 , 这 时 若 有 同 构 w : C 一 -~ 疡 则 mp 必 为 整个 c 上 的 有 界 全 
纯 函 数 , 故 由 Liouville 定理 ,vy 必 为 常数 . 所 以 C 和 "的 情况 要 分 
别 证 明 ，Mittag-Leffler 定理 确实 对 和 任意 开 集 LCC 成 立 , 但 它 一 般 
地 肯定 不 对 .例如 在 任意 坏 面 S/T 二 7T? 上 决 不 会 有 具有 一 个 单 极 
点 (一 阶 极 点 〉 的 亚 纯 函数 ， 因 为 我 们 已 看 到 ， 如 果 有 的 话 ， 它 
将 是 一 个 阶 为 1 的 全 纯 映射 了 : 空 一 3 , 即 了 应 为 一 对 一 . 但 因 
了 也 是 满 射 , 它 必 是 同 构 , 而 这 是 不 可 能 的 . 这 记 说 明 我 们 为 什么 
关心 这 个 问题 . 因为 我 们 已 说 过 , 亚 纯 图 数 了 : X 一 一 5 是 对 X 作 
为 5 的 分 枝 覆盖 空间 的 待定 的 撕 述 ,这 种 覆盖 空间 对 理解 X 的 构 
造 是 很 有 用 的 . | 

要 在 一 般 的 Riemann 面 上 提出 Mittag-Leffler 问题 ， 需 要 细心 
一 点 .可 以 给 出 一 离散 点 集 (2,) 为 极点 , 这 没有 问题 , 但 主 部 概 
念 依赖 于 局 部 坐标 ， 然 面 可 将 这 一 点 改 述 如 下 : 设 f,9 是 某 开 集 
UCC 寺 的 二 亚 纯 函数 ,了 与 9 有 相同 的 极点 和 主 部 if f 一 9 在 4 上 
全 纯 ， 或 者 更 准确 一 些 说 ，f 一 g 的 奇 点 均 为 可 去 奇 点 ， 所 以 我 们 
可 以 一 开始 就 给 出 六 的 一 个 开 覆 盖 . 必 一 (0), 每 个 5 上 给 定 一 
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亚 纯 函数 .而且 和 要 求 在 Uts 上 f, 一 fy 为 全 纯 ，Mittag-Leffler 问 
题 就 是 找 一 个 整体 亚 纯 应 数 f, 使 在 5。 上 , /一 f 为 全 纯 . 若 这 样 
的 了 存在 并 记 = 二 fo 一 f， 则 在 5, 阁 上 

ga~— gs — fao— fs. 《1]1) 
反之 , 若 能 找到 一 族 全 纯 国 数 (g,) 使 适合 (1) 式 , 则 Cf。 一 go) 在 
三 门 ts 上 相 容 并 定义 一 整体 亚 纯 函数 了 使 ww 一刀 一 上 在 内 上 全 
纯 ， 这 个 程序 中 关键 在 于 并 清 在 如 里 谁 是 全 纯 或 半 纯 ， 所 以 我 们 
搞 一 点 形式 的 东西 和 记号 . 对 任 一 开 集 LCX, 令 0(《0) 为 U 上 之 
全 纯 函 数 空间 , M() 为 半 纯 函数 空间 . 设 有 : X 的 开 覆 盖 (0,) 及 
一 族 (jj EC) ， 且 适合 条 件 


fe 一 fs 各 OCU, 门 {'s) 在 Uo 门 Us 中 ， 攻关 ) 
我 们 要 找 的 是 一 族 (go),g € OC) 使 之 适合 以 下 条 件 : 
go — 9s = fo fs, 在 5 门 Us 中， Cx x) 


这 样 做 事 显 然 是 劳 而 少 功 ， 另 一 方面 它 则 是 击 中 要 害 ， 我 们 
有 一 些 局 部 的 东西 而 想 把 它们 拼 成 一 个 整体 的 东西 。 整 个 流 形 理 
论 讲 的 就 是 这 件 事 ， 能 否 成 功 取决 于 问题 的 性 质 ， 有 些 什么 困难 
也 没有 . 例如 我 们 看 见 过 局 部 内 积 是 怎样 拼 成 Riemann 度量 ,局 部 
联络 怎样 拼 成 整体 联络 ， 所 用 到 的 只 是 一 的 分 割 . 但 是 也 有 些 东 
西 不 能 简单 地 用 一 的 分 割 来 拼 台 ， 例 如 ， 把 局 部 定向 挤 成 整体 定 
向 有 时 行 有 时 不 行 . 问题 的 解决 有 “ 障 得 ”, 而 现在 就 遇 到 了 障碍 ， 
即 (y。) 的 存在 . 这 种 描述 障碍 的 方式 在 拓 补 学 中 很 常见 ， 举 一 个 
例 于 : 考虑 主 6- 从 一 8 是 否 平 几 的 问题 (第 三 章 , 第 十 二 章 ). 
从 可 用 一 开 覆 盖 (4,) 与 局 部 坐标 《yp。) 来 描述 . 于 是 起 始 的 东西 
是 一 族 迁 移 函 数 oor EE CCU 站 U4,6) ,它们 适合 p60,9) 一 polb， 
gor(a)9)， 若 锥 是 平凡 的 , 则 有 一 整体 函数 p : 3 一 9 存在 , 使 得 
由 po(0 一 4 人 ip)) EE CCUs,0) 给 出 的 族 (p;) 适合 关系 式 

Ps— Pa °° Pap 
若 记 


Posh) 一 WE PR Pa!'e Ps 二 Paps 


易 见 它们 正 是 (* 和 (x* * ) 的 乘法 形式 . 

再 提 一 个 我 们 知道 其 解 的 问题 ， 令 M 为 一 光滑 流 形 ， ww 为 一 
闭 形 式 . 能 否 找 到 一 函数 了 使 w= 二 df? 此 即 de Rham 群 H'(M) 的 定 
义 ， 我 们 知道 , 障碍 就 是 上 同调 类 [oj € Hi(M) ， 但 我 们 要 重 按 
(C(x) 和 (x *) 来 表述 它 ， 按 Poincaré 引 理 ，o% 是 局 部 恰当 的 ， 所 
以 有 并 的 开 覆 盖 (46) 和 4'。 上 的 孙 数 了 使 在 8 上 w=df。， 于 是 
df 一 J) 二 0 即 关 一 PEuonmur 上 的 常 值 画 数 集 ， 这 一 点 象 
(x )， 若 o 一 上 我们 将 得 到 一 族 (9。) 

go 一 太一 了 2 
于 是 .= 一 0 而 (g,) 是 一 族 常 值 函 数 使 得 在 站 4; 上 
gu— gs fo— fe. 

这 式 子 就 是 (x *)， 

把 问题 陈述 如 下 称 为 Cech 构造 . 真正 的 问题 不 在 于 其 提 法 多 
么 复杂 烦 元 ， 而 在 于 是 否 能 找到 一 个 合理 的 有 效 的 理论 来 理解 障 
碍 .上 例 表明 障碍 是 #8'(M) 中 的 一 个 上 司 调 类 . 我 们 也 知道 ， 定 
向 问题 的 障碍 也 是 一 个 上 同调 类 : 第 一 Stiefel-Whitney 类 za 所 
妖 (B;2Z:)， 说 真 的 ， 前 几 章 中 我 们 还 看 到 过 一 些 其 它 类 型 的 《如 
向 伦 的 、 提 升 的 等 等 障碍 其 实 也 可 归结 为 上 同调 类 . 这样， 上 
[可 调和 似乎 是 处 理 障 碍 合用 的 语言 . 但 是 我 们 现在 讨论 的 例子 就 没 
有 好 的 上 同调 解释 ， 如 果 上 同调 即 我 们 所 需 ， 就 需要 来 建立 这 个 
二 坷 调 理论 . 这 样 做 已 有 一 些 线 索 . 例如 一 个 对 (ac,，8) 就 可 看 成 
1- 单 形 ， 对 应 关系 

(a Pm pap) = fs — fs 
就 看 成 -上 链 ， 这 个 上 链 的 上 边缘 就 应 该 是 
bpla Bp) = p(B) — pay) + pla,f) 
= (fs— fo (foo— f+ (fm f=0. 
我 们 可 以 把 (* ) 看 成 一 个 1- 上 循环 ， 对 应 关系 
4 二 > pla) =— ge 
看 成 一 个 0- 上 链 且 有 
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人 (Ga 1) = $B) 一 34) 一 go 一 gr 

这 样 (* * ) 正 是 5 一 而 于 同 调 类 [mw] =0, 正 是 因此 , 第 三 章 
中 我 们 把 上 循环 、 上 边缘 这 些 名 词 都 用 于 矢量 从 了 .现在 就 用 得 
上 它们 了 . 

这 样 作出 的 上 同调 理论 称 为 层 的 上 同调 . 在 给 出 其 形式 定义 
以 前 最 好 先 把 它 的 某 些 特点 牢记 在 心 ， 首先， 在 “ 老 ” 理 论 (如 
奇异 的 、 单 纯 的 、CW 的 等 等 )， 上 链 之 值 恒 在 一 固定 系数 整 环 
(整数 、Z、 实 数 等 等 ) 中 ， 新 理论 的 上 链 在 随 单 形 (a，#) 而 不 
问 的 域 中 ,例如 pCa,8) = fo 一 fo 0CUs 站 Us)， 尽管 它 在 代数 
上 把 事情 复杂 化 了 ， 必 须 仅 得 这 正 是 局 部 数据 的 核心 .这 不 是 技 
术 王 的 小 好 烦 而 正 是 理论 的 基本 精神 .第 二 点 都 是 颇 为 技术 性 的 
了 ， 负 载 了 初始 数据 的 开 覆 盖 并 无 特定 的 优先 之 处 ， 可 以 换 成 其 
它 开 覆盖 ， 也 可 以 在 一 个 开 宅 盖 中 给 数据 而 在 另 一 个 中 求解 .所 
以 我 们 想 建立 的 理论 在 这 一 点 上 应 相当 灵活 . 现在 可 以 给 出 形式 
定义 了 . 局 部 数据 的 思想 表现 为 对 不 同 开 集 指 定 相应 系数 整 环 , 例 
如 C0 (4) 即 忆 上 之 全 纯 函 数 空间 ， 这 些 局 部 系数 整 环 自然 
应 彼此 有 关 . 例如 车 FCU, 我们 有 自然 的 限制 映射 
0 (0) 一 0 (7). 在 抽象 定义 中 0(0) 不 一 定 要 是 函数 空间 ,但 
应 有 类 似 于 限制 的 形式 关系 . 说 明确 切 些 设 有 固定 的 基 环 及 BR 
上 的 模 . 

定义 令 X 为 一 拓扑 空间 所谓 RE- 模 的 预 层 8 即 

(1) ”对 每 一 开 集 LCX 指定 一 个 BR- 模 S (0)， 

(2) “对 每 一 对 开 集 YCU 有 一 映射 

rr SC) 一 > SC)， 

称 为 “限制 ”映射 (虽然 它 甚至 不 必 是 一 对 一 的 ). 

限制 映射 需要 浇 足 一 些 很 简单 的 条 件 ;: 

(S,1); rw 二 i 刘 对 一 切 . 

(S,2); rmrormr 一 rrr 对 VCUCW. 

限制 映射 一 词 当然 是 取 自 8S (W) 为 汕 数 空间 而 mw 是 真正 的 限 
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制 映射 这 一 特例 ， 我 们 在 一 般 情况 下 还 要 这 样 做 . 例如 对 了 E 
3 (1) .我 们 就 写 m (7) = fl!，, 在 不 会 发 生 混淆 时 甚至 就 写成 /. 
这 样 简便 多 了 . 

熟悉 一 般 理论 的 读者 会 知道 ， 开 集 连 同 包含 关系 构成 一 个 范 
奢 《category)、 预 层 $ 即 由 此 范畴 到 六 模 范畴 的 函 子 (functor). 也 
可 让 S 在 别 的 范畴 (如 集 . 环 等 等 ) 中 取 值 ， 得 到 的 就 是 别 种 预 层 . 

为 把 预 层 变 成 层 ， 需 要 一 个 技术 性 的 条 件 . 

(S, 3): 已 给 (二 Ut,,f。€ S(t) 而 且 对 一 切 a, 8 有 fo| CV。 
介 2) 三 fo|(s 作 5) 则 必 存 在 唯一 了 E SG 使 FU= J 

这 个 条 件 显 然 又 是 受 SCL) 为 函数 空间 的 启发 而 得 ， 但 是 在 
抽象 的 形式 上 它 可 能 不 成 立 . | 

，SG) 为 函数 空间 而 rn 是 真正 的 限制 映射 是 最 重要 的 情况 ， 

因为 除了 最 不 可 少 的 相 容 性 条 件 外 、 对 亡 没 有 加 什么 要 求 ， 你 所 
写 下 的 函数 空间 几乎 无 一 不 是 层 ， 举 一 些 例子 : 

(7) 二 一切 函 数 f/ :4 一 >R 的 空间 ，; 

fc) 二 一切 连 续 函 数 了 : !! 一 一 R 的 空间 ， 

(0) 二 一 殷 兆 滑 精 数 放 [一 >R 的 空间 ， 

4 ) 二 上 上 一 殷 形式 的 空间 ， 

AM) 二 5 上 一 切 (p,9) 型 形式 的 空间 ， 

Oo) 一心 上 一 切 全 纯 图 数 的 空间 ， 

Mt = 一己 上 一 切 亚 纯 函 数 的 空间 
它们 全 是 层 . 一 般 称 为 “…… 的 芽 之 层 ".“ 芽 ”之 一 词 理 由 如 下 : 

注意 到 层 是 对 开 集 5 指令 SC, 它 并 未 对 一 点 PEX 指定 什 
么 5o. 相反 地 , 我 们 是 把 SC) 当心 一 -> 已 时 的 极限 作为 Sr 的 . 对 
于 点 PEX, NC(P) 二 {L143P 且 为 开 集 ! 成 一 有 序 集 , 即 定 义 ZC 
为 4>P， 记 住 ( 见 第 十 一 章 ) 这 时 可 以 取 顺 向 极限 

Sr = lim {SC € NOP)). 

它 的 意思 是 : 元 zx€ Ss 将 由 某 个 邻 域 63P 上 的 了 E SG) 来 表示 ， 
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而 /ESGC) 和 9E SP) 认为 是 代表 同一 *， 如 果 有 一 邻 域 WCU 
Mr 使 
fIW = g|W., 

但 这 就 是 定义 共 时 用 的 等 价 关系 f~6. 称 5 称 为 在 P 的 区 注 
意 为 此 定义 只 需 预 层 即 可 ， 

当然 也 有 其 它 类 型 的 层 . 例如 , 令 4 为 一 R- 模 , 我 们 可 以 定 
义 

(CD 一 形 对 一 切 5 rw 一 和 对 一 切 上 世上 纺 . 

它 显 然 定义 一 个 层 ， 称 为 常 值 层 . 

因为 层 不 过 是 一 族 模 ， 大 部 分 模 运 算 如 直 和 、 张 量 积 、 对 偶 
等 都 可 自然 地 移入 ， 没 有 必要 讲 如 何 作法 .以 后 的 应 用 中 最 重要 
的 概念 是 正 合 序列 . 其 作法 又 并 不 最 为 明显 . 令 5 和 症 为 预 层 . 所 
谓 同 态 ” : 5 一 一 /当然 是 指 一 族 同 态 ， 即 对 每 个 开 集 有 同 态 
gf :S00) 一 > 1(L) ,而 且 对 TCU 有 关于 可 交换 性 的 相 容 杀 
件 :. 


名) 


SH) 站 
FRR rev 
Sr) Ir). 


这 种 同 态 诱导 出 在 每 个 茎 S; 上 的 同 态 gr : Sr 一 “1?. 请 注意 , 所 
请 

SP 
”为 正 合 ， 并 不 是 说 对 每 个 开 集 6 


.80 rd a) C1) 
为 正 会， 而 是 指 以 下 序列 对 每 点 PEX 在 /为 正 合 


Pp op 
Sp——>ip——*Ap. 


这 定义 看 来 有 点 怪 ， 其 原因 和 如下: 记 住 顺 向 极限 就 好 在 它 能 保持 
正 合 关系 . 故 若 〈1!1) 成立，(2) 亦 成 立 ， 但 反 过 来 不 一 定 行 ， 换 
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言 之 . (2) 比 (1) 更 骅 . 也 就 是 说 (1) 这 个 此 求 太 强 . 令 rE fr. 
yn(x) 一 0 是 指 可 用 某 rt 人 140) 表示 + 而 (z(t 二 0.7= 
or 人 ES 、 则 指 存在 YYCC 和 8 ES) 使 xD 一 
op ) ， 这 当然 比 (1》 弱 . 

举 一 个 例 . 令 并 为 一 光滑 流 形 ，4: 是 光滑 六 形式 的 芽 层 . 对 
{CM 有 40) 一 > 11(4) ， 它 定义 了 序列 


可 
0 一 > [C 一 > A A er 


-At “+t Pe (#) 
有 撒 式 芽 [wjs 适合 dwrjr 二 0 表示 对 菜 开 集 8DP 有 避 一 0， 击 、 
Poincare 引 理 ， 对 一 更 小 的 邻 域 YCE 有 w=dk， 但 这 就 意味 着 
d[x]e 二 Twip、 所 以 Poincaré 引 理 指出 ( # ) 为 正 合 . 但 车 我 们 要 
求 对 一 切 开 集 {CM 序列 
0— cA) A yo A Oe 
一 40 一 -4 一 > (x¥*) 
部 正 台 , 即 指 对 一 切 上 CCM, de Rham 群 所 () = 0 ,而 这 当然 是 
荒唐 的 . 所 以 较 弱 的 正人 台 性 定义 更 为 合理 ， 读 者 应 该 区 别 层 的 正 
人 台 以 及 层 在 开 集 上 的 值 之 正 合 . 所 以 我 们 称 (* ) 为 诬 的 de Rham 
复 形 , 它 是 正 合 的 , 而 (* *) 为 开 集 5 的 ge Rham 复 形 , 它 给 出 
de Rham 群 女 * (4') ， 这 些 群 正 表 示 《* * ) 非 正 合 性 的 程度 ， 

这 里 的 讨论 对 以 下 当然 极为 重要 ， 所 以 再 多 说 志和 句 . 正人 台 性 
对 预 姑 和 基 都 可 以 讲 ， 但 是 对 于 层 下 面 的 陈述 更 准确 . 

层 的 基本 引 理 “ 若 0 一 -5s -一 /一 一 4 一 -0 是 层 的 正人 台 序 
列 ， 则 对 和 任 一 开 集 CCX， 模 序列 

0 一 -SC Tr) eA) 
也 是 正 合 的 ， 换 言 之 ， 取 值 运算 是 左 正 合 函 子 . 

证 明 很 容易 、 例 如 求证 了 (6) 一 了 为 一 对 一 . 令 aE SGo) 使 
fla) 一 0， 则 对 任意 PEL fp(ar) 二 0, 故 芽 ar= 二 0, 因为 由 假设 
fr 为 1-1 的 . 这 意味 着 有 一 开 集 Up, PELUpCU 使 alWr 一 0. 但 4= 
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Ut 而 族 (efrz) 又 是 相 容 的 , 即 (err 一 《alt wo)inr,， 而 
且 部 是 0。 出 (5S，3) 的 唯 -性 部 分 知 as 一 0 ( 国 为 对 一 切 忆 ,01 
5 二 al5, 二 0). 在 14) 处 的 正 合 性 证 明 差 不 多 . 例如 设 6E 7 (5) 
使 yp 一 0 , 则 对 每 个 PEL, gr(fz) 二 0 从 而 有 某 apE Sr 使 fr 二 
f(ar) . 这 表示 有 一 开 集 tp( 当 P) 和 名 E€ 5(ip) 表示 ar 而且 f(a) 
> flUs . 在 Lr 人 t's。 上 有 fan) 一 了 (ao》 一 好 | op 门 Ee)， 或 far 
一 如 Te 站 to 一 0 因为 刚才 证 明了 了 是 一 对 一 的 , 故 ir1 
站 一 at 站 te、 再 由 (S,3) 知 存在 a€ SO) 使 altis=ar. 
最 后 f(a) 和 8 均 在 P0 中 旦 al = f(ap) = Bltp ， 再 由 唯 
一 性 有 f(a) 一 pf. 

但 要 注意 ,用 这 样 的 证 法 得 不 出 yg(0) 为 满 射 . 给 定 PrE 4 (2)， 
对 任意 PEL 有 fr€E Np 使 grlfr) == yr . 这 意味 着 有 P 的 邻 域 [性 


(与 fr€ 17105) 使 gCB) 一 yis. 但 与 1 不 同 ,9 不 是 一 对 一 的 ， 
不 能 重复 对 了 的 证 法 来 证 明 族 { 启 €75)} 可 以 拼 成 一 个 元 ZE 
5) .还 要 注意 . 我 们 其 实 不 需要 4 为 一 层 ， 有 趣 的 是 要 看 到 取 
值 英 子 5 一 一 (1') 和 浮子 Hom 福 态 相 语 . 消 子 Hom 是 原来 产生 
上 同调 (奇异 的 、 单 纯 的 等 等 ) 的 上 链 算 子 .熟知 同调 代数 般 
原理 的 人 会 知道 ， 层 的 上 同调 并 没有 什么 惊人 之 处 . 它 只 不 过 是 
一 7 的 导出 函 子 .但 是 我 们 不 想 使 用 这 种 奇 巧 的 说 法 . 


§ 3， 层 的 上 同调 


层 的 概念 只 不 过 是 原 有 的 局 部 数据 的 一 种 形式 表述 而 使 障碍 
问题 可 以 陈述 出 来 . 层 的 上 同调 就 是 这 些 障碍 本 身 的 形式 描述 . 从 
Mittag-Leffler 问题 我 们 多 少 已 知道 应 怎样 定义 !- 上 链 和 上 边缘 ， 
把 它 推广 到 高 维 上 和 链 并 无 困难 . 

令 X 为 一 拓扑 空间 ,7 为 其 上 的 预展 .人 二 (Li。) 是 一 开 覆 
盖 . % 的 值 在 夏 中 的 上 链 就 是 一 个 函数 pg， 使 对 指标 的 每 个 
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(十 1) -元 组 (om) 均 有 一 元 p(y) 入 T(t 们 … 站 
L.) ， 对 这 个 所 上 链 定义 经 为 (十 1 -上 链 ， 


Spl Ao sn41) Cp > [DM yy 名 CTD)。 


这 个 样子 的 公式 本 身 没有 意义 . 因为 式 右 各 项 分 属 不 同 的 模 Ps 
僧人 8 站 … 作 _,) 而 左 方 则 在 RC 站 和 站 cs 中, 但 
因 对 一 切 ; 都 有 
i, NN CH, NN GN 
故 有 限制 映射 
TE AN NEN NT, Nw NN Uo) 

找 作 理解 式 大 方 各 项 都 已 施加 了 这 个 映射 从 而 此 式 有 意义 ,不 用 
限制 映射 记号 是 为 了 简便 ， 以 后 只 要 做 得 到 都 会 这 样 做 . 

因为 上 边缘 公式 与 以 前 用 过 的 组 合 公式 形状 相同 ,无疑 有 655 
二 0， 因此 若 用 CC 经 ,1 站 记 上 链 生 成 的 形式 自由 RR- 模 ， 可 得 一 个 
上 链 复 形 ，; 

0 CAB OB re WU, NY ee 
我 们 定义 此 复 形 的 上 同调 为 cech 上 同调 女 * 《2%, 夏 ) . 例如 设 X 为 
一 复 流 形 , 0 为 XxX 上 的 全 纯 炒 数 菠 层 , 在 ({。) 上 具有 指定 主 部 的 
亚 纯 函 数 (Jf。) 即 Mittag-Leffler 数据 ， 我 们 从 下 面 的 1- 上 链 构 成 
(Ca .OO) ， 
(a PF Pap) = fm fs EO 门卫) 

因为 在 NNNE, 中 ,bplaspyy) = (ym fy) ~ (Fs mf) + (fe 
一 了 ) = 二 0， 故 得 ~-- 上 同调 类 [wp; € 下 (2 门 . 我们 已 看 见 ， 
[9] 就 是 解决 Mittag-Leffler 间 题 的 障碍 . 

我 们 说 过 , 不 能 给 定 的 覆盖 2 以 优先 权 , 记 住 3/= (6)ses 
的 加 细 是 这 样 一 个 覆盖 Y- 王 (Jie'， 使 每 个 1 都 有 一 个 c (D 一 
4 而 了 CU 这 里 给 出 了 一 个 落 数 c : 7 一 一 4， 而 且 定 义 了 一 个 同 


人 (Cl 门 一 > 人 人 Y TD), YP mr oly) 


sp), ) = pls sion), 
这 里 包含 了 一 个 限制 映射 没有 写 出 来 

Now 门 …… 门 总 oo 一 PC 门 …… 门 P)， 
因为 太 站 站 和 Con 站 和 站 Ce， 这 个 限制 是 有 意义 的 . 

5 易 见 是 一 链 同 态 ， 从 而 诱导 出 以 下 同 态 
WD) ,TT). 
和 的 一 切 开 覆 盖 及 加 细 关 系 > 人 构成 有 向 集 . 对 每 个 > 
都 有 ,于 是 得 一 有 向 系统 下 (2wP) .我 们 定义 其 顺 向 极限 即 X 
的 系数 在 厂 中 的 Cech 上 同调 : 
H“(X,T) 一 lim #° (2 ,1). 
所 以 兴 (X ,站 的 一 个 类 是 由 某 个 开 覆 盖 公 的 上 循环 mwE Ct ， 
站 来 表示 的 , 苦 史 在 某 个 细 于 伯 的 覆盖 9% > 弘 中 是 上 边缘 就 说 
此 类 为 0. 
要 作 一 些 评论 ， 链 同 态 o 依赖 于 指标 集 映射 c : 1 一 >4 的 选 

取 . 我 们 所 又 的 只 是 入 CCW、 所 以 谈 不 上 选取 的 唯一 性 . 我 们 只 
理解 为 对 每 个 > 人 QU， 0 已 选 定 ， 如 果 我 们 自始至终 内 讲 一 个 空 
何 X， 就 不 会 有 问题 ， 否 则 将 对 诱导 出 的 连续 映射 1: XX 一 *Y 产 
生 函 子 问题 ， 确 有 关于 层 的 上 和 同调 的 更 为 函 子 化 的 理论 ， 但 因 栽 
们 几乎 不 分 心 于 空间 的 连续 映射 了 : XX 一 >Y， 我 们 也 就 使 用 眼下 
的 讲法 , 因 其 来 源 更 清楚 ， 注 意 ， 系 数 层 的 同 态 了 : "一 >4 没有 
问题 对 任意 开 覆 盖 又 ，f 诱导 出 一 辣 态 

CWT LWA, p> fy, 

Cf pI) = fp st )), 
车 > 而 o :1 一 >*4 是 任意 “加 细 ” 肌 射 ， 下 式 显然 可 换 ;: 


CC 站 CR, A) 
5 U 
CVT) ty, 4). 
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由 此 得 一 诱导 同 态 且 具 通 各 的 图 子 性 质 : 
fH XI) H(A,). 

举 -个 例 . .我 们 说 过 .纤维 从 也 可 用 这 种 语言 来 讲 、 现 在 说 
清楚 些 . 今 6 为 : :拓扑 群 , 这.(G) 是 值 在 6 中 的 连续 函数 菠 层 , 即 
FG = CL,O). 

设 有 关上 的 主 6- 从 5 一 >X, 2 二 (1',) 是 平凡 化 覆盖 ,mw。 是 
六 部 坐标 ， pi XO—E, 于 是 有 迁移 罗 数 par: ia 门 1 一作 如 
人 

Pi(b,9) 一 gulb, pas tb)g). 
它们 适 人 台所 谓 上 循环 条 件 
Vs 一 gog 。 Py. (x) 
及 之 任 一 族 适 合 此 条 件 的 函数 必 生 成 一 主 从 .现在 
Comp pa pf) = pan 
定义 -个 1- 上 链 oE CC Fo)) .、 若 用 乘法 记号 、 则 上 循环 
条 件 5p 二 0 应 写 为 
1 = pa Br) 一 Pr。 Pr! * pars 
若 能 交换 次 序 , 即 若 C 为 Abel 群 ， 此 式 就 变 成 了 《x* ). 车 有 从 电 
与 包间 的 从 映射 1: 一 B11，(yop) 是 定义 古 的 1- 上 链 . 由 从 映 
射 之 定义 应 有 一 映射 J。: 5 一 0 : 
fokbsg) 一 为 (py felb)g). 
于 是 我 们 有 
Jogus 一 ?opfp。 (x x) 
视 a 一 "fs 为 Co 六 .0)) 之 元 , 即 一 0- 上 链 . 仍 用 乘法 记号 ， 
6f 二 fs 一 J 又 变 成 
fs° fo! = porpon'. 
当 G 为 Abel 群 时 它 又 是 (x x). 

6 为 Abel 群 有 两 个 重要 例子 , 即 6G = GL(1.R) 一 R* 一 R 一 0 
以 及 6 二 5L(1,0) 二 Cc* 一 6 一 0( 实 、 复 城 的 乘法 群 ). 我 们 知道 ， 
相应 的 从 即 实 、 复 线 从 .我 们 感 兴趣 的 是 复 情 况 . 以 下 字 c (Cc:*) 
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即 记 为 ce .复线 从 Le(X) 的 同 构 类 故 与 Cech 群 站 (X.ce ) 一 一 对 
应 . 容易 见 到 , Le(X) 作为 一 个 群 , 取 其 运算 为 张 量 积 应 有 Le(X) 
宇 HICX,Ce). 若 X 为 一 复 流 形 , 有 以 下 问题 . 不 考虑 ce 而 取 C3 
二 值 在 6* 中 的 光滑 函数 芽 层 或 0; = 值 在 Cc* 中 的 全 纯 函 数 芽 层 ， 
这 时 HH'CX.C3) 与 81X,C6 ) 即 光 滑 与 全 纯 线 从 .有 明显 的 层 向 
态 〈 实 是 包含 ) 
eetCeCe ， 
从 而 有 诱导 的 同 态 
五 (XCi 一 有 《人 XICy ) 下"(XCe )， 

映射 的 含义 很 清楚 ， 我 们 不 期 望 它们 是 满 的 ， 因 为 连续 从 可 能 不 
是 全 纯 的 . 也 可 能 不 是 一 对 一 的 ， 因 为 两 个 全 纯 不 等 价 的 从 可 能 
拓扑 等 价 ， 事 实 上 ， 第 二 个 映射 是 同 构 ， 即 除 相差 一 同 构 外 ， 光 
滑 和 连续 线 丛 并 无 区 别 ， 但 第 一 个 映射 既 非 一 对 一 又 非 满 射 ， 办 
此 对 全 纯 与 光滑 范畴 的 从 必须 细心 区 别 . 事实 上 ， 全 纯 线 从 今后 
对 我 们 很 重要 . 

迄今 我 们 所 作 不 过 是 给 出 是 的 上 同调 的 定义 ， 使 障碍 作为 一 
个 上 同调 类 有 一 个 形式 的 地 位 、 为 使 这 一 格式 能 作 一 点 事 ， 必 须 
发 展 某 种 计算 的 理论 ， 非 常 明白 ,定义 本 身 给 不 出 直接 计算 的 机 
会 ， 我 们 既然 希望 它 是 一 个 上 同调 理论 ， 自 然 想 要 对 它 建立 起 对 
通常 的 上 同调 论 适 用 的 结果 ， 如 了 向 伦 , 正 合 性 ,Meyer-Vietoris 序列 
等 等 ， 但 为 此 现在 能 作 的 事 不 多 ， 因 为 我 们 说 过 ， 现 在 我 们 甚至 
没有 满意 好 确定 五 (X,P 为 X 的 函 子 .所 以 暂时 只 能 集中 于 它 
对 层 变 元 的 函 子 性 态 ， 我 们 首先 想到 的 就 是 

层 的 上 局 调 的 基本 引 理 “ 邻 0 一 -s- 一 r | 一 -~0 是 户 
的 正 合 序 列 ， 刚 它 斌 导出 上 同调 模 的 长 正 合 序 

一 8) 一 -Hi (XD HX ,A) 


HX,S) —— 
5 是 适当 的 连接 同 态 ， 
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,和 g, 的 定义 已 经 讨论 过 ， 检验 f 了 .与 9. 相遇 处 的 #(X,77) 
的 正人 台 性 只 是 例 行 事务 . 6 的 定义 也 与 第 九 章 $ ! 讲 的 相似 , 但 在 
我 们 的 特殊 情况 下 要 梢 作 修 改 . 
令 xE CX,4) 由 上 循环 wE C'(U,4) 表示 , UH 二 (Ls) 是 
某 个 履 盖 ， 若 我 们 能 证 明 序列 
0 一 -oa 一 cr( 从 ,由 一 -co(ax ,一 0 
为 正 合 ， 则 可 以 象 第 九 章 那 样 作 ， 那 就 是 追踪 
0 一 -cf (BW, 8) re (BL, 1) 全 -Can 一 -0 
上 9 
| 


0 -一 CH (2%, 85) Ct 《AAA , Tm) t+! (2 A) 一 ~0. 
E PE Y ——* (0 


(1) 沿 9 回 湖 ， 即 找 出 一 个 间 E CS 站 使 二 g, 闪 . 

(2) 考虑 利 E C1(2Y,T) ,由 可 换 性 ， 有 9.5Y=6g.% 二 
` sp 二 0， 因 为 gg 是 上 循环 . 

(3) ” 因 序 列 在 中 项 处 为 正 会 ， 沿 f, 回溯 可 找到 tE€ 
Ct1l (2 ，5) 使 了 (2) = op. 

- (4) 由 可 换 性 ,8. (6t) = 67, (8) 二 368 二 0. 因 了 ,是 一 对 
一 的 , 6 一 0, 所 以 有 [GE #1-1(2Y,58), 取 闫 向 极限 即 得 由 4 所 
定义 的 类 w € Hi+'(X,S). 

不 巧 的 是 ， 上 链 消 子 和 函 子 4 一 > 1() 一 样 只 是 左 正 合 的 
《证 明 很 简单 ): 

有 一 一 > 人 (GE ,5S) i BY). 
沿 9 回 湖 YE CC 4) 不 一 定 行 . 这 正 是 我 们 的 “特殊 情况 ”但 
幸好 不 必定 死 某 一 个 开 覆 盖 ， 这 也 是 我 们 的 “特殊 情况 ”. 

引 理 已 给 gE€ C2.4)、 可 将 人 加 细 为 ”使 ofp) € 
Ct(Y ,A) 可 以 回潮 到 Ce(Y ,1). 
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证 明 很 容易 .对 任 一 (4 十 1) -元 组 Gy9(oo 0) 和 
4 门 司 门 56) .我 们 已 知 任意 PEca 站 站 5 均 有 邻 域 产 己 
5 一 站 6 使 pls yq) Vp 可 沿 9， 回 湖 ， 即 有 元 ACao,… ,a， 
PE PPz) 使 9g.4(ao ayP) 一 9(ao ,0) |Vp. 对 一 切 可 能 
的 级 十 1) -元 组 qo 和 PEUs 站 站 6 取 Ve 和 和 Alaor'n' sm， 
P)， 即 得 X 的 开 检 盖 学 二 《Vp). 例如 可 取 w==… 二 ma 二 4; 则 六 
亦 可 畴 益 4 (对 一 切 a). Y' 显然 是 人 的 加 细 . 令 pH (为 
# 标 集 上 的 加 细 映 射 . 可 定义 上 链 $€E CCY 站 如 下 . 令 Po, …， 
记 为 一 (十 1) -元 组 车 门 … 人 门 Vs 二 乡 , 我 们 只 能 定义 (fp6,…， 
所 ) = 二 0， 否则 取 8EVs, 门 … 门 Fi 而 定义 

PBor sh) = ACoC fo) CD ,0). 
因为 LEVs 站 … 门 FsCtoow 门 … 门 ocsw， 我 们 有 
Cg. ppBor fi) = gAto (lo) sor oP Is MN NN Vs) 
= ploCpfo) so BO Ns MN NN Vg) 
= (gp) (fo ,Pi). 

用 > 代替 ,我 们 可 以 和 前 面 一 样 定 义 5. 余下 的 各 前面 也 
一 样 . 
这 种 论证 在 层 理论 中 是 典型 的 情况 .在 朴素 的 老 时 光 里 ,我 
们 有 以 下 形状 的 图 式 : 

0 一 -5 -全 一 0 
| | | 
了 - 9。 


必 一 一 SI 二 一 一 十 1 一 一 站 十 一 一 ”0 


用 它 可 以 扎 踪 任 一 个 pwE A， 但 现在 求 9 的 序列 
0 vB,S) LOW, WU, A) 
右 端 并 非 满 射 ， 所 以 追踪 8 时 要 作 如 细 光 ,虽然 对 每 一 个 p€ 
Ce Ca， 都 可 以 这 样 作 ， 却 找 不 出 一 单个 加 细 y- 同时 用 于 一 
切 pE CC ,4) .这 情况 有 点 象 收 仇 但 不 一 致 收敛 的 函数 序列 . 
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我 们 只 需 处 理 单个 的 元 wE CS 和 . 情况 尽管 邻 人 不 快 . 却 反 
映 了 一 个 事实 :现在 的 二 同调 是 随处 相 异 的 初始 数据 的 二 同调 ,所 
以 不 能 期 望 有 一 致 的 处 理 ， 在 这 方面 、 只 用 开 覆 盖 这 一 有 向 集 而 
非 任意 偏 序 集 也 是 重要 的 . 例如 ,车 4, ww 6E 天 (4) 而 我 们 想 证 
6 十 ww) = 二 64 十 加! ， 我 们 将 用 p E€ CY ,4) 表示 4, pt E€ 
CD 表示 ww， 我们 当然 想 找 辽 后 时 如 细 红 与 名 而 县 可 
在 > 中 同时 追踪 p,， 9 ， 有 向 集 就 是 这 个 意思 (已 给 Gr，5i 必 
存在 > 使 同时 有 YY > ,YY > Gil) ， 

为 了 进一步 说 明 这 种 按 元 素 的 论证 法 .考虑 以 下 问题 : 使 
呈 ” (XxX，/") 二 0 的 层 无 疑 是 最 简单 的 情况 、 例 如 、 设 车 它 对 /一 
2 一 全 纯 胸 数 薄 层 成 立 . 则 任意 Mittag-Leffier 问题 有 解 (因此 , 由 
前 述 的 拓扑 学 事实 、 对 环 画 如. #1'(T?.@) 关 0). 但 先 要 作 一 点 小 
修改 .和 通常 的 上 同调 理论 一 样 ，11* (X， 1) 容易 理解 . 元 4 EE 
H"(X,1) 将 由 一 个 0- 上 循环 gy E Co , 门 表示 ,2% 是 某 个 开 桥 
六 (1,)， 故 对 于 每 个 a 均 有 元 p(a) E 1(,). 上 循环 条 件 成 为 

0 = ip lap) = (pF) 一 pd NN {ns), 
好 (pCa)) 是 相 容 的 ， 故 若 有 层 忆 、 必 有 唯一 pE A(X) 使 对 一 切 
a 有 yl 一 26el ， 这 样 我 们 看 到 
HICX,T) = LCX) 
就 是 在 整个 空间 二 取 值 ， 因 此 我 们 能 期 望 的 .最 多 也 就 是 “ 约 化 
群 > 方 (1 一 XT) 二 0. 我 们 不 来 给 出 其 必要 与 充分 条 
件 ， 相 皮 ， 我 们 只 限于 举 一 类 重要 的 例子 . 

定理 ” 今 入 为 一 光 渭 流 形 , 4 为 X 卡 的 光滑 形式 芽 层 ,这 时 ， 
FA'(X,4) = 0. 

证 令 z6E 有 I(X,4) 由 二 循环 we 局 (2 4) 表示 ， 儿 是 开 
覆盖 (Ls). 我们 通过 构造 1 与 0 间 的 同 伦 来 证 明 x=0. 但 我 们 不 
能 在 整个 C(32x ,4) 上 来 作 和 辣 样 的 同 伦 . 反之 , 对 每 个 ?将 定制 一 
个 同 伦 . 为 此 , 在 必要 时 作 加 细 而 令 和 为 局 部 有 限 ，(j) 是 从 属 
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于 弘 的 一 的 分 割 ， 定 义 G4 一 1) -上 链 Hp 如 下 ， 给 定 (@6，…'， 
-1)， 对 每 个 a， 在 包 门 G6 人 间 一 门 0。_, 上 作 形 式 p (ae，a，…， 
aa- 然后 把 和 p(Caya ,qm-1) 看 成 5 门 … 门 Us_, 上 的 光滑 形式 
( 因 其 支 集 在 人 U6 门 … 门 5 ,内 }， 今 定义 

好 wan so) 一 Dhplarao, 01). 


通过 通常 的 计算 ， 因 2 二 ! ， 我 们 有 


8(ao so = > — DiHp(aoe sd G1) 


和 


= > (一 12ogpfeyao st, ,G1), 
Hiplao,** ,a1) = Dhbplasaos so-_1) 


一 > jp(aoyat 一 >》) (一 1 
hppa 1) 
第 一 项 就 是 glq,…,q_1) ， 所 以 我 们 有 
SH9 + Hip = yp. 
因 sp 二 0，gp 二 6H9 是 一 上 边缘 ， 证 毕 ， 
除了 使 用 按 元 素 的 论证 外 , 上 证 中 构造 癌 伦 鼠 的 要 点 在 一 的 
分 割 . 这 表明 光滑 与 全 纯 范 路 的 区 别 ， 复 流 形 上 没有 全 纯 的 一 的 
分 割 ， 这 是 肯定 没有 的 ， 久 为 在 一 非 空 开 集 上 为 0 的 全 纯 函 数 必 
恒 为 0. 所 以 一 般 说 来 ,光滑 或 连续 形式 之 芽 的 层 以 至 一 般 可 以 乘 
以 一 的 分 割 能 对 象 之 层 均 服从 以 上 定理 . 这 种 层 称 “ 强 ” (fine) 层 . 
如 4，、4，4"“* 等 等 ， 另 一 方面 全 纯 层 要 另行 处 理 . 
作为 以 上 原理 的 应 用 ， 考 虑 开 上 之 复 值 连续 邢 数 芽 之 层 Ce. 
它 是 一 个 强 层 , 令 ce 为 在 Cc* 一 C 一 0 中 取 值 即 处 处 不 为 0 的 连续 
函数 之 芽 的 层 . 它 就 不 是 一 个 强 层 , 因为 我 们 虽 有 一 的 分 害 (#4,)， 
均 不 能 保证 得 到 六 处 处 非 0 的 (h). 事实 上 我 们 知道 , HH* (X ,Ce ) 
是 上 的 线 从 而 非 一 定 平 几 ， 现 在 有 一 个 自然 的 同 态 Cc 一 Ce 
在 开 集 V 上 由 下 式 给 出 
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CA — ce), fH em. 
注意 在 Ce (VY) 上 我 们 恒 用 乘法 记号 ， 故 fE ker exp 表示 f(z) 当 z 
EW 时 取 整 数值 , 车 5 为 连通 ， 此 必 为 整个 上 的 整 常数 , 所 以 
一 ker exp(U) 即 整 常数 层 Z. 在 
0 一 一 z 一 一 ccGD > Ce (CU) 
中 exp 不 一 定 是 满 的 .但 在 小 的 4 上 每 个 非 0 函数 局 部 地 必 有 对 
数 ， 所 以 在 层 的 水 平 上 ， 下 式 是 正 合 的 
0 一 ~z 一 -cc 一 ce 一 0， 
因 Ce 为 强 层 ， 可 得 一 同 构 : 
看 
0 一 AnCX,ce 一- 古 (Xe -一 -PC(X,Z) 一 > HI(X,Ce) = 10. 
这 个 同 构 的 含义 很 容易 认 明 ，H! (X，ce ) 是 一 线 从 ， 陈 类 则 在 
HI(X,Z) 中 . 所 以 我 们 实际 上 是 说 , 连续 复线 从 由 其 陈 类 决定 . 说 
准确 些 , 我 们 还 不 知道 6 是否 就 是 这 个 意义 ， 因 为 HC(X,Z) 是 系 
数 在 整 常数 度 z 中 的 层 的 上 同调 ，、 而 不 是 系数 在 模 z 中 的 通常 的 
奇 潮 或 单纯 上 同调 .但 以 后 我 们 会 来 处 理 这 个 向 题 ， 即 令 这 一 点 
不 清楚 , 还 有 有 用 的 应 用 . 令 如 为 光滑 函数 芽 层 ，4"Ccc 为 一 子 
层 上 县 Cg Cce， 图 式 
0 一 一 cs 一 0 
| + + 
0 一 -z 一 -Cpce .0 
给 出 了 另 一 图 式 
3 
HICK,C: ) — HCX,Z) 
+ | 
本 
ICX,ce )- 一 2(X,Z)， 
因为 cs 仍 为 强 层 . 左 方 竖 映 射 因此 也 为 同 构 ， 这 就 证 实 了 前 之 上 断 
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， 光滑 线 从 与 连续 线 从 相同 . 
下 一 个 应 用 表明 层 之 上 同调 这 个 复杂 的 工具 是 值得 的 . 令 开 
为 光滑 流 形 ， 我 们 有 de ”Rham 层 复 形 ， 
OR— A — > A 一 本 -xD) 
R 是 常 值 层 而 4 是 光滑 二 形式 层 . 我 们 知道 年 均 为 强 层 ， 故 
产 x* (M,4:) 一 0 和. 组 常 值 层 不 一 定 是 强 层 ， 故 有 Cech 群 
H* (MM，R). 另 一 方面 可 以 取 值 而 得 模 的 复 形 
OAM)— A CM) i AOM) 4+), 
其 后 调 即 de Rham 群 ， 记 作 五 CM) .我 们 要 证 明 它 们 是 相同 的 . 
证 明 很 容易 . 
首先 ， 我 们 知道 HRCM) 二 kerC4oCM) 一 > 44CM)) ， 因 为 
0O—>ROM)— HCM)— ACM) 
是 正 合 的 ， 故 有 
HACM) = RCOM) = H°CMR). 
一 般 地 令 ZZ 为 妆 -形式 芽 层 ,定义 如 下 : 
ZU) = ker( AV) 一 一 A+1V)), 
它 表明 : de Rham 层 复 形 〈* 〉 为 正 合 即 指 有 层 的 短 正 合 序列 : 
0— ZA zt! 0. 
它 给 出 
(MHZD 一 一 HOM TD) ee HCM,Z) = HCMR). 
生 均 为 强 层 ， 所 有 6 除 第 一 个 外 均 为 局 构 . 故 有 
HM A — HMZ) 一 下 (Zr-D -=0 
| ll 2 | 
A 一。 OM) HMR). 
所 以 
CHAR) = ZCM) /Imd = HACM). 
这 结果 的 意义 是 : 层 的 上 同调 CM ,R) 按 定义 是 复 办 的 对 象 ，de 
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Rham 群 HCM) 则 比较 简单 . 因为 它 可 以 从 一 个 复 形 “直接 ”计算 . 
尽管 真正 去 算 芒 (M) 仍 是 不 切实 了 奈 的 , 然而 用 模 的 一 个 复 形 去 代 
替 开 覆盖 、 顺 向 级 限 等 等 仍 是 非常 寡 用 的 ， 例 姐 我 们 有 zz 三,R) 
一 0 于 k>dimM 时 ， 这 个 事实 从 定义 是 无 法 得 到 的 : 

但 以 上 论证 真正 的 好 处 是 其 一 般 性 .其 看 有 了 形式 的 恰 质 ;用 
不 用 de Rham 复 形 显然 无 关 这 样 我 们 事实 上 证 明了 一 个 一 般 定 
理 . 

局 的 上 同 训 的 基本 二 理 令 4 是 X 上 上 的 晨 ，。 . 

dr -> 三 -一 = 万 一 一 Ry Fh 
是 层 的 正 合 序列 , F, 均 为 强 层 (或 更 一 般 地 设 有 "CX,R) 一 0 :让 
序列 称 为 4 的 强 层 分 解 ). 于 是 层 的 上 同调 :Hf* (CM,A) 可 由 下 述 模 
的 复 形 〈 称 为 截 日 复 形 ) 算出 : 
0 -下 (X) 一 Po(X) FX) FX) 

这 个 一 般 定 理 的 用 处 在 于 ,4 通常 不 只 有 一 个 分 解 , 于 是 此 定 
理 说 明 不 同 复 形 的 上 同调 相同 . 砚 如 ， 令 邻 人 涯 值 在 R 中 的 奇异 上 
链 的 芽 层 ， 印 - 

.CU) ey ; 
是 5 上 的 实 值 奇异 上 链 . 通常 的 止 边 缘 6 : St) 一 S++1(0) 辣 
义 了 层 同 态 6: 8 一 m5:+1， 记 住 SG) 即 W 上 之 函数 空间 (不 带 
连续 性 等 条 件 1) 对 这 种 函数 /， | 
far = f(z) 一 Ja， 
故 zekoD 二 R 是 常 全数 空间 ， 即 Z'=R 为 常 值 层 , 所 以 我 们 有 导 
的 序列 


OR SS mt 


(x x) 

因为 我 们 用 的 是 实数 而 非 整数 ， 易 见 5S: 为 强 层 , 其 实 , 对 4: 的 证 

明 可 逐 字 移 用 于 此 . :唯一 缺少 的 是 一 个 Foincaré 引 理 类 型 航 正 合 

性 结果 就 是 说 ; 已 给 一 点 PEX, 的 一 个 邻 域 昌 及 一 上 箱 环 多 
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€ 8) .是否 存 在 P 之 另 ~- 邻 域 ICL 使 pp 在 FF 上 为 上 边缘 ?在 
最 一 般 情况 下 确 有 空间 使 它 不 成 立 . 但 对 有 用 的 空间 它 是 成 立 
的 ， 例 如 车臣 是 一 流 形 则 取 Y 为 一 出 盘 ， 可 得 此 “Poincaré 引 理 ” 
成 立 . 所 以 (* * ) 是 常 值 层 的 强 层 分 解 . 应 用 基本 定理 , 我 们 有 
H° (XR) = H* (XR) = Hr (CX) 
( 层 的 上 同调 ) (奇异 上 同调 ) (de Rham 上 同调 ? 
它 又 给 出 de Rham 定理 的 另 证 以 及 关于 陈 类 必须 的 说 明 ， 下 一 个 
问题 几乎 自然 出 现 了 .… 既 热 de Rham 上 同调 二 (X) 有 层 的 解释 ， 
Dolbeault 群 H# (WH) 又 当 如 何 ? 再 回 蜂 一 下 它 的 定义 (第 八 章 ) 因 
为 已 经 久违 了 . 在 复 流 形 MM 上 有 (p,9) 型 复 值 光滑 形式 空间 
40 局 部 地 在 一 坐标 系 2 二 《z1,… ,a) 中 ， 它 们 可 用 ?个 吧 
和 9 个 ,来 表示 . 外 铂 分 < 贞 4 到 ta(U) 和 rr1C) Hs 
所 以 我 们 可 以 把 它 分 成 两 部 分 
9: A dU 9: .40 一 > 41C0)， 
在 40) 上 ,3 (faa dz) =0 意味 着 兴 一 0， 即 此 形式 为 
全 纯 ， 全 纯 形式 空间 记 作 Sr (V0) ( 故 -CU) = 0(U)) ， 复 形 
0 4) 一 -和 MY) — ee MCN) 


ME 
定义 了 Dolbeault 群 H8*( 杂 ) ， 我 们 有 层 的 序列 


0 一 > Cr Ar Rg 一 et 一 vv， 
我 们 希望 它 是 9" 的 强 层 分 解 . 先 承 认 这 一 点 ， 有 

Dolbeailt 定理 ”Dolbeault 上 同调 群 #3"CM) 与 层 的 上 同调 群 
好 ,9 ) 相同 ， 

这 个 定理 立即 给 出 了 Mittag-Letffier 定理 的 实质 ， 如 果 知 道 怎 
样 计 算 二: ， 我 们 就 能 处 理 障碍 了 . 因 4 是 光滑 形式 层 , 狠 
以 一 函数 后 不 变 其 型 ， 所 以 一 切 炒 " 均 为 强 层 ， 我们 所 需 的 又 是 
Poincaré 引 理 . 确实 有 这 样 的 结果 , 好 Dolbeault-Grothendieck 引 理 ， 
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它 是 以 下 面 的 结果 为 基础 的 ， 

推广 的 Cauchy 积分 公式 ” 令 /(z) 是 定义 在 某 开 集 UCc 上 的 
光滑 函数 ，DC8 是 含 于 心中 的 闭 域 ， 则 对 任意 点 zE€ "= 二 D 之 内 
域 ， 我 们 有 

1 = 盐 | 2 + 二 | Ys YW/3b1e A 本 (GD 

es 其 收敛 性 将 在 证 明 过 程 中 看 到 .再 
注意 此 z3 一 吉 ， 故 若 / 为 全 纯 第 二 项 就 为 
和 Cauchy 积分 公式 ， 

证 法 如 常 ， 以 z 为 心 作 小 圆 加， 则 在 
2°—D, 中 w= a La 9 人 为 变量 ) 是 一 
光滑 形式 记 住 如 = 和 圳 上 十 加 4 且 冯 (下)=? 


9 
(二 对 < 全 纯 ]， 可 以 算出 


Ea 


和 一 
所 以 由 Stokes 定理 有 


| 2 NA 一 2e 


如 通常 一 样 ,在 3D 上 令 5 一 z 二 ee:”, 则 当 : 一 >0 时 第 二 个 积分 趋 
于 2nif(z) ， 所 以 左 方 的 反常 积分 收敛 面 且 〈1) 得 证 . 
为 以 后 的 应 用 ， 我 们 将 《〈1)》 修改 成 一 等 价 的 形式 . 首先 , 已 


给 任 一 复 形式 w， 我 们 有 = do. 对 (1) 取 共 思 即 得 


af/RE 
sz A ds 


I 93f/ 98 , 


Fe = 一 吉 |,。 ni) 
记 住 世 = 去 [ 过 一 ! 襄 )， 闫 = 立 [ 芒 +! 言 )， 容易 验证 
站 \ 引 
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在 〗 王 式 中 令 f=， 即 得 (9/18) =9f/96， 于 是 得 


Fy Lf FOE Lf /0 
79 = 一 而 | 人 -而 | A 
因为 了 是 任意 的 ， 将 上 式 中 了 改写 成 了 即 有 
1[ fF 1 人 31 站 天 
f(z) 一 一 加 一 ol Fe Ad 0) 


5 一 
现在 来 看 Dolbeault 复 形 


0 一 一 1 一 一 > 0 一 -一 > A 一 一 一 一 49 一 
先 看 一 维 情况 . 即 设 dimneM=1. 而 M 为 一 Riemann 湖面 , 这 时 只 
有 ?一 0，1，2 三 种 情况 .. 对 于 ?=0 我 们 有 
0 Oe A A A 一 0 
《注意 (0，2) 型 形式 中 有 经 和 A 如 =0)， 对 ?一 1， 我 们 有 
EE ER RR ER 
?一 2 什么 也 没有 ,， 因 4 二 0， 这样 ?一 0，1 时 的 正 合 性 化 为 证 明 
其 中 的 5 是 满 射 . 容易 看 出 , 它们 都 归结 为 以 下 问题 : 给 定 一 定义 
于 开 集 U 上 的 光滑 函数 人 ,方程 注 一 了 是否 在 U 之 每 点 附近 均 有 局 
部 解 ? 它 的 答案 是 肯定 的 ， 确 切 地 说 即 有 
Dolbeault-Grothendieck 引 理 已 知 任 一 定义 于 开 集 CCCc 上 的 光 
请 函数 1(z) ， 则 每 一 点 PE 了 均 有 一 邻 域 PCD1 使 在 了 上 有 函数 
g{z) 适合 名 一 由 


证 令 DCU 是 含 忆 的 闭 圆 盘 . 对 zE DD 定义 g(z) 为 


_ 工人 了) 
9(2) |, 一 篆 


我 们 已 看 到 此 积分 收敛 . 现 证 党 =f. 为 此 再 以 z 为 心 作 半 径 。 的 
小 圆 D.CDb， 在 D 一 5D, 中考 上 处 形式 

w= df (Elog|é — zlide). 
我 们 可 以 把 它 算出 来 ， 事实 上 ， 因 为 有 


dt A teE. 
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) 2 z 
EUSIo8ls — 21°) — Rl 一: | 十 


训 [ 一 有 (一 局 ! 


a CE 
= Salogls — al? + Ee 
= els 一 汪 二 下 入 
故 由 Stokes 定理 
y ls 一人 二 | LAB 


上 


= icrale — zj 下 feel 一 zh 


再 作 5 一 2 一 ce， 可 知 右 方 第 二 个 积分 可 用 (Caloge) 由 来 估计 ,于 一 
| ， 豆 当 :一 一 0 时 它 趋向 0， 共 而 


2mjg(z) = rale — sl — | 过 一 log|e 一 zde A dé. 


现在 可 在 积分 号 下 作 之 而 有 
a [Jr | aa 
2 | 妖 裕 JA 


由 (1) 此 即 烹 = fa). 证 毕 . 

注意 ， 这 一 结果 在 以 上 表述 中 严格 地 是 一 局 部 结果 ， 每 一 点 
己 均 有 一 邻 域 rrCU 和 9? 使 在 Pr 中流 =f， 这 些 局 部 解 可 能 拼 成 
也 可 能 拼 不 成 一 整体 解 , 因此 它 并 不 说 明 #'(L,O) = 0、 我 们 提 


醒 这 一 点 是 因为 对 任意 开 集 UCC 恰好 有 #1Ci,O) = 0。 事实 上 

有 一 个 相当 不 简单 的 定理 指出 对 任意 非 紧 Riemann 曲面 性 ， 

8H! (X，) 一 0. 所 以 对 人 尾 一 非 紧 Riemann 曲面 ，Mittag-Leffler 癌 

题 可 解 . 至 于 紧 的 傅 况 , 我 们 已 经 知道 在 环 面 7? 上 有! (7?, 他 ) 天 

0, 由 Dolbeault 定理 和 Hodge 定理 , 我 们 也 知道 H'(X,O) = 上 直人) 
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是 有 限 维 的 ， 但 这 件 事 还 可 以 讲 得 更 清楚 ， 下 一 节 即 可 看 到 . 
$ 4. Riemann-Roch 定理 


我 们 要 在 本 节 中 计算 紧 Riemann 曲面 的 五 CM). 但 在 此 之 前 
可 不 用 其 复 构造 而 得 一 些 一 般 知识 ，M 是 一 紧 可 定向 流 形 ， 所 以 
有 Poincare 对 偶 上 映射 ， 

HI(M)Y—— HI(M), ur—* tu 个 [Mj, 
这 里 用 的 是 整 系数 同调 与 上 同调 , [Mj] € H;(M) 是 基本 类 . 记 住 
还 有 Pontrjagin 赋值 有 映射 
HOM— [HM] wi (uy +}, 四 
若 系数 整 环 不 是 域 ， 它 不 一 定 是 同 构 ， 但 记 住 《〈 第 十 章 ) 如 果 
H,-，(M) 是 自由 的 , 则 必 是 同 构 . 现在 , 我 们 感 兴趣 的 是 i=1, 而 
HoCM) 确 是 自由 的 ， 和 以 前 一 样 ， 它 表示 以 下 映射 是 非 奇 异 的 : 
HI(M) x HI(M) —> 2Z, 
(uo Cu wv, CM]. 

由 此 首先 得 知 H'CM) 无 撕 . 因为 车 € V1CM) 阶 数 有 限 , 则 对 任 
意 ”E HICM) ,uz 阶 数 也 有 限 , 但 , 因 WCM) 是 自由 的 , 赦 对 任 
意 vE€ HI(M) ,ue 二 0. 而 由 对 侦 性 有 =0, 但 与 前 而 不 同 , 上 积 
配对 是 斜 对 称 形 式 而 非 对 称 的 ， 所 以 我 们 需要 一 些 关于 人 针对 称 形 
式 的 理论 . 所幸 的 是 这 样 的 理论 比 对 称 形式 理 记 简单 得 多 . 它 只 

定理 令 《.，。，〉 是 自由 z 横 ( 即 自 由 Abei 群 ) FY 上 的 非 
奇异 斜 对 称 形式 ， 则 VY 有 基底 〈a ，…，am， 三 ，…，&) 使 

m8) = Gy. 

特别 是 rankY 二 2 为 偶 ， 

所 以 一 切 同 秩 的 韭 奇异 斜 对 称 形式 都 是 等 价 的 . 

证 令 《a …, 4) 是 了 的 任意 基底 ，(m，…，%w) 是 V* = 
Hom (VY，Z) 的 对 偶 基 底 . 由 假设 
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T 一 it 
是 一 同 构 。 所 以 gp 之 形 必 为 Bp.(*) = 二 《*,b) ，5EV， 特别 是 
‘mbi) 二 1， 
‘mb ) 二 0, i> 1. 
考虑 a1» Db 生成 的 子 模 = {al, ty}. 今 证 凡是 了 的 直 和 分 解 的 
一 项 . 为 此 只 需 证 明 高 空间 P/V, 为 自由 , 即 若 >E『 使 有 某 个 ?天 
0 而 加 EE {tab}, NvE (ab 事实 上 着 加 二 pa 十 场 则 有 
Xpot)》 = Mvb = 
所 以 
和 一 和 DByal 一 22sGl7>D。 
因 2 天 0 而 Y 为 自由 ， 可 从 上 式 消 去 2 而 得 
v= bda 一 《DG 7D)， 
将 了 按 一 基底 (a, bs, **') 写成 V=VOr,, 4*,，。) 有 如 
.下 的 矩阵 表示 : 
人 B, . 
B 9 
一 年 Cc 


m=( - 采用 以 前 对 对 称 情况 的 论证 (第 十 六 章 § 1) 用 一 


1 0 


形 如 2 | 


) 的 算 降 作 基底 变换 ， 则 


( i , ) 
PBP' = 3 
0 BB 


因 P, 8B, B; 均 为 单 模 的 ( 即 dct 二 1), B; 也 
< 是 ， 换言之 ,有 在 站 上 分 解 为 直 和 〈Pi， 
5i) 介 012， Bz), 在 (Y。，B;) 上 重复 以 上 
论证 ， 即 得 定理 之 证 . 
这 样 , 如"( 对 ) 的 同调 构造 是 简单 的 . H'CM) 相对 于 基底 (%， 


tt hs 9 pm 是 自由 的 ， 且 秩 为 2g， 这 里 
hi 一 Gy 
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9 称 为 的 亏 数 (genus). 其 实 我 们 是 走 了 一 条 壕 回 的 路 来 表达 这 
一 切 ， 它 是 关于 紧 可 定向 曲面 的 非常 经 上 典 非常 几何 的 定理 ， 例 如 
亏 数 ] 的 曲面 是 一 环 面 , 而 %。m 由 相交 数 为 1 的 对 偶 同调 类 6， 
5 表示 〈 第 十 二 章 )， 从 所 周知 ,， 任 一 紧 可 定向 曲面 均 同 跃 于 一 串 
具有 9 个 “ 润 ” 的 环 面 之 一 人肉 一 例外 是 “没有 泣 ” 的 8*( 亏 数 
二 0). 所以， 从 拓扑 上 讲 志 数 是 MM 的 唯一 不 变量 ， 


(ee 和 (过 


KG 


为 计算 BCM), 要 用 调和 理论 . 先 搞 实 de Rham 群 Hi (CM). 
记 住 , 若 xz 一 z 十 i 是 一 局 部 坐标 而 o= Pixz 十 gay 是 一 个 1- 形式, 则 
相对 于 体 元 素 dz 人 由 的 Laplace 算 子 、 是 


w (区 + 条 和 +( 品 + 内 ) 


名 -+ 到 导 + 到 -+ 到 


车 用 * 算 子 表示 ， 有 =d6 十 8， 且 6 二 一 x d* 是 相应 于 内 积 
《rr 上) = | A x 
的 形式 伴 . 为 对 5 做 这 些 工作 , 靠 要 把 内 积 推广 为 复 值 形 式 的 Her- 
mite 形式 
《rp =|. FT 人 x_, 
然后 再 作 5 的 形式 伴 . 经 过 计 有 


6 二 一 Gx 并 
# (vw 二 iv》 二 #4 一 1x 是 * 算 子 的 复 共 罗 . 
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. 现今 = 访 是 "(0，[》 型 1: 形式 ， 我 们 有 '53 (Ce). 一 0， 目 
由) 


+ er A 让 A 


| 
ta 


所 以 车 记 3= D6 二 9 起 的 Laplace 争 对 ， 我 们 有 ~ 一 让 特别 


是 Aw=0 iff ‘Se Dy; 这 表明 ， 0) 一 ( 
阶 数 1 的 形式 之 空间 ) ， 诱 导出 包含 关系 2 

i HM) = En a 
我 们 也 有 ， AiCM) AY OA CM) A NM) = pare 4* 却 
fie 一 jz 是 入 ( 订 ) 与 储 Cu) ) 间 的 实 疝 板 - 辣 物 信 关 人 45 讲 匠 后 闪 


A 3 Ss 2 | 加 
它 表明 Cas) = 0 OR) =0. ”这 清楚 区 汪 明 了 ge 


1 ET < 
"WE TS /ED Wi CH). RE 
这 样 ， 我 们 可 以 断言 有 以 下 秀 : 
定理 “dim 二 4 = di 博 dw) < 于 dim 友 (MD = g(M 之 亏 
数 ) 轴 站 于 次 转 呈 “hv 一 ~ 有 耻 菩 各 = 之 才 , 交 下 汪 要 > 乃 攻 


要 注意 ， 这 个 结果 研 以 看 作 一 个 指 杨 定 理 ， 因 为 ， 算 子 


9H 良 为 条 前 珊 民 五 得 194nt 罗 流 7 机 作 革 本 天 5 全 贡 .村 拓 膛 过 
的 指标 是 竹 水 sim 
dimAHY* CM 7 dim 和 和 Ci 了 1 一 9 
它 是 一 拓扑 不 变量 ， 现 在 要 推 户 它 ， 为 了 说 明 这 是 什么 意思 ， 可 
以 提出 下 面 的 问题 : 我 们 知 哩 若 讨 证 对 也 漆 - 社 乓 堆 问 半 估 
H!ICX,@) =0, 例如 当天 为 非 紧 附 7 峙 开 示 Mittag-Leffler 定理 对 X 
成 立 , 这 当然 很 好 ， 但 匡 : 关 信 关 , 台 训 zz 机 计 算 它 有 什么 好 处 ? 在 
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回答 此 问题 前 ， 先 弄 清 一 个 技巧 性 的 地 方 ， 记 住户 和 和 预 层 之 区 别 
在 于 ‘S，3) 即 可 和 否 把 局 部 的 东西 拼 起 来 ， 例如 #*(5,T) 中 的 元 
是 一 族 (6,， a) 而 UU = Va € PH) , 在 M8, 上 m= 二 a,。 车 
六 为 一 层 , 由 (S$，3) 可 得 a € (WV) 使 alU,=m%. 这 样 , HC ,站 ) 
二 1XU) 二 者 是 一 回 事 . 但 车 矿 只 是 预 层 就 不 行 了 . 这 时 , 我 们 有 
一 自然 的 映射 (4) 一 HCUV,1") ,但 它 可 能 不 是 一 对 一 或 不 是 满 
射 ， 所 以 要 细心 地 区 别 二 者 ， 可 能 出 现 这 样 的 事例 的 捕 况 是 有 一 
子 层 5C7, 本 是 大 一 点 的 亡 . 这 时 对 任 一 开 集 0SCD) CU) 故 
可 作 痪 模 C6)/SCL) ， 显然， 规定 . 
Ur PAS 1 

连同 诱导 的 限制 映射 给 出 一 个 预 层 . 但 即 令 5, 六 为 层 ,， 它 也 可 能 
不 是 层 . 若 二 = 局 fa] E C6)/SCU) 彼此 相 容 ，- 则 在 Vi 门 5, 上 
[aj = 二 [ww*， 但 这 只 说 明 a 一 aj € 850, 败 V) ， 攻 妇 令 为 尽 
也 无 法 应 用 (5，3). 举 一 个 例 , 令 © 为 全 纯 沙 数 芽 层 ，-Y 为 亚 
纯 函 数 车 层 . 显然 GCA 为 一 子 层 . 但 冶 -ye 不 是 亡 . 一 族 相 
容 的 [a] EHUD)/EOU) 愉 表 示 a 一 a)&€ BUT 5) 或 者 说 wm， 
a 有 相同 主 部 . 若 AK/@ 是 层 则 一 殷 Mittag-Leffler 间 题 均 有 解 , 这 
当然 不 真 . 但 以 上 讨论 也 寓 昧 着 [a] €E .UU)YE@UU) 与 指定 主 部 
是 相册 和 的. 因此 -ye 称 为 主 部 的 预 雇 . 

从 上 上 岗 调 观点 着 ,对 于 预 层 虽 可 定义 上 和 同调, 但 基本 的 工具 ， 
如 与 短 正 合 序 列 0 一 S$ 一 > 一 >4 一 > 和 相关 的 长 正 合 序列 只 
对 层 适用 . 但 非常 有 利 的 捕 况 是 ， 若 仔细 考 审 基本 引 理 的 证 明和 
长 正 合 序列 的 构造 , 会 看 到 S 和 六 确实 需要 是 层 , 而 商 4 则 不 必 . 
所 以 由 0 一 -2 一 -一 -AD 一 仍 可 得 一 正 合 序列 

Hn (CX, A HK A O HK OO — 
由 已 经 证 明了 的 可 知 , 元 素 PE H'(X,H/@) 由 一 族 亚 纯 沙 数 
(0) ,a E -HU,) 来 表示 ,这 里 X=UU, a 一 @€ 2 中 4)， 
即 是 说 ?是 主 部 的 标志 ,:aP E #1CX,O) 由 上 循环 Gj) 一 am- 
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表示 . 要 找 一 个 亚 纯 芍 数 “使 有 指定 的 主 部 P, 表示 a € H"(X， 
HA) 而 Tr (0) 一 请. 所 以 mr 一 kerE 度 量 了 Mittag-Leffler 问题 可 
解 度 ， 但 同时 也 有 

XGAGBJAkerg = ImdC HI(X,O), 

所 以 H1(X,B) 给 出 了 有 多 少 个 主 部 无 解 的 上 界 . 例如 设 半 一下 是 
一 环 面 而 P= 单个 点 上 的 单 极点 ， 我 们 知道 这 个 P 无 解 ， 即 P 是 
HICX,AHA/O)/ker6 中 的 非 零 元 .但 我 们 现在 知道 8'(X ,人 O) = 
H#!(X) 维 数 为 1. 所 以 类 [Pj 是 线性 无 关 意 义 下 唯一 无 解 的 主 部 . 
就 是 说 , 车 8 二 在 与 P 不同 的 另 一 点 上 的 极点 ， 则 ?一 8 有 解 . 即 
环 面 上 存在 亚 纯 岗 数 在 两 个 不 同 点 上 有 极点 , 这 件 事 并 不 太 好 证 . 
但 至 少 在 这 时 ， 若 假设 已 知 一 些 分析 上 的 事实 、 却 可 以 做 到 . 因 
此 设 已 知 Weierstrass 令 TCC 是 一 格 , 它 定义 一 
环 面 C/T=T。 Weierstrass 渗 数 多 


FP(z) == 方 十 D2 i 
它 是 C 上 的 亚 纯 清 数 而 在 也 “各 点 上 有 二 阶 极点 ， 它 也 是 双 周 期 
的 , 即 多 (z 十 o) = 灾 (z) ，oEP 所 以 它 定义 下 上 的 亚 纯 通 数 
而 有 一 个 二 哈 极 点 . 这 样 , 它 还 一 定 另 有 两 个 零点 . 现在 f(z) = 
DP'(z)/ 儿 (zx) 也 是 双 周 期 的 ， 它 将 多 (z) 的 极点 与 零点 都 变 成 单 
极点 . 这 样 ,想得到 我 们 之 所 需 , 应 证 信 (z) 有 一 个 2 阶 零 点 . 我 
们 知道 ,到 (z) 适合 方程 
ES (2) = {BR) el{ BR(2) — 0) {PB(z) 一 es)， 

= FB{(1/2) ,es = PDT/2) ,es = PIT)/2), 8 《1,7) 生 
记 所 以 著 用 多 (z) 一 el ( 它 也 是 双 周 期 的 ) 代替 人 2(z) ， 则 = 
二 1/2 将 是 一 零点 且 多 '(1/2) 一 0. 故 z 一 172 不 是 单 零点 而 是 二 
重 零 点 . 儿 !'(z)/( 儿 (2z) 一 e1) 于 是 是 T? 上 具有 两 个 单 极点 < 一 0 
和 z=172 的 器 数 ， 

这 样 我 们 看 到 , 即 令 H1(X,B) 非 零 , 计算 它 仍 是 有 用 的 ,要 
沿 这 条 思路 得 到 更 多 结果 ， 考 虑 一 个 与 Mittag-Leffler 问题 相 平行 
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的 问题 . 车 有 X 上 的 亚 纯 函 数 f， 而 飞人 恰好 又 是 紧 的 ， 则 f 不仅 
有 极点 ,而 且 必 取 一 切 值 例如 0， 且 总 阶 数 相 同 . 在 Mittag-Leffler 
问题 中 , 我 们 只 指定 极点 位 置 和 相应 主 部 , 而 对 其 它 值 不 置 一 词 . 
现在 稍 许 放松 对 极点 的 要 求 ， 只 指定 其 位 置 和 阶 数 而 对 主 部 不 作 
任何 要 求 , 但 同时 则 加 强 另 一 方面 的 要 求 即 指定 替 点 位 置 与 阶 数 . 
这 样 的 数据 显然 可 用 从 X 到 整数 集 的 分 布 画 数 v: XX 一 -*Z 来 表 
示 , 这 里 v 只 在 一 离散 和 集 上 关 0. > (P) =t, £2>0 表示 PP 点 是 % 阶 
零点 ，k<0 表示 它 是 一 阶 极 点 ， 我 们 有 

Riemann 分 布 定理 ”在 全 平面 C 上 ,任意 分 布 函数 * 均 有 解 , 即 
有 一 亚 纯 函数 了 只 在 > 指定 的 点 上 有 零点 和 极点 . 

我 们 先 用 层 的 语言 来 重 述 这 个 问题 . 在 任意 开 集 口上 ,了 上 范 
数 之 空间 多 (0 显然 是 一 全 环 . 但 在 复 范 畴 中 还 可 作 更 强 的 断言 . 
例如 心上人 全 纯 范 数 空间 人 (W) 还 是 整 环 ， 即 fg 二 0 二 f==0 或 g 二 
0、 这 里 0 € BU) 是 环 @CV) 的 零 元 素 ， 即 恒 等 于 0 的 函数 。 这 
个 论断 可 直接 得 自 乔 级 数 展开 式 ， 它 虽然 容易 看 出 ， 却 刻画 了 全 
纯 范畴 的 特性 , 类 似 地 ,” 上 的 亚 纯 函 数 空 间 .和 KU) 是 一 个 域 . 事 
实 上 车 fj 天 09, 则 其 零点 是 孤立 的 ， 所 以 9 一 1 也 是 亚 纯 酒 数 , 其 
极点 正 是 了 的 零点 ( 反 过 来 也 对 ). 要 提醒 一 点 , -Al ) 不 是 CU) 
的 商 域 PC(D) ， 事 实 上 对 应 关系 履 一 FC(D) 并 不 是 层 ， 但 
-HA(D0) 二 (DU,FO) 是 此 预 层 的 五". 

Riemann 定理 中 显然 应 除开 常 值 泪 数 , 故 令 -40D) = MUU) 
一 0 是 不 恒 为 0 的 亚 纯 函数 的 芽 层 . 车 f,g € .47 (0) 的 零点 、 极 
点 的 位 置 与 阶 数 均 相同 ， 则 frg 是 全 纯 的 (极点 已 消去 ) 且 恒 不 为 
0 (零点 已 消去 )， 若 @ (7) 是 恒 不 为 0 的 全 纯 沙 数 空间 (注意 
从 ) 关 全 (四 一 上) , 则 f=9 于 -KV* D/Or(V) 中 ,规定 LU 一 >» 
-HH"(U)/O@* (U) 是 一 预 屋 ， 记 作 .和 /CO ， 并 称 为 分 布 或 除 于 
(divisor) 的 预 层 ， 正如 主 部 的 预 层 -M/E 一 样 , v € Ho(U， 
MA" /OO') 表示 一 族 Ca), oq € A* (D0)， Ub, 二 VV , 且 在 UNv, 上 
wy € DO" (U0,) . (注意 A (2) 是 乘法 群 ， 故 用 乘法 记号 . ) 
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这 和 在 上 指定 等 点 和 极点 《 即 在 4, 上 指定 a 的 零点 和 极点 ) 是 
一 回 事 ， 按 这 样 的 解释 ，Rienann 定理 很 容易 证 明 .. 由 


0— O° 一 -一 -reAC 一 一 0， 


我 们 有 
HC A: }— HC, A /OO ) 一 一 ie,e Dm 
Riemann 定理 就 是 要 证 明 > 是 满 射 . 如 能 证 女 XC,@* ) 二 0, 则 此 
事 成 立 ， 但 由 
ER | 

我 们 得 到 

HO — HCO) HCC,Z) — 
但 由 Mittag-Leffler 定理 , #4'《C;OQ) = 0. 由 de Rham 定理 H:(C,7Z) 
= 奇异 上 同调 二 0, 因 ¢ 为 可 缩 ,证 毕 . 此 外 还 可 证 明 对 任 一 非 紧 
可 定向 流 形 X，H?(X, Z) 二 0. 因为 我 们 已 知 对 非 紧 Riemann 曲 
面 羡 , HI(X,@) 二 0. 所 以 上 证 对 非 紧 的 也 成 立 ， 

在 紧 Riemann 曲面 M 上 ,Riemann 定理 可 能 不 成 立 , 然而 亚 纯 
郊 数 了 的 极点 与 零点 毕竟 是 一 回 事 . 血肉 村 家 人 的 计 打 尖 沦 ， 和 
数 必 为 9; 

D(v) = Dy 一 人. 
仍然 和 前 面 一 样 ， 序列 
— HIN, AA" ) Hi /©O* je MO ) 一 一 …- 
表明 吉 (M /OO jin CH COM, ) 度量 不 可 解 的 程度 . 但 
现在 还 有 一 个 新 的 特性 ， 空间 如 CC ) 是 有 几何 意义 的 ， 因 为 
人 2" =C5 二 值 在 C0* 一 C 一 0 中 的 全 纯 函 数 芽 层 ， 融 iCM,@*) 是 性 
上 的 全 纯 绕 从 之 群 . 实际 上 ， 若 仔细 地 考查 一 下 定义 ， 则 驶 射 
HICM A /O° ) i HICM OO) 
可 以 上 何 地 描述 如 下 : 令 » 为 由 一 族 亚 纯 函数 (a) ,ai € 4 (5) 
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是 络 冬 型 县 wml9r O°" (VN ER 所 表示 的 分 页 ， 典 仓 呐 不 过 就 是 
由 话 移 印 数 克 于 上 ar 所 承 的 线 丛 ， Ge 2 
a * 

= N94 一 ]，- 六 
采访 样 的 语言 i Riaadan 总 理 可 以 改 述 为 ， 分 机 * 有 解 和 Ef 线 战 加 
是 雷 凡 的 。 注意 收 这 里 芍 衬 凡 性 是 在 全 纯 医 雯 中 诬 的 六 质 姑 不 能 
由 其 陈 汶 刘 GC 凑 宗 .和 (dm 一 9 鞍 消 是 世 必 要 条 作 人 我 们 舱 量 
到 ， 这 件 事 有 简单 的 含义 ， - N15 

元 具 车 村 为 贤 , 分 布 % 肌 会 罕有 限 多 战 记 司 (只 ) 莹 末 天 0 所 以 
奇 恬 用 记 绒 才 一 ' 再 25 潜 未 ' 盐 用 这 释 酌 记 总 4 我 何 称 * 切 sc 除 好 


并 用 和 法 二 算 ,而 用 函 数 记 号 时 ， ?的 运算 是 放 涝 - 
风光 其， 对 于 队 季 Re Se 
deg» 一 2 7) : = 2 


对 亚 纯 函 数 f， 我 们 总 有 一 个 除 子 pe 与 之 相关 ， 
(NCP Pot RY. oe 0 网 记 
氏 为 我 们 民 箱 ge8( 检 并 1 ,所 以 想 对 锈 守卫 扔 典当 六 闻 ) 是 
没有 希望 的 :, 假 对 任意 必 , 硬 拉 讨 论 Y- 比 Dc 好 各 工 比 坏 *- 呈 如 ， 
( 门 C(P)02DR) 喊 者 表示 只 是 .人 二 露点 ~ 其 阶 散 屡 步 是 REP) ,所 
以 了 需 正 则 些 , 或 者 表示 P 是 了 的 极点 ， 其 阶 数 不 坏 于 |D(Z) | . 
车 有 芝 合 《使 rtlgHx 这 素 志 8 各 的 企 纯 :除了 予 AT 渍 责 概 直 车 
对 一 已 给 称 子 D， 可 定 举 险 子 晤 Gp 二 典 指 窒 区 (4) ,地 
TD DA Ms 
即 是 说 , 必 钻 和 是 大 总 不 比 2 坏 的 亚 第 孙 歼 窑 闻 ,6 渤 甩 而 汕 
用 十 D 当然 暴 六 种 规划 化 约定 * 调 会 使 后 来 的 结 时 更 上 )w 例 如 , 若 
了 庆 芷 是 5 点 愉 于 no 3 训 司 由 在 如 问 物 有 姜 枝 本 的 亚 争 
函数 集 . Co 显然 确 为 一 康 , 所 以 我 们 对 H'CM ,OoX 宕 物 《版 ) 半 闻 
感 兴趣 .在 D0 的 特例 下 wo 二 6 所 内 我 们 知 流 全 L924 是 
仁和 一 磺 情 况 于 我 要 可 以 提 弄 * 阶 手 邓 届 慰 蓄 骨 的 点 险 玉 板 移 
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= 9 


出 来 ， 这 可 能 会 给 出 它们 的 层 的 某 种 关系 其实 这 关系 是 很 简单 
的 , 令 P 为 一 点 除 子 , 当然, CoCCr+r 是 一 子 层 , 故 有 正 合 序列 : 

0—> OO, Dopo Opis /Os 一 和 一 0. (Cx) 
不 难 描述 其 商 预 层 1 令 4 为 一 开 集 , 车 P 和 VU， 显然 Cptp(V) 一 
OotU) ,而 (UV) 二 0. 若 PEU，,，『 (0) 可 用 任意 地 在 P 点 有 单 
极点 的 亚 纯 函数 fE vot 来 表示 . 所 以 这 时 dimT(V) = 1 简单 
如 此 ， 计 算 五 "MP) 应 非 难事 ， 我 们 需要 的 仅仅 是 以 下 的 

引 理 BC,.P) 一 0. 

证 给 定 [pg] € Hi(M,T) ,可 用 上 循环 yg E CC , 门 表示 
Lp], 这 里 和 = ( 心 ) 是 一 开 著 盖 ,使 得 只 有 一 个 通 合 UiBP. 令 
已 ED 给 定 (i, 四 后 , 若 i 或 jio， 则 因 pgGi,7) € Tv, 人)， 
PU NC, 必 有 wi 站 二 0. 另 一 方面 ， 若 :==j==io， 我 们 也 
有 

0 = sp(iosio 0) = pliorio) 一 pliosio) 十 plio,io) 
= p(to ,to). 
所 以 w= 二 0， 从 而 Lp]」 =0 而 引 理 得 证 . 

有 此 结果 后 ， 可 作出 与 (* ) 相关 的 正 合 序列 

0— HCM ON) — HO, Ooto) ~— HM,T) 

一 一 有 (CU — HIi(M,Op4p) —r HICM,T) = 0. 

(#%) 
由 此 立即 可 知 五 "(M ,Co) 为 有 限 维 if H* (M,Cpiz) 也 是 .这 
时 , (x * ) 的 Euler 示 性 数 为 0， 即 有 
x(H' CMION) — YH CM Do 1=0, (x#xx) 
《由 引 理 dimH*CM,T) = dimT(U) 二 1) .这 里 当然 有 
x{ H* (M,C0)) = dimH' (CM, Op) — dimHi(CM Cr) 
是 HH* (M,C@o) 的 Euler 示 性 数 . 因 deg(D 十 P) = degD 十 1， 
(¥ # # ) 可 写 为 
xX(H' (M,C0)) 一 degD = ¥( H* COM, pr)) — deglD + PP). 
因为 任意 除 子 都 可 由 点 除 子 做 出 来 , 比 式 说 明 : Xx( 五 "(M ,Co)) 一 
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degD 只 要 对 DD 有 定义 则 总 是 常数 ， 于 是 车 D 二 0， 我 们 有 

x HOMO = dim MO) — dimH(MO)=1— yg. 
这 样 ， 我 们 证 明了 

Riemann-Roch 定理 (RR 定理 》 对 紧 Riemann 曲面 MM, H" (MM， 
Co) 对 任意 除 于 DD 均 为 有 限 维 ， 而 且 

, 放下 "Co)) 一 de8D 一 1 一 9 
9 是 好 的 亏 数 . 

作为 一 个 最 简单 的 应 用 ， 我 们 有 

定理 亏 数 为 0 的 紧 Riemann 曲面 YM 必 同 构 于 Riemann 球 
面 . 

因为 =0 时 我 们 有 ，、 对 任 一 除 子 0， 当 degD 之 0 时 

dimH CM ,0) = 1 degD + dimH!' (M.Dp) > 0. 
特别 是 对 点 除 子 D=P, dimH*(M,Cp) 之 2. 在 MM 上 可 以 有 全 纯 函 
数 , 这 时 dimH'CM ,Cp) == | ,所 以 在 MM 上 一 定 有 不 全 纯 的 亚 纯 孙 
数 f 了 EECU Co)， 即 了 在 己 点 有 单 极点 . 前 已 说 过 , 了 给 出 一 个 
全 纯 映 射 

fi:M—— 8? 
其 映射 度 为 1， 故 了 是 同 构 ， 证 毕 . 

为 了 领略 这 个 结果 , 读者 可 能 记得 当 9 一 1 时 , 这 个 定理 完全 
错 了 ， 早 在 第 一 章 中 我 们 就 已 看 到 , 在 环 面 ?? 上 有 不 可 数 无 穷 多 
个 互 不 同 构 的 复 构造 . 

当然 也 可 以 在 别处 用 类 和 似 的 证 明 . 例如 我 们 已 证 明 过 在 环 面 
上 必 有 具有 两 个 单 极 点 的 亚 纯 医 数 . 取 D=P 十 8 以 及 9 一 1, 我 们 
有 

dimH'(M Co ) 之 2, 
HM ,Oo) 中 的 对 象 或 者 是 全 纯 国 数 一 去 掉 一 维 ， 或 有 一 个 单 极 
点 〈P 或 9), 这 又 不 能 存在 . 因此 其 中 必 有 在 P，& 两 点 均 有 单 极 
点 的 亚 纯 医 数 在 . 
RR 定理 还 有 许多 重要 应 用 ， 但 要 更 详细 地 讨论 它们 就 需要 
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更 多 工具 ， 如 -Serre 对 质 性 定理 . 这 需要 时 间 太 多 ; 于 是 我 们 转 而 
集中 讨论 RR .定理 为 什么 可 以 看 作 楷 标定 理 . 先 旧作 一 些 - 一 般 评 
论 ，RR 定理 是 表述 为 以 下 公式 的 : 
.dimH° CH Co) — dimH! (Msn) 1 9 本 degD. 

其 中 , 至 少 从 目前 的 观点 看 来 , 最 有 意 轴 的 是 第 一 项 (M,C20) ， 
因为 我 们 知道 它 是 奇 点 由 D 控制 的 亚 纯 函 数 空间 . 所 以 H'CM， 
Co) 这 一 项 有 些 麻烦 . 如 果 没 有 这 一 项 ,我 们 就 会 得 到 更 和 准确 的 定 
理 . 但 HH'(M,C) 没有 几何 音义. 取 D== 0 这 个 简单 情况 . 这 时 由 
Doipeault 定理 8H'CM.O) = H3*(M). 我 们 说 过 ， 共 锯 映 壬 

A COM) — "AIM, Fa 
将 调和 形式 ”CM) 映 到 24"CM) 上 ， 所 以 

HICM,O) = HY MY = HYCOM). 
再 用 Dolbeauit 定理 , HM) 一 HC(M, 0), 9 MM) 
A oe) 二 全 二 1: 形 式 菠 层 .所 志 VD 

MO ~ ECM,O') 

也 可 以 解释 为 整体 全 纯 .F 形 式 .. 事 实 上 , 这 就 是 Serre i 
最 简单 的 情况 ( 见 第 十 七 章 ， 那 里 讨论 了 如 何 由 Hodge 理 施 得 出 
Poincaré 对 偶 性 ， 这 里 是 它 的 复 的 类 比 ). 

即使 承认 RR 定 埋 的 第 二 项 很 重要 ;没有 它 也 还 是 异 好 , 甚至 
若 能 欧 其 中 的 “一 ”号 改 为 “十 ，: 缉 ， 也 镀 得 到 一 个 定理 ; 它 给 
出 这 两 个 空间 维 数 的 上 界 ,: 但 这 是 过 分 的 奢求 … 而 指标 性 定理 的 
本 性 正在 于 此 : 只 能 保持 交替 和 或 Euler 示 性 数 型 本 不 蛮 量 ;: 这 个 
值得 注意 的 现象 第 一 次 在 第 四 章 中 出 现 ;: 那里 我 们 计算 了 三 角 剖 
分 的 顶点 数 、 边 数 和 面 数 . .它们 丹 经 变形 得 到 搞 象 的 形状 。 说 到 
头 来 ， 和 “相同 的 思想 . 读者 从 RR 定理 
人 ， Ss 


8 5 i Roch 定理 的 Ebel 推广 ， 


.村 想 把 RR 完 理 解释 为 指标 定理 ; 先 震 推广 Doiteautt 定理 . 这 
588 


意味 着 ， 例 如 对 于 D=0， 
HOMG) 一 HM), HIMO) = FH'!'(M), 
可 以 用 下 面 的 Dolbeault 复 形 计算 
0 一 一 4200) — 4A"'(M)—— 0, 
0 一 一 -40(U) 一 一 A (MM) — 0. 
在 这 个 复 形 上 有 Lapiace 算 子 
a+ 6 :AM BP AM) 一 4) DB A NM), 
其 指标 dim ker 一 dim coker 即 RR 定理 中 出 现 的 数 x{ H' CM,@)). 
要 重复 这 一 切 . 就 需要 一 个 Dolbeautt 复 形 来 计算 有 除 子 D 时 的 层 
的 上 同调 六 "(CM ,6。) . 这 里 的 关键 是 除 子 和 全 纯 线 从 的 关系 . 记 
住 我 们 有 层 的 正 台 序列 
0 一 > OO 一 > 一 O° 一 0 
-7 * 一 恒 不 为 零 亚 纯 孙 数 层 , 2' == 恒 不 为 0 的 全 纯 落 数 层 , -7 
必 " 二 除 子 预 层 . 于 是 我 们 有 正 合 序 列 
HOM A HM A /O° CO， ) 一 …， 
映射 6 表明 如 何 由 除 子 过渡 到 从 . 将 除 子 了 D 表 示 为 一 族 (6,,a) ,a 
EA eyjo EO AG NU) ,UU=M, JD= [D] 正 是 一 
个 线 从 ， 其 迁移 菠 数 是 
9 = al/a， 在 UN tr 上 , 
因 [52] 是 复线 从 ， 我们 有 其 陈 类 cED] € Hi(M,Z). 因 M 上 有 
标准 的 定向 , 故 有 一 整数 《c.f[D],LM] )-( 仍 记 为 a4fD] > 拓扑 地 、 
光 背 地 但 非 全 纯 地 决定 从 [Dj. 现 就 一 个 简单 例子 按 此 法 作 计 算 . 
当然 , 车 D==0 可取 一 上 (对 一 妃 有 这 时 对 一 切 和 j mw 一 1 而 
显然 [0] 是 平凡 从. 私 次 的 简单 情况 是 0 一 为 点 除 子 、 取 = 
号 一 CP' 十 0 为 Riemann 球 . 记 住 MM 可 用 两 个 坐标 邻 域 覆盖 , 一 是 
(Uo, qo) :Uo= {La, 21] ECP' sD}, 
po : [0 一 一 ~C、 [Zor 21] Pz /os 
(i Pp) ss ,= {Lm, zr] ECPi]z 0}, 
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pi :ti—C. [zo， Z1} po/ zi 


在 Inno 二 c 一 0=c 上 我 们 有 迁移 函数 
gr Uo 门 UD oe gr to M0) 


z Eo {1,z] < 一 二 
取 P 为 点 P= [1，0]. 在 ti。 上 作 亚 纯 函数 
ao[zoy2] = 2 /20» 
它 在 P 点 确 有 单 极 点 , 除 子 2=P! 一 P 正 要 求 这 样 . 在 VV 上 则 到 ai 
三 ]， 处 [Pj] 的 迁移 函数 正 是 
gn 二 ao/m， 在 Ww 站 上 ， 

用 坐标 来 表示 则 为 go C2) 二 ali,2] = 2z. 

另 一 方面 , 记 住 (第 三 章 ，$ 1), CP! 有 上 典 则 线 从 y (CP!) 一 
La 它 可 表示 为 

E= {Lu)|L ECPuE Cu €E LL), 

它 有 局 部 平凡 化 坐标 


UoexXc 一 一 E 
( [z] 一 [zz > ( [2] ,4/20) 


i x c i 加 
{[ 妇 一 fzz],a FP ([z],nz/2). 
其 迁移 函数 则 由 下 式 给 出 : 


(G0 C2)) A= grigol [ls21,2) = gr7!{ Li,z2},%/1) = fz, 


1 
即 go : 5 门 世 一" ， 2 一 一 一。 


将 gw 与 go 比较 一 下 即 风 [P] 是 y 的 共 恩 处 ， 或 者 为 了 把 事 
情理 顺 ， 我 们 说 ， 与 一 单 极点 相连 的 点 除 子 2-! 或 一 疡 给 出 【一 
P] =y. 因为 对 y 已 约定 o(y) = 1, 我 们 有 cf 一 了] = 1. 这 就 
是 把 Co 定义 为 

Co = {f|1(f) 之 一 D} 
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的 理由 . 如 果 我 们 把 cP! 看 作 舍 于 CP*= B88S!, 在 作 从 [一 Pj 的 分 
类 映射 时 正 是 这 样 作 的 . 因此 c[ 一 Pj]== 1 对 任意 Riemann 曲面 到 
上 的 任意 点 除 子 确 有 cf[ 一 中 一 1， 

记 住 在 -Wt*/@' 上 是 用 乘法 记号 的 ， 故 若 D 一 (a), P= 
(8) 是 两 个 除 子 其 和 2 十 户 应 该 用 积 (a,8.) 表示 . 所 以 从 [D++D'] 
的 迁移 函数 是 ;9',,， 而 读者 应 记得 (第 三 章 和 第 十 三 章 ) 它 定义 
张 量 积 [D2] 四 [P13 (这 是 HiCM,O* ) 中 的 群 运 算 )、 由 第 十 三 章 
的 结果 我 们 有 

alD+ Pl=o([D) LD) = 0D] + ofP]. 
特别 是 有 
ct[Dj 一 一 degn, 
所 以 RR 定理 可 以 重 写 为 
dim 石 "(M ,Go — dimHICMO) 一 1 一 9 十 cf 一 电 . 

(我 们 当然 可 将 ct[ 一 四 写成 一 ca[D]. 但 我 们 宁 用 co[ 一 DD] 因为 
我 们 确实 想 的 是 除 子 一 了 及 其 从 [一 总 ). 这 里 有 更 多 的 线索 了 . 右 
方 各 项 都 是 流 形 M 及 其 上 线 从 的 拓扑 不 变量 . 它 现在 看 起 来 更 象 
指标 定理 了 . | 

现在 试 着 也 用 丛 [2D] 解释 等 式 左 方 各 项 . 设 D= (a) 由 ww 经 
AY* (U1) ,MM 三 UU 表示 .当然 可 设 从 [D] 在 上 是 平凡 的 (其 
实 这 是 定义 ) ,所 以 在 丸 上 有 从 的 局 部 坐标 . 为 了 不 把 它 与 流 形 好 
的 局 部 坐标 混 消 ， 我 们 用 局 部 截 口 s, 来 表示 线 从 的 局 部 坐标 ， 即 
对 各 点 PEU, si(P) € [DJ]s 是 其 中 非 0 矢量. 因 [5] 是 线 从 ， 局 
部 截 口 就 定义 局 部 坐标 、 在 Ui 门 U; 上 5 与 s; 正 是 用 迁移 函数 % 联 
系 起 来 的 ， 即 

5 二 gy5; 或 s(P) = g,(P)si(P), 

现在 看 召 "(CUY,2o) ， 它 的 一 个 元 了 部 M 上 一 个 亚 纯 函 数 而 
(人 ) 之 一 及 若 D= (a) 由 一 族 wa € MH'(V) 表示 , 一 p= (1/ 
a) 则 由 i/a 表示 . (f) 实 一 D 只 不 过 表明 了 极点 的 阶 数 都 不 大 于 
VU; 上 1/a 相应 极点 的 阶 数 ， 亦 中 fa 在 UV, 上 全 纯 ， 但 (fa,) 并 不 
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能 定义 于 的 整体 全 纯 番 数 ， 因 为 fa，je 在 4 人 W 上 不 一 定 相 
符 ， 但 它们 之 出 有 关系 式 
guf 一 《aya) 86 一 fa 
这 样 连接 起 来 的 对 象 定 义 一 整体 截 口 .只 是 要 小 心 一 点 ， 国 为 它 
定义 [一 D] 的 截 踢 ， 其 迁移 盖 数 是 g 一 wya、 所 以 下 [一 0] 的 
局 部 截 口 * 可 定义 上 的 新 的 截 口 
F=fa,s,. 
这 时 在 总 站 5 上 才 有 
下 一 os = fagys, = faa,/a)s, = fa,s, 一 站， 
所 以 () = 了 定义 从 [一 D1 的 整体 截 口 ， 反 过 来 也 对 .… 
D5 二 0 时 从 [一 Dj 是 平凡 的 ,平凡 从 的 截 口 就 是 应 数 , 这 正 表 
明 "CHM,94) 一 六 (2B) . 施 从 的 全 纯 截 口才 是 金 纯 请 数 适当 推 
广 ， 又 D=0 时 HI (MM, CO) 可 解释 为 了 H 上 的 全 纯 1- 形 式 . 所 以 我 
们 需要 竟 是 在 从 中 取 值 的 形式 的 概念 . 这 并 不 难 做 ， 进 一 步 在 一 
般 标 架 下 做 这 件 事 也 不 难 . 故 设 型 是 任意 流 形 , 8 一 >M 是 MM 上 
的 矢量 从 . 为 简单 计 先 看 实情 况 , 故 设 好 是 实 光 滑 的 ,万 一 > 也 
是 实 光滑 的 . 最 入 单 的 情况 是 实 值 函 数 了 : MM 一 >R， 可 以 讨论 其 
和 、 积 而 最 重要 的 是 其 导数 .它们 大 都 可 以 直接 推广 到 用 矢量 空 
间 了 代替 R， 央 为 这 只 不 过 是 用 一 组 实 值 函 数 〈 户 ，…， 刀 ) 去 代 
鞠 一 个 ,其 运算 与 前 完全 一 样 . 唯一 没有 了 的 是 环 构造 ; 矢量 不 
能 相 乘 ， 5 中 的 截 口 则 是 进一步 的 推广 对 每 一 点 PEM, 了 (P) 
在 矢量 空间 8 中 ，Es 则 与 P 相关 .高 阶 形式 只 是 重复 以 上 程序 . 
所 以 通常 的 弓形 式 we 就 是 对 每 一 点 PE.1 指定 一 个 斜 对 称 线性 泛 
画 
oIP}: TpCM) XXX Te 和 ) 一 一 ~R- 
用 后 -代替 R 就 得 上 站 处 号 中 歌 值 的 大 形式 ， 即 对 每 一 点 P 指 
定 一 个 斜 对 称 线性 映射 
: » OP) : Top(MY XXX) 一 
换 一 个 说 法 : 通常 的 形式 ww 即 对 履 上 笑 量 场 的 二 元 组 XX/，*…， 
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上 定 一 个 增 数 
DBD: PEF—r(wyR1y ;RP) 
-=P) XP) KP) ER. 
现在 则 把 函数 换 成 召 的 一 个 截 口 : 
PO (CP) 
= woP) XP) ,KPYIYE Bp. | 
因为 从 是 局 部 平凡 的 ,5- 值 形式 局 部 地 就 是 一 个 矢量 值 形式 , 亦 即 
一 组 通常 形式 .更 确切 地 说 , 令 上 为 一 并 集 丽 吾 在 信 上 平凡 , 令 
(51，,… 5) (n 一 dimB) 是 在 局 部 坐标 中 描述 的 纤维 的 局 部 标 架 ， 
即 s. 是 0 上 的 局 部 截 口 且 对 任 一 点 PE U,(si(P),…,s.(P)) 都 是 
Br 的 基底 ， 于 是 《woP)sX,(P),… ,XlP)) 可 用 一 组 系数 4 写成 
27%s.. 显然 依赖 于 XCP),…,X， 7) 而 事实 上 是 其 斜 对 称 线性 


泛 函 ， 亦 即 
Pr iP) = A PAX CP) ,oor, XP)Y 
是 通常 的 入 形式， 我 们 就 简单 地 记 作 
. w= Dhs,. 

它 就 是 的 局 部 表示 .当然 ， 截 只 s 变化 时 形式 及 也 会 变 , 但 变 
化 方式 是 确定 的 且 可 用 迁移 函数 来 表示 . 

按照 局 部 表示 ， 我 们 可 以 说 w 是 连续 的 、 .光滑 的 、 全 站 的 力 
至 亚 纯 的 ， 即 由 系数 形式 坟 决 定 适 当 的 范 乒 . .至 于 代数 运算 ， 当 
然 可 以 作 矢 量 襟 间 运算 : 但 前 面 已 提 到 , 尽 值 形式 没有 外 积 六 -但 
要 注意 ，E- 值 形式 。 与 通常 的 形式 之 间 确 有 外 积 人 .在 局 部 坐 
标 系 中 ， 它 可 定义 为 上 

AAvw= San i 


也 可 由 内 蕴 的 定义 得 到 此 式 ， 内 萄 定义 是 
Ca A wo Ti 


人 入 . 5 
ds 3 rr elg) Cs Ko ein sa) Os Ktp se oct). 
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因 为 右 方 有 乘法 出 现 . 所 以 车 x, w 均 为 矢量 值 则 元 意义 . 但 车 
为 标量 值 , 为 矢量 值 , 霖 法 则 为 模 运 算 . 我 们 形式 地 说 , M 上 的 
5- 值 形式 之 集 4' (5,M) 是 定义 在 M 上 的 通常 形式 4' (M) 之 环 上 
的 代数 ， 事 实 上 ， 局 部 表示 
名 二 > 4s, 

就 是 E 44(M) 与 se A'(CM,E) 的 模 弱 法 , 

记 住 我 们 的 目标 是 找 层 上 同调 H* (M,C6,) 的 Dolbeauit 复 形 . 
所 以 下 一 步 应 该 是 找 外 微分 4 这 导 豆 了 一 些 有 趣 的 情况 .定义 4 
最 简单 的 办 法 是 用 局 部 坐标 ,， 即 对 w 二 >7js 定义 


do 一 2 (44)s,. 因 是 通常 的 形式 , 这 样 作 是 有 意义 的 , 但 是 当 


然 有 坐标 变换 问题 (是 指 变换 从 万 一 M 的 坐标 而 不 是 流 形 以 的 
坐标 车 (bs 和 £)) 是 了 上 的 一 个 标 架 ， 则 在 辟 记 睛 三 有 


$= >19gjb， 
9 是 迁移 函数 ， 故 w = 本 >7y952% ， 而 应 有 
dw 一 D) (dan), . 2 hg 或 dj 一 >》) ahgu. 
但 我 们 实际 运算 却 得 出 。 
dy = dO) = Dd Dad) A Nh Cx*) 
这 里 多 了 一 项 ceo) 人 人 和， 这 本 是 意料 中 事 . 所 以 我 们 再 由 另 一 个 
角度 来 讨论 此 形式 . 内 蕴 地 ,dz 的 定义 是 
(do, Xo Xi) = A= DX Cs 是， 大和) 
十 2 TO 


要 想 把 这 个 公式 搬 过 来 ， 麻 烦 在 第 一 项 若 〈o，Xe，…， 总 ，…， 

X.》 是 一 截 口 而 不 是 函数 , 我 们 就 不 知道 其 方向 导数 X…) 是 什 

么 意思 .这 个 向 题 前 而 就 遇 到 过 . 车 =7CM) 是 切 从 ， 则 其 截 口 
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就 是 一 矢量 场 了 Y, 而 方向 导数 Dx(7) 就 是 联络 . 因为 没有 典 则 的 方 
法 来 处 理 它 ， 我 们 就 象 以 前 一 样 来 定义 矢量 从 上 的 联络 D， 对 MM 
上 的 矢量 场 X 和 的 截 口 s， 我 们 可 以 作 一 个 新 的 截 口 Dx(s) 使 
之 满足 一 些 自然 的 要 求 . 即 它 必须 对 X 为 线性 的 (以 4*CM) 为 系 
数 )， 对 s 是 可 加 的 ,而 县 满足 Leibnitz 法 则 
Dx(fs) = XC(f)s tt fDr(s), fF €E MM). 
所 以 我 们 仍 可 用 前 得 的 公式 作为 EE 值 形式 的 dw 之 定义 ， 只 将 
X,《w,…) 换 成 Dx (w,…) 即 可 , 这 看 起 来 是 合理 的 . 但 问题 还 没有 
完 ， 要 想得到 复 形 我 们 就 需要 下 一 0。 取 名 为 0- 形式， 则 
{dd XY) = DrldosY) — Dyldw, X) — (do, [X,Y]) 
= DxDy(w) 一 DrDx(w) 一 Drx,r] (w), 
所 以 ， 想 要 二 0 就 需要 
DxDr 一 Prix 一 力 -xr 门 一 0 
但 熟知 Riemann 几何 的 读者 会 知道 ,这 个 条 件 太 强 了 . 等 式 左 方 即 
联络 D 的 曲率 算 于 ,不 能 期 望 它 为 0. 事实 上 , Riemann 几何 有 意 
思 的 地 方 主要 地 就 是 它 不 为 0 的 情况 .所 以 我 们 必须 承认 ， 对 于 
模 4* (M,E) 一 般 地 没有 de Rham 复 形 . 正 是 在 这 里 , 我 们 变 引 入 
非常 特殊 而 又 非常 有 利 的 情况 即 M 为 复 流 形 , 为 全 纯 线 从 ， 这 
时 ， ee 回 到 坐标 变换 公式 〈* ): 
= 2 Ca )gv 十 2 C0») A %- 


pj 对 于 全 纯 线 从 是 全 纯 函 数 故 车 不 用 4 而 用 Dolbeault 算 于 3, 则 
有 3 (go 一 0， 所 以 


一 Yy1(3 A)s, 
是 合理 定义 的 ,这 时 当然 有 了 字 二 0。 还 有 ， 因为 定义 是 局 部 的 ,我 


们 显然 仍 有 Dolbeault-Grothendieck 引 理 .现在 剩 下 来 就 只 需要 形 
式 地 把 这 一 切 都 写 下 来 . 形式 一 Zhia 中 若 和 是 (?，9) -型 的 


就 也 称 为 (?，9) -型 的 。 这 个 定理 是 合理 的 , 因为 一 > ;9 而 
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儿 是 函数 ， 对 应 关系 
> A",8) -二 上 的 B- 值 (p,q) yb 式 空间 
显然 是 层 . 


A BE) i fd ,8)， Da 2 Gs 


有 ker3 = 二 (UVU,E8) = 二 全 纯 B- 值 (y, 0) 型 形式 空间 , 于 是 从 号 "可 
用 六 居 .47( 才 ) 分 解 为 大 的 正 合 序 鹿 ， 


OR NB) (BE) 


而 我 们 有 . 

推广 的 Dolbeault 定理 ”对 复 流 形 开 上 的 全 纯 线 从 一 一 性 ， 
系数 在 的 全 纯 截 口中 的 层 的 上 同调 CM, SY (8)) 可 以 用 Dol- 
beauit 复 形 ， 记 作 二 LM,8) ， 计 算 ， 


0 一 420 五 ) -一 A , DD pi BD 


这 个 定理 的 一 个 直接 的 报 档 是 : 当 了 时 如 (CM, 
9 (8)) 一 0 (注意 dimg 在 此 不 起 作用 )， 下 一 步 是 建立 调和 理论 
以 当 并 为 紧 时 得 到 维 数 有 限定 理 . 这 只 需要 将 以 前 的 结果 和 作 形式 
推广 ， 对 于 通常 的 形式 我 们 有 * 算 子 ， 而 对 瑟 徒 形式 ，* 算 子 可 
以 推广 如 下 : 
x 二 2 《 ¥# 庆生 


这 是 合理 定义 的 ， 因 为 在 正中 作 坐 标 变换 时 只 是 将 入 用 矩阵 去 
乘 ， 而 * 则 是 线性 的 ， 因 此 可 和 以 前 一 样 地 定义 5 的 形式 伴 为 
6=— x 3x, 

为 证 3 确 为 5 之 形式 伴 ,需要 B- 值 形式 的 内 积 . 这 只 要 引入 从 上 
的 Riemann 度量 [，,， ] (不 同 于 定义 通常 的 * 所 用 的 切 从 T 《az) 
上 的 Riemann 庆 量 《，，，》)》. 于 是 对 阶 数 相同 的 8B- 值 形式 @。 一 
Zwsvp 二 Dus, 可 以 得 到 术 上 的 一 个 通常 的 tr 形式 《n 二 
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dim a4 ) 
让 x4= Do A x pls.s,). 
i 


使 用 记号 六 是 表示 它 并 非 8- 值 形式 的 外 积 , 而 只 是 把 它们 配对 成 
为 通常 的 形式 ， 容易 看 到 此 定义 是 合理 的 ， 然 后 即 可 定义 
fw, £1] 一 wR x ; 
然后 即 可 相当 直接 地 在 这 个 一 般 标 架 下 推广 Hodge 理论 (yp, 9) - 
型 的 B- 值 调和 形式 集 记 作 宪 ” (M，E)， 它 是 345 在 4"* (MM， 
8) 上 的 核 ， 区” CU， 到 为 有 限 维 且 可 看 成 即 二“ (8， 术 而 
后 者 又 与 层 的 上 同调 H+CM,%r(8)) 是 一 回 事 心 在 复 形 
B+ 5: AWM, BE) — A"S(M, BY 

上 , 55 的 指标 显然 是 

Ind(G 十 8 一 ke Drdimit (CM, (EF)) 


一 xz， (CM, 2(E))). 
RR 定理 可 以 放 在 这 个 标 架 里 ， 因 为 当 是 Riemann 曲面 (dim 
一 ]) 而 B= [一 中 即 与 除 子 D 相关 的 从 时 ， 有 

dimHS CM ,0) — dimH( NM ,0) = CH* (M, Q(B))). 
子 是 RR 定理 只 是 说 它 是 流 形 好 , 1 一 和 从 BC(degD 二 一 ci[8]) 的 
拓扑 不 变量 推广 的 RR 定理 指出 ,XC8"( 凡 ,8(8))) 一 般 也 是 拓 
扑 不 变量 . 此 外 ,正如 Hirzebruch 指标 定理 一 样 , 可 以 用 显示 的 公 
式 将 %CH* CM,9(B))) 用 并 和 吾 的 示 性 类 表 出 ， 并 称 为 Toda 亏 
数 ， 虽 然 把 它们 写 出 来 并 不 难 ， 但 是 不 说 明 其 来 源 也 就 没有 多 大 
的 意思 . 


Y 6 其它 的 评述 
我 们 在 本 章 中 主要 目的 是 把 经 典 的 RR 定理 重新 解释 为 复 


Laplace 算 子 的 指标 定理 并 加 以 推广 .因此 我 们 的 方法 和 语言 都 比 
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较 抽象 各 “现代 化 ”而 很 少 提 到 函数 论 的 比较 经 典 的 方面 ， 我 们 
当然 也 有 理由 ， 因 为 并 没有 真 打算 对 Riemann 面 理论 作 广 泛 的 综 
述 ， 因为 它 也 太 丰 富 了 而 为 这 本 小 书 所 不 及 ， 但 若 完全 不 讲 这 些 
是 由 何 而 来 , 则 是 一 大 芯 漏 . 具体 说 来 ,Riemann 曲面 按照 Riemann 
本 意 是 用 以 研究 所 谓 多 值 函 数 的 工具 ， 所 以 需要 就 此 讲 几 名 话 . 
“多 值 函 数 ” 这 名词 本 身 就 是 矛盾 的 ,因为 函数 按 定 义 就 不 会 是 多 
值 的 . 这 个 不 幸 的 名 词 来 自 例 如 说 方程 wr 二 z 的 研究 . 问题 是 求 一 
沾 数 zz) 使 w(z): 一 :二 0 对 Cc 之 菜 一 预定 区 域 D 中 一 切 点 子 成 
立 . 当然 也 可 以 在 实 域 中 讨论 这 个 问题 . 正 是 因为 在 实情 况 下 问 
题 非常 简单 ,所 以 早 就 处 理 完 了 . 方程 w 一 z=0 只 有 当 x 守 0 时 有 
解 . 这 时 只 有 一 个 解 xx 之 0. 记 此 解 为 = ， 于 是 这 一 z 一 0 定义 了 
两 个 国 数 : zr 一 VY 和 zi 一 一 V+， 二 者 均 在 域 0= (zlz>>0) 
中 解析 . 在 复 人 情况 下 代数 方程 ww 一 :二 0 仍 有 二 解 ( 对 已 给 的 z). 但 
是 现在 没有 典 则 的 方法 将 它们 
标志 为 正 或 负 ， 所 以 ， 为 了 构 
成 一 连续 函数 w= 二 w(z) 就 需 
作 待 殊 的 选择 ， 并 不 是 问题 变 
难 了 ， 而 是 需要 多 费 口舌 .给 
定 z， 记 好 一 zx 一 0 之 二 解 为 

za wlzo) 和 tk(zo)》， 若 2 天 10， 
t (加) 天 zzzo)， 所 以 可 分 别 作 它们 的 互 不 相交 的 邻 域 丰 ,5 当 
z 充分 接近 za 时 ， 我 们 说 需要 xm(z) 适合 四 kz) 一 z= 二 0 有 自 ww (z) 
E WU. 这 可 无 疑义 地 决定 


ui(z) . 用 坐标 表示 , 可 记 有 = A 

roe%， 并 理解 为 0 才 66< 之 2n, 于 -: 二 

是 当 z 接 近 z 时， 我 们 有 z= 人 和 0 
re* 且 |7+ 一 ro|，19 一 | 都 很 小 

(但 go 和 0). 于 是 这 两 个 函数 是 
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un (2) 一 Mr ex/2， 
ua(#¢) = Mr eito2t 一 一 w (2), 

它们 不 仅 是 连续 的 而 且 是 = 在 % 附近 的 全 纯 函 数 ， 这 一 点 可 以 用 
Cauchy-Riemann 方程 来 验证 〔 因 > 一 /到 十 好 ，9 一 地 -CAz)). 

除了 没有 用 正 负 这 一 次 序 概 念 浙 ， 以 上 所 作 与 实 的 情况 实 无 
区 别 . 但 在 zx*=0 附近 有 了 区 别 . 无 法 在 0 的 邻 域 中 适当 选 定 全 纯 
的 wtz), 这 可 由 简单 的 连续 性 考虑 看 出 , 找 不 到 在 控 去 0 的 0 之 
邻 域 中 甚至 连续 的 w(z) 也 不 存在 .因为 若 我 们 从 za 一 re 〈 即 % 一 


0) 开始 并 设 w(zo) = Mr。， 并 按 公式 w(2) = /Tew 令 = 绕 0 一 
周 , 这 里 z=re*, r>>0. 我 们 现 规定 使 用 此 式 , 则 当 = 绕 0 一 周 后 
wz) 从 Treo 蛮 成 rect 一 一 et 即 不 能 变 回 妈 (z)、 


例如 当 0 一 -2x 时 ,w(z) 不 能 回 到 ro 而 是 成 一 Mrs ,这 与 连续 性 
矛盾 . 这 当然 就 是 解析 拓展 : 当 z 沿 曲线 回 到 不 来 的 起 点 时 , wz) 
变 束 另 一 枝 . 对 全 纯 函 数 而 言 , 它 可 以 用 震级 数 来 表示 . 选 定 w(z) 
就 是 在 a 的 某 邻 域 中 得 -者 级 数 

wz2) 一 m 十 (zz 一 50) 十 az 一 加 )2 十 …， 
由 方程 w(z)* = = 可 得 


Hi=z0, 2400 一 1，2020 十 地 一 0 
等 等 ， 所 以 只 要 选 定 we， 其 余 a 也 都 可 以 决定 ， 即 有 
ww(z) 一 oo 十 元 一 姑 ) 一 i 一 0】 中 
在 w(z) 的 收敛 圆 内 另 取 一 点 z,, 并 绕 及 重新 展开 (z) : 计算 可 
如 下 进行 ， 
wz) 一 mm 十 了 (一 二 十 二 一 aa 十 
二 如 十 B(x 一 2) 十 Balz 一石) 十 
它 称 为 前 一 级 数 的 直接 解析 拓 廊 .这样 做 下 去 若 沿 善 以 0 为 心 的 
圆 拓展 回 到 z、 将 得 到 另 一 枝 . 
599 


人 一 是 承认 既成 事实 ， 承 认 这 样 
所 得 仍 是 一 个 项 数 ,而 每 一 点 = 对 应 于 国 数 的 不 周 “ 枝 ?上 各 一 点 ， 
en 枝 转 
向 另 一 枝 . 例如 , 单 值 化 定理 (monodromy theorem) 告诉 我 们 , 沿 
着 互相 癌 伦 的 曲线 (在 c 中 村 控 去 若干 “ 枝 点 ") 作 拓 展 ， 结 果 总 
是 相同 的 , 这 就 是 Weierstrass 关于 “完全 的 解析 函数 ”的 观点 . 但 
另 一 种 观点 最 终 占 了 上 风 . 这 就 是 Riemann 的 “Riemann 曲面 的 
观点 ， 按 此 观点 ,函数 总 应 是 单 值 的 ， 只 要 我 们 能 这 样 安排 使 当 
0 一 一 2x 时， z= 二 re* 并 不 回 到 起 点 ww， 而 到 一 个 新 点 (zo)， 就 不 会 
发 生 -w(z) 变 成 wa(z) 三 一 wi(z) 的 问题 了 .因为 在 CC 上 -， 名和 
《%} 看 起 来 完全 一 样 , 唯一 合理 的 方法 就 是 用 两 个 不 同 的 枝 wi(z) 
和 zz(z) 把 它们 分 开 ， 即 是 说 ， 新 的 “向 面 ” 上 的 点 〈z，z) 应 适 


他 
二 . 


R= {CzaEcxcle = 
这 就 是 方程 w=z 在 CXC 中 的 图 象 ， 法 我 们 已 建立 的 关于 流 形 的 
现代 概念 ， 要 做 的 事 就 很 简单 了 : 要 找 出 局 部 坐标 系 使 如 成 一 复 
流 形 . 如 果 考 虑 实 的 情况 , 外 就 是 一 个 抛物 线 , 怎样 使 它 成 为 流 形 
是 简单 的 事 ， 在 一 点 (zo wn) 天 (0，0)， 或 者 用 > 或 者 用 z 为 
局 部 坐标 。 但 在 《0,，0》 处 ， 只 有 用 
w 才 适合 . 事实 上 ， 在 我 们 的 情况 下 ， 
(z， w) 一 >w 是 的 一 整体 坐标 系 
《 即 由 : R 一 0,(z, mm) 一 -> 是 一 同 
” 且 , 而 且 使 成 为 一 个 与 6 同 构 的 复 
流 形 ). 这 个 形象 对 一 般 情 况 是 过 于 简 
单 了 ， 所 以 为 了 说 明 问 题 ， 即 对 我 们 
的 情况 也 引入 更 多 的 局 部 坐标 系 ， 在 
(z0， ww) 关 《0, 0), 令 避 是 za 的 一 个 邻 域 ， 其 上 定义 如 ==z 的 一 
梳 ， 称 为 Wri, 使 ww.(z0) 一 zz。 邻 VVo 二 tn(U0)， 六 ww 是 全 纯 和 的 、 
i 必 为 开 ， 于 是 - 
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Ga Do 一 (0 X FMR, (m2 
是 (zo，wo) 附近 的 一 局 部 坐标 . 车 (zo, wo) 二 (0; 0), 令 % 是 
0 揭 一 个 邻 域 而 如 = 好 Ero). 因 zr 一 凡是 全 纯 的 , 故 U6 为 
开 ， 而 

Bp: = Wo X Po NN Ro (sw 
是 一 局 部 坐标 . 在 Po 站 8 中， op! 是 ww 一 mw 它 当 然 是 全 纯 的 ， 
fa ! 是 z 一 > w(tz) 是 好 一 2 的 一 个 全 纯 枝 . 所 以 迁移 函数 是 全 纯 
的 而 使 R 为 ~-- 复 流 形 . 在 只 上 现在 有 一 “ 单 值 ” 全 纯 函 数 〈 它 是 
合理 定义 的 》 

PL) ts 
在 《0，0) 附近 yp! :zer 一 党 是 恒 等 函 数 . 
在 中 上 还 定义 了 另 一 函数 , 即 投影 x(z,w) = z, 它 也 是 全 纯 

的 . 在 〈0，0) 附近 它 有 一 个 表示 ， 


Nh: ws, 
所 以 (0, 0) 是 0 上 的 过 网 全 
枝 点 . : 
在 丸 上 再 语 一 点 
(co, co) 就 可 以 使 图 形 


更 完美 . 于 是 RU (eo， +4” 与“” 相 症 ， “一 ?与 "一" 相 轩 
co) 成 一 紧 Riemann 流 
形 - 在 有 上 方程 ww 二 z 被 两 个 亚 纯 范 数 # 与 gp 所 取代 ,我 们 称 R 为 
代数 函数 .通常 将 复 平面 切 上 制 缝 再 相 粘 的 作法 有 助 于 我 们 形象 
地 理解 映射 x5. 所 以 ww 二 z 的 Riemann 曲面 是 一 球面 ， 它 是 Riemann 
球面 的 二 重 分 枝 覆 盖 , 而 在 0, co 两 点 有 枝 点 .类 似 于 此 r=z 的 
Riemann 曲面 是 球面 的 重 分 枝 覆 盖 ， 面 在 0，co 两 点 有 枝 点 . 
比较 一 般 的 程序 是 从 一 多 项 式 开始 ， 

PICzyi) 一 过 十 piCz)i 十 … 十 oo(z)， 
系数 %(z) 是 Cc 上 的 亚 纯 函数 . 于 是 这 个 代数 函数 的 Riemann 曲面 
是 一 紧 Riemann 曲面 以 及 Riemann 球面 上 的 分 枝 覆 盖 . 
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扭 址 来 +|+ 


现在 有 一 自然 的 问题 . 已 给 一 抽象 的 紧 Riemann 曲面 M， 习 
是 否 同 构 于 某 一 代数 函数 PC(z,w) 的 Riemann 曲面 ?要 想得到 肯定 
的 回答 ,起 点 应 是 求 球面 的 分 支 覆盖 , 即 定义 在 上 的 亚 纯 函 数 . 
如 果 进 一 步 还 想 找 一 个 代数 关系 式 PC(z,w) ,这 亚 纯 函 数 在 极点 上 
的 性 态 就 要 受 一 些 限 制 . 这 正 是 Riemann-Roch 定理 想 要 处 理 的 那 
一 类 问题 . 但 我 人 只 能 就 此 打住 . 
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六 rw 


第 十 九 章 Atiyah-Singer 指标 定理 


$ 1， 矢 量 从 上 的 一 般 微 分 算 子 


我 们 计划 在 本 理 中 陈述 一 个 一 般 的 指标 定理 ， 它 推广 了 迄今 
讨论 过 的 所 有 特例 ， 粗 略 地 说 ， 一 般 定理 指出 紧 流 形 上 任意 精 贺 
微分 算 子 的 指标 是 拓扑 不 变量 ， 并 有 一 显 式 公 式 用 示 性 类 来 描述 
它 ， 平 心 而 论 ， 我 们 还 不 能 说 ， 对 此 定理 已 有 充分 的 启示 ， 因 为 
我 们 看 到 的 很 少儿 个 情况 部 只 是 一 个 特例 即 Laplace-Beitrami 算 子 
的 变形 ， 但 不 幸 的 是 ， 充 分 地 讨论 这 个 一 般 定 理 不 太 可 能 . 而 只 
能 指出 , 除了 Laplace 算 子 外 还 有 许多 例子 足以 使 我 们 想到 确 有 一 
个 一 般 定 理 .。 于 此 我 们 只 能 满足 子 说 骨 这 定理 是 怎样 陈述 的 ， 所 
以 我 们 要 求 读 者 对 许多 东西 不 加 启发 地 承认 .如 果 说 这 与 我 们 通 
常 的 作法 不 同 , 我 们 也 有 一 个 借口 , 因为 我 们 已 接近 本 讲义 之 末 ， 
所 以 本 章 是 一 个 概述 而 不 是 详尽 的 讨论 . 

要 建立 这 个 一 般 定 理 ， 先 列 出 我 们 手 上 有 些 什么 材料 作为 起 
始 . 我 们 要 大 范围 地 讨论 一 个 微分 方程 , 所 以 需要 一 个 流 形 M, 原 
先 如 不 必 为 紧 , 但 是 为 了 有 指标 概念 ， 最终 还 得 规定 它 是 ， 所 以 
我 们 也 可 假设 到 是 紧 的 实 光 滑 流 形 . 

微分 算 子 可 作用 在 函数 或 形式 上 ，, 而 在 Riemann-Roch 定理 情 
况 下 , 作用 在 处 值 形式 上 . 但 这 种 种 不 同 的 形式 都 是 M 上 其 矢量 
处 的 截 口 . 因此 一 般 地 我 们 需要 M 上 的 一 个 矢量 从 一 >M. 事 
实 上 需要 两 个 ， 一 为 算 子 之 定义 域 ， 另 一 为 其 值 域 ， 并 分 别 记 之 
为 8 与 F. 因为 我 们 要 讨论 微分 方程 , 故 设 它们 是 M 上 的 光滑 从 . 
对 于 一 般 的 讨论 ， 它 们 为 实 为 复 均 可 ， 但 是 我 们 会 看 到 ， 当 它们 

603 


为 复 丛 时 会 得 到 最 好 的 定理 ， 故 设 它 们 为 复 ， 记 C7GB) 为 百 之 光 
滑 截 口 之 空间 . 例如 . 当 点 一 47 CU)GC 即 余 切 从 7" CM) 上 之 
阶 外 乘积 的 复 化 藉 时 ,C”(B8) 就 是 我 们 讨论 Laplace 算 子 \ 时 用 的 
光滑 复 值 形式 之 空间 ， 一 般 说 来 ,一 微分 算 子 D 是 截 口 空间 之 
间 的 一 个 映射 : D : C*(E) 一 >C0~(F). 

我 们 当然 要 作 一 些 限 制 ， 首先 ， 需 设 5 为 线性 的 ， 即 是 说 这 
理论 只 能 用 于 线性 方程 .这 还 太 广泛 ， 有 许多 不 是 微分 算 于 的 线 
性 映射 . 微分 算 子 必须 包含 导数 .但 导数 是 局 部 的 东西 ， 所 以 我 
们 要 用 局 部 坐标 我们 确 可 取 好 的 一 个 局 部 坐标 〈 必 ，z) 使 从 万 
与 下 在 上 均 为 平凡 的 事实 上 ， 在 已 上 切 处 了 (好 ) 与 余 切 处 
7" (MM) 也 都 是 平凡 的 . 这 种 平凡 性 可 以 用 上 上 的 不 同 截 口 来 刻 
画 . 例如 对 YCM)10 用 (如 ，…， 法 ) ;对 7" CIDE 用 (dr …， 
dx) (rn 二 dimM)， 对 吾 和 FF 则 无 通用 的 记号 ， 所 以 我 们 就 说 《51， 
…，sy) 是 0 的 局 部 截 口 (y= 二 dim8)，(ty，…,) 是 Ft 的 肩 
部 截 口 (9 二 dimF)。 所 以 C” (本 一 cm (UXC?) 二 0™(R*XC?) 可 以 与 
Re 上 的 光滑 C’ 值 函数 之 空间 0™(R",C?) 等 同 . 这 种 等 同性 可 以 表 
述 如 下 : 截 口 一 一 es R' 转化 为 函数 


twl 


zf 一 Ca) 所 以 ,局 部 地 我 们 需要 一 个 由 导数 
梅 成 的 算 于 

了 区 RCR) —— 0 RC), 
提醒 一 下 ， 若 a 为 重 指标 : a= (oa，…，am)， 今 |a| = 和 ,ea,D。 


一 3/ar ax . 故 若 JEC "CR CD ,DsfE0~(R'.C0"). 要 把 它 变 到 
c (人 ,27 ,还 需 一 个 线性 变换 4,€ Hom (C7 ,C7) ,准确 地 说 , 需 一 光 
滑 函 数 
R*—rHom(C?,C), Fwd4o(z)， 
即 4kz) 是 (gzX2) 施 阵 , 其 元 是 zER 的 复 值 光滑 函数 . 故 4 和 
C”(R" ,Hom(cc7). 于 是 4DofEC”(R ,CD) 是 函数 
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zr AT CDS CT. 
这 样 我 们 得 到 一 个 含有 偏 导 数 的 线性 算 子 
CR CD) OR CD), fAsd,f. 
我 们 可 取 4。D, 这 样 算 子 的 有 限 和 ， 即 


D = > ,4uD。， Cx) 
它 更 为 一 般 但 仍 为 线性 ， 显 然 
Bf 一 9 
恰 是 一 组 具有 变 系数 4 的 线性 偏 微分 方程 ， 这 就 是 我 们 之 所 需 . 


所 以 我 们 定义 微分 算 子 
D: CO"(E)—— CV(F) 
即 局 部 可 表 为 《* ) 的 线性 映射. 

和 通常 一 样 ， 有 不 变性 问题 . D 必须 是 内 北 地 定义 而 有 如 
(* ) 的 局 部 表示 .坐标 改变 时 ， 局 部 变换 (* ) 也 会 变 , 但 了 不 
应 变 . 举例 来 说 ， 若 想 用 (* ) 来 定义 D, 就 必需 证 明 它 是 适当 定 
义 的 、 大 家 记得 ， 当 我 们 定义 Laplace 算 子 时 ， 在 这 个 和 问题 上 花 了 
多 少 功夫 . 

有 了 商 种 坐标 变换 . 在 丛 吾 与 了 上 我 们 都 可 改变 坐标 ， 这 就 是 
改变 局 部 截 口 《s,) 或 (4,)， 

我 们 把 4。 看 作息 阵 葬 数 , 显然 ,坐标 变换 会 把 系数 函数 4. 改 
变 为 = 二 Ps4QoyPs 和 人 @ 是 术 上 的 94x9q 和 ?xz?y 非 异 抢 阵 范 数 . 这 
显然 不 会 改变 (* ) 的 一 般 形式 . 

我 们 也 可 在 于 上 把 坐标 由 (CC zx) 变 为 (FF， 拉 .车 太一 ale1/ 
849g ， 则 显然 有 

Df = >》，Du 了 十 274pDif1， 


la l= of 


> 中 的 算 子 Dy 阶 数 较 低 ，181 达 ial， 这 清楚 地 表明 “局 部 地 形 


# 

如 《〈《* )” 这 句 话 是 内 列 的 ， 其 实 它 的 含义 还 多 一 些 ， 若 在 〈* ) 

中 取 一 最 大 整数 上 zz0 使 得 有 1c| 一 上 的 某 “ 而 4 关 〈 即 z 一 一 
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4(z) 不 是 零 函数 ). 这 个 整数 在 坐标 变换 下 不 变 . 它 就 定义 为 D 之 
阶 . 例如 Laplace 算 了 于 在 直角 坐标 ‘(x,y) 下 表 为 


_¥ 
它 在 极 坐 标 《r，0) 下 表 为 
a 


但 在 每 个 情况 下 所 含 的 导数 之 最 高 阶 为 2， 所 以 Laplace 算 子 是 二 
阶 微 分 算 子 . 
下 一 个 重要 概念 是 椭圆 性 概念 、 或 更 为 一 般 地 ， 在 一 般 标 架 
下 微分 算 子 的 型 的 概念 . 为 此 需要 回 到 R 上 的 二 变量 二 阶 算 子 
D = Au 十 2Bus + Cu. 

4，B, LC 是 (x,，#) 的 落 数 型 的 问题 是 关于 由 矩阵 

过 BB 

ra 
所 定义 的 对 称 形式 的 问题 . 车 5 之 指数 为 9，! 或 奇异 的 , 即 有 桶 
贺 、 双 曲 与 抛物 方程 ( 见 第 十 七 章 ). 对 于 流 形 理论 中 的 东西 ， 需 
要 考虑 坐标 变换 .回忆 一 下 , 者 (x, y) 二 (9) 是 这 样 一 个 变 
换 ， 则 号 在 (<，7) 坐标 系 中 的 表示 为 

站 一 4 十 2Buo 十 Cum 十 低 阶 项 


而 
FE = 4 号 十 2Bé,6, + Ce， 
B= Agnm + BlEm + Sm) 十 Cen, (*) 
le 一 所 十 2Bnn9 十 Cm 
故 有 一 新 矩阵 


用 记 
上 由 
它 以 某 种 方式 与 原 矩 阵 相 关 ， 只 要 问 对 称 双 线性 形式 8 定义 在 哪 ~ 
里 ， 就 能 很 方便 地 描述 这 个 “ 某 种 方式 S 当然 定义 在 RR 上 , 但 
R? 可 以 多 种 方式 来 解释 ， 设 把 展 看 作对 于 某 一 点 P= (zx, y) ER? 
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的 余 切 空间 7 CGM), 寅 是 说 在 (7r, 办 坐标 下 弘 安 , 路 为 72 (对 ) 
的 基底 ， 而 六 定义 在 入 (于 ) 上 如 下 : 
Sldrydr) = 4, Slaridy) = BB, Sldysdy) = €. 
要 说 活 是 适当 定义 的 就 必须 证 明 
S(dsysdts) 一 可 SCde dp = B, Sdn,dn) 一 让 
(¥ 关 ) 


Salt de) = SOEdr 十 二 de2T 十 6dy) 
一 4 十 2Bé,é, 十 C 导 一 了， 

所 以 (x) 式 就 是 (* * )， 这 样 我 们 得 到 了 一 个 内 萄 地 定义 在 
人 (7 上 上 的 对 象 $S， 称 为 局 之 “象征 ”(symbol) 并 记 作 0o(D).“ 象 
征 ” - 词 表明 7(0) 可 以 形式 地 自己 读 出 .但 真正 有 意义 的 是 ,D 之 
“型 “( 从 而 还 有 其 特征 流 形 ) 仅 由 CD) 决定 ， 

尽管 我 们 知道 双 线 性 形式 $ 在 多 变 元 情况 ( 即 民 代 以 Rr) 下 
也 存在 ， 王 人 述 讨 论 只 适用 于 一 阶 方程 ， 所 以 还 要 做 更 多 的 事 ， 注 
意 ， 迄 今 为 止 的 讨论 与 总 的 标 架 不 全 符 侣 .因为 没有 用 到 定义 域 
5 与 值 域 ， 即 未 涉及 未 知 函 数 x 既然 作用 在 函数 上 而 给 出 
国 数 内 , 晴 与 王 就 应 为 平凡 处 而 罗 数 即 平凡 从 的 截 口 . 所 以 ， 给 
定 一 点 PE 忆 ，Br 全 Fr 一 5 (或 R) 就 是 一 维 矢量 空间 . 对 于 一 点 上 
ER2: 以 及 余 切 向 量 汉 ET WD). 必 有 一 数 58G4,w)， 即 是 就 ， 车 

We wildr 十 twody, 
有 
Swan) = CAur 十 2Bananz 十 Cd)p. 
但 在 维 博 况 下 , 一 个 数 可 以 看 作 线 性 映射 : Br 一 一 Fp. 这 一 解释 
可 以 推广 确切 地 说 .对 每 一 点 PE M4 与 一 余 切 向 量 wE TFC(M)， 
象征 oC(D) 在 P 之 什 为 一 线性 映射 :oCD)p : 8r 一 一 Fp 这 一 点 可 用 
局 部 坐标 表示 如 下 ; 令 (5, xz) 是 上 P 点 附近 的 局 部 坐标 , (6; 
S19 mdimF 为 从 与 下 之 局 
部 人 举 标 .我 们 已 知 D 在 此 坐标 上 有 局 部 表示 
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D= 2)4D,, 
4 二 (04.) ,nn 二 dimj4 是 重 指标 Db 二 89/9zYw9re, ds: 是 一 一 
Fp 则 是 一 线性 上 映射。 要 得 到 oCD)， 先 设 degD 二 td， 而 将 D 之 最 高 
跻 项 集中 ， 即 写成 
D 一 总 40。 十 lal 之 4 的 低 阶 项 . 


~ > war e 7 CM) 是 用 (Uz) 坐标 系 表示 的 余 切 向 量 对 
每 个 «= ean Oo 定义 


w" 一 ITT = fe. 
这 是 一 个 数 。 故 
| 
Ilol=d 
是 一 线性 映射 Br 一 一 fr， 它 就 是 oC(D) 在 ww 之 值 : 
oD)(w) 一 2 (*) 


我 们 当然 必须 证 明 它 与 坐标 Co z) 无 关 . 故 设 (V, #) 是 P 
附近 的 另 一 局 部 坐标 系 . 用 六 表示 对 《的 求 导 ， 我 们 有 


D, = Dan, 9 


而 a 他， 作 二 阶 导数 D,D,， 我 们 既 会 得 到 二 阶 导数 D5， 也 
由 于 乘积 求 导 法 则 会 出 现 一 阶 导数 B。. 然而 ,oCD) 既 仅 由 役 高 阶 
项 决定 ， 我 们 可 以 装 作 当成 低 阶 项 不 曾 出 现 ， 这 样 就 容易 跟踪 最 
高 阶 项 ， 


= Darond, be, 
更 一 般 地 则 有 
b, = I 地 Co 


于 是 D 在 (VU，#) 坐标 系 中 可 以 表示 为 
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为 在 此 华 标 系 中 计算 oCD) Go)， 要 把 ww 在 5， 必 ) 系 中 展开 为 
入 全 Sat 3 
Pa Had xt 


在 (x * ) 中 把 换 成 而 ,可 得 
oD) C0) = D4[IT! Dis) "|]， (x) 
| wd p 


| 


然而 我 们 有 
w= Padé, = Dm Ga, 
所 以 | e 
We 
而 (x * x ) 成 为 | 
oD wn) = >) A 
这 正 是 (*) 式 . 2 


现在 可 以 谈 到 算 子 六 的 型 、 至 少 是 其 梢 贺 性 了 ， 在 二 变量 情 
况 ， 若 双 线 性 形式 SCw,w) 为 定 ,就 说 2D 是 椭圆 的 . 用 oCD) G4w}) 来 说 
就 是 , 当 ww 关 0 时 olD}(w) 己 为 非 奇 异 的 (a(D)(0) 显 然 总 是 0), 因 
为 这 个 说 法 总 是 有 意义 的 ,就 以 它 为 桶 圆 性 的 一 般 定 义 ， 

即 令 D 不 是 椭圆 的 ,象征 oC(D) 在 研究 上 时 仍 起 很 大 的 作用 . 
它 可 以 在 下 述 意 义 下 看 作 是 与 相关 的 无 穷 小 对 象 . 取 DD 的 局 部 
表示 


D= 4D,, 
一 般 地 不 可 以 仅 取 其 最 高 项 
> ， 4.D。 


lol=d 
而 说 我 们 有 了 一 个 整体 定义 的 新 算 子 ( 称 为 D 之“ 主 部 ”) ,因为 我 
们 知道 , 若 在 务 一 化 标 系 下 民 开 彤 ,Leibnitz 法 则 会 把 低 阶 项 拉 进 
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来 . 我 们 耳 才 所 作 就 是 : 若 把 D 换 成 余 切 向 量 习 所 后 成 的 w?, 就 订 
以 仅 用 最 高 项 而 得 一 整体 定义 的 对 象 aCD). 不 幸 的 是 ,ro(D} 并 不 
是 卢 那 种 意义 下 的 算 子 ;因为 它 并 不 作用 于 截 口 LC“(85) 上 .车 pE 
Ci 是 一 规 口 .c(CD)p 是 没有 意义 的 . 还 必须 有 另 一 个 因素 参 于 
即 一 个 余 切 向 量 w 参 与 . 确实 的 ,可 以 通过 PD 和 截 口 对 oCD) (Cw) 作 
出 内 北 的 解释 . 令 vE Bs 可 以 用 P 附近 的 一 个 截 口 p 来 描述 , 即 
A(P) 二 zw. 邻 g 是 定义 在 履 上 的 沙 数 而 且 g(P) 一 0,dg(P) 二 w. 这 时 
C9) 是 在 附近 的 一 个 截 口 (4 二 之 阶 数 ) 所 以 二 Dgtp) 是 F 
的 个 截 口 .在 P 点 估计 它 即 可 给 出 ol(D) Gwe) (eyE Fp. 为 了 要 着 
重 说 明 2C4D) 与 D 是 不 同 世 界 里 的 东西 ,很 容易 在 抽象 的 一 般 性 中 
确切 说 明 o( 尹 在 哪里 . 对 必 上 的 矢量 从 和 下 ,Hom (8,F) 如 前 面 
讲 过 的 ,也 是 MYM 上 一 个 从 . 令 :7T* (有 ) 一 MM 为 余 切 从 中 的 投 
影 , 可 作 拉 回 从 x* (Hom(2 ,PR)) 注意 其 中 一 点 实 为 -- 个 对 (w， 
九 ) ,这 里 wET'(M),HEHom(E,F), 而 PP 一 x(w)= 二 HH 之 投影 , 即 
坟 €Homp (B88, 下) 是 一 线性 映射: 六: Bp 一 >Fp. 了 是 (Hom(E， 
下 )) 的 截 口 是 一 函数 ,而 对 每 个 余 切 向 量 w€ 7* (MM) 指定 一 个 线性 
映射 二: Eo 一 >Fp,P 二 xz(w).o(D) 也 就 是 这 样 一 个 东西 . 半生 这 
些 细微 的 讨论 ,可 以 详 见 [2]. 

现在 看 一 些 例子 . 为 方便 计算 ,最 好 是 先 作 出 前 述 的 
oCD) (w): 的 内 著 表 示 , 这 是 很 容易 的 , 设 g 是 一 定义 子 P 附 近 的 歼 
数 且 9(P) 一 0,dg(CP) 一 zf 是 吾 的 截 品 而 JP) 一 ”在 局 部 表示 中 ， 
需要 计算 

Do1) = | >74oDoj (97). 


国 为 凡是 偏 导 数 ， 故 若 |js|<e， 由 Leibnitz 法 则 ， 在 D.C91f) 的 展 
开 式 中 每 一 项 都 有 因子 9. 故 若 在 P 求 值 ,整个 式 于 为 0, 因 为 已 选 
定 g(P) 一 0. 若 la|=d, 即 对 最 高 阶 项 ,应 用 上 之 结论 可 知 ,只 有 
LCbsg') fjz 这 样 的 项 会 留 下 来 . 而 在 其 中 ,又 只 有 一 项 山 
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[I (名) rm 会 留 下 来 .得 w= 二 dy(P)， 故 有 


or, 
二 和 Tandz = 、) ~ (Pdr 
7 过， 一 de 人 


所 以 有 1D C9) 一 22 hoe”. 

流 形 上 最 简单 的 微分 算 子 即 外 微分 : 4(M) 一 >ACM). 所 以 
这 时 有 二 下 二 47* 0)( 若 需 复 从 , 则 性 一 下 为 49 (之 复 化 )， 
按 分 量 写 则 有 =A47" (CM),F 二 4+'T* (CE) 首先 ,+ 确 为 微分 算 
子 . 一 个 六 形式 rE 之 截 口 ) 局 部 地 可 以 表 为 

A= Ddr, A A adr,. 
dp 则 含有 pw.… 的 偏 导数 . 这 也 表明 4 之 阶 为 1. 为 计算 r(d) Go)4， 
取 一 函数 g 使 g(?) 二 0,dg(P) 二 w. 按 我 们 上 面 说 的 办 法 ， 
gD wp = [d(Cwp) Je. 


因为 
dg = dg Anutognh dn 
我 们 有 
od 一 如 天 天 
, 亦 即 


TA = A 、 

凤 在 47 (M4) 中 外 乘 以 ww. 因 对 任 一 如 关 0. 恒 可 求 出 7T* (CM) 的 一 
基 克 Cy ) 使 岂 = 二 wy 则 有 0 A A 二 4E AT? (好 ) 但 
4 一 0. 所 以 算 子 不 是 椭圆 的 . 

联络 是 一 个 比较 复杂 的 例子 . 记 住 联络 就 是 一 个 算 子 D, 它 对 
M 上 每 一 对 向 量 场 六, 了 给 出 第 三 个 适合 某 些 要 求 的 向 量 场 
Dx(Y). 在 我 们 的 标 架 下 .我 们 取 B=T(CM),F== Hom (TC)， 
7(M)), 于 是 定义 一 个 算 子 六 :0%(B) 一 x4*(F) 如 下 :对 XE 
OB) DEX EC Hom TOM TOM))) ,DCXYY =DCX). mM 在 
P 附近 的 局 部 坐标 (4 ,x) 下 计算 消 之 局 部 表示 . 这 时 如 有 基底 Ce,， 
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ev 一 总 Hom{T(M),T(M)) 有 基 姜 (2 ， 这 里 Py 变 名 为 ei» 


变 其 它 为 0， 即 是 说 , 元 31asp 即 为 矩阵 《q)， 于 是 设 X = 
> Xe,DCX) = > asp ， 我 们 有 


Si = D(X)(e,) 一 Du 2 Xe;) 


== > (Re 十 Sanrioe) 
. ! 


= 也 ( 巡 十 Dan)e 
即 是 说 
au 一 Es + > 和 me 
这 又 一 次 表明 方 是 一 阶 微分 算 子 ， 但 与 前 述 情况 不 同 ， 它 不 是 齐 
次 的 ，Christopher-Levi-Civita 符号 站 ,给 出 了 0 阶 项 , 因为 dim 下 与 
dimF 不 同 , 刻 不 可 能 是 桶 圆 的 , 但 仍 容易 计算 其 象征 ol2D). 令 wwE 
T* (CM),XEB1g 为 一 实 函数 使 4g(P) 二 w 即 m=[ 问 ). 于 是 
oD GX = DgX); = 21bo9o。 
系数 由 下 式 给 出 ， 
by 二 | 站 C9) 十 oun = wh 


换言之 ，o(D)(w)X 是 一 矩阵 
WA Wh wh 
WA Wha th 


» 
Wroteorenr Peaprrr 


Wh Ne 
由 它 仍 可 看 到 ，zw 天 0 时 oD Cw) 必 为 一 对 一 的 . 
最 重要 的 经 典 的 梢 圆 算 子 无 疑 是 Laplace 算 子 \. 在 欧 氏 空间 


R 中 它 很 简单 ,我 们 已 知 为 
612 


CU 
、 一 Es 
故 是 二 阶 微分 算 子 .车 w 二 2)wdz, 是 一 余 切 向 量 , 则 有 
oA (Cw) = Sg = I wl’, 


即 乘 以 的 通常 的 范 数 1 zx 上 :这 显然 是 R 上 的 同 构 , 所 以 可 以 
说 4 是 二 阶 (deg4 二 2) 椭圆 算 子 . 

在 一 般 流 形 M 上 ,上 述 论 证 就 不 够 了 . 记 住 ,在 一 般 情况 下 需 
设 M 是 一 定向 Riemann 流 形 .这 些 附 加 的 构造 帮助 我 们 定义 了 算 
子 * ,由 * 又 可 以 定义 余 外 微分 

4 一 十 《fdx)， 
然后 定义 Laplace 算 子 、\ 为 
一 kz 十 9 一 上 申 十 员 
{ 见 第 十 七 章 ). 我 们 在 Re 中 所 作 的 计算 暗地里 假设 了 R* 上 的 Rie- 
mann 构造 由 下 式 给 出 
lel = | Omanl? = 0, 

即 (dz ，… ,dz,) 对 每 一 点 PER 均 为 就 范 正 交 基 底 . 每 当 说 到 “通常 
的 基底 ”就 是 指 它 . 在 流 形 M 上 每 一 点 了 附近 自然 可 以 找到 局 部 
坐标 系 (U,x) ,使 0 同 胚 于 R. 但 是 不 一 定 能 找到 局 部 举 标 系 (U ,x) 
使 (dz ，… ,dz,) 对 VU 中 每 一 点 均 为 M 上 之 Riemann 内 积 下 的 就 范 
正 交 基 迹 .所 以 我 们 不 能 只 用 特例 而 必须 作 一 般 的 讨论 ， 

首先 ,zx 和 5 都 作用 在 形式 上 , 故 可 取 吾 =Ff== 47T" (MU). 我 们 已 
经 看 到 4 : 0C~(E) 一 0~(8) 是 一 阶 微分 算 子 ,而 且 

od) (ww) = w A. 
记 住 * 首先 是 逐 点 定义 在 从 47* (AM) 上 然后 才 拓 屡 到 截 口上 . 再 
记 住 在 47" CM) 上 不 论 怎 样 描述 * 只 是 一 线性 同 构 (改变 基底 中 
的 元 素 )， 很 明显 有 
x :CPE)—* C (有 8) 
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是 零 阶 微分 算 子 . 即 完全 不 含 求 导 的 算 子 . 对 这 类 算 子 显然 有 ,对 
任 一 余 切 向 量 
TCI) 一 x， 
(因为 没有 需要 换 成 wr 的 D,)， 对 于 阶 微分 算 子 Bi: C(B) 一 一 
C~《F) 和 {了 阶 微分 算 子 Di : C7*(8) 一 >0C*(G), 其 复合 DbDi: 
0*(B) 一 C0C™(0) 显 然 是 十 ! 阶 的 .而 县 其 象征 是 (pz) 与 zf) 
的 复 人 台 . 由 这 些 考 虑 可 知 和 :0~(8) 一 >0~™(8) 至 少 是 一 个 二 阶 微 
分 算 子 ,我 们 还 有 
CM C0) =o) Co Cw) +o Cu) od) (0) 
={mA) x CA wh CwA). 
为 了 弄 清 这 是 怎么 一 回 事 ， 我 们 来 计算 
op aE ATp(M). 
取 一 就 范 正 交 基底 《ee@) 2GWD), 取 为 AT2 (LW) 的 一 
个 基底 元 ， 例 如 “一 e A，…Aer 于 是 
《iD * (el A*'* Aei) =err1 A Me,, 
Ci) CaA) Cer A Ae)=wAlerA-Ae), 记 


出 二 De, 
r= 
我 们 有 
(w HA) 并 一 一 ae A 如 十 1 六 A ea- 


4 


Ciii) 再 作用 以 * 即 得 形 如 e AAAeA…Ae 这样 的 项 ， 其 
中 没有 e,， 每 一 项 有 适当 符号 ， 故 
x Cw 大 )x 下 一 Dwe A ACA Ae. 


41 一] 


《iv) 再 作用 以 zeA， 可 得 形 如 ， Gae) AweA'w AeA' Ae, 
二 土 wel 人 AeiA'rAa 一 土 wp 的 项 , 6。 又 重新 出 现 . 还 有 jk 
的 项 

ues 和 Me A he he 
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这 样 的 项 ， 所 以 
CA (uA)rn= 土 (uw) 十 全， > 土 twwyey 六 入 


eA Aehe,. 
作 类 似 的 计算 还 有 
x* Cw A Cw A = 土 (2 3) ea 十 如 加 上 式 的 第 二 项 . 


如 果 仔 细 地 计算 一 下 符号 ， 就 会 发 现 两 个 “第 二 项 ”恰好 彼此 抵 
消 ， 所 以 我 们 得 到 下 式 而 最 多 相差 一 个 符号 : 

oN = J wl’, 
即 乘 以 # 之 范 数 平方 ， 和 RR 完全 一 样 ， 由 此 也 知 4 是 椭 因 的 . 


8 2， 椭 圆 算 子 的 解析 指标 ，Hodge 理论 


如 果 丢 开 那 些 奇 笃 的 名 词 诸如 从 截 口 之 类 ， 微 分 算 子 D : 
CCG) 一 一 CCP) 其 实 就 是 一 个 微分 方程 . 因此 涉及 到 的 还 就 是 关 
于 微分 方程 的 那些 通常 的 问题 ， 具体 说 ， 已 知 9Ec”(CP)， 方 程 

Df 一 9 
是 否 有 解 ? 若 有 解 ， 解 是 否 唯一 ? 最 简单 的 情况 显然 就 是 2 为 矢 
量 空间 C” (8) 与 C7(z) 之 间 的 同 构 的 情况 . 这 时 对 任 一 gE 
CM(F), 恒 有 唯一 解 /EC*(8). 但 这 只 是 空 泛 的 谈论 . 不 仅 是 这 种 
情况 很 少见 ， 更 由 于 没有 一 种 有 效 的 理论 能 把 微分 方程 问题 化 为 
简单 的 线性 空间 问题 来 考虑 .然而 ， 即 令 在 一 般 性 的 水 平 上 ， 工 
然 D 已 设 为 线性 的 ， 非 唯一 性 与 非 存在 性 仍 可 用 线性 子 空间 来 措 
述 ， 所 以 可 以 用 
kerD CC C™(E) 
来 刻画 非 唯一 性 ， 而 用 
cokerD = CO™~(F)/ImD 
来 刻画 非 存在 性 . 车 它们 均 为 零 空 间 , D 就 是 同 构 . 若 不 然 , 下 一 
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个 可 能 是 最 好 的 情况 是 二 者 均 为 有 限 维 . 在 第 十 七 章 里 我 们 已 经 
看 到 , 当 MM 为 一 紧 Riemann 流 形 而 0 一 、 时 , 情况 确实 如 此 . 这 就 
是 Hodge 理论 . 情况 是 ,Hodge 理论 的 思想 对 所 有 椭 画 算 子 都 是 通 
用 的 ， 这 一 点 下 而 再 解释 .承认 这 一 点 以 后 ， 我 们 定义 了 的 指标 
为 
Ind(D) = dim kerD 一 dim cokerD. 

这 样 定义 的 理由 全 然 是 出 于 实效 的 考虑 .前 已 指出 ， 知 道上 而 定 
义 中 右 方 两 个 值 甚至 知道 其 各 都 有 用 得 多 ， 但 可 以 用 拓扑 方法 得 
到 的 唯 有 其 差 . 为 什么 是 这 样 正 是 指标 定理 的 内 容 . 沁 住 这 一 点 ， 
我 们 有 时 称 Ind(D) 为 D 的 解析 指标 注意， 这 定义 相当 确切 地 依 
赖 子 召 和 灭 这 是 很 合理 的 . 和 例如, 车 把 扩张 为 更 大 的 从 、 只 不 
过 引入 更 多 的 使 方程 Df=g 无 解 的 9, 但 增加 了 dim cokerD 之 值 而 
使 Ind(D) 改 变 . 

一 般 的 Hodge 理论 的 第 一 步 是 建立 起 Sobolev 空间 ， 再 证 骨 
Sobolev 种 Rellich 引 理 . 在 Laplace 算 子 的 情况 , 我们 已 经 看 到 怎样 
借助 于 的 切 从 TCM) 上 的 一 个 联络 来 作 到 这 一 点 . 联络 不 过 是 
一 个 矢量 场 ( 即 TCM) 的 截 口 ) 的 方向 导数 的 公理 化 的 定义 .没有 
理由 说 我 们 不 能 模仿 同样 的 公理 来 微分 任 一 矢量 从 的 裁 口 ， 这 
样 ， 光 消 从 如 上 的 联络 就 是 一 个 映射 

Vo (T (MM)) XO™ (BE) —0™ (8B), 
{X, p) 二 一 ”rp， 
它 适合 线性 规则 ; 对 XX 以 函数 为 标量 ， 对 以 常数 为 标量 ， 而 且 
对 函数 了 有 Leibnitz 法 则 ， 
Vrlfp) = KX(f) pt FY sp 
若 设 W 为 紧 的 可 定向 流 形 《 可 在 其 上 积分 ,而 有 内 积 (Riemann 
构造 ). 给 避 以 一 联络 (与 Riemann 构造 相 容 的 联络 只 有 一 个 ), 即 
可 如 第 十 七 章 那样 在 8 之 s 类 截 口 的 空间 0"(8) 上 定义 Sobolev s 
范 数 . 然而 我 们 在 第 十 七 章 就 已 指出 过 , 可 以 直接 利用 局 部 坐标 . 
而 不 必用 联络 .又 因为 这 样 做 在 许多 方 而 更 为 初等 一 些 而 在 第 十 
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七 章 中 又 没有 这 样 做 .我 们 现在 就 来 讲 怎 样 做 故 从 现在 起 就 设 
M 为 入 ， 取 一 固定 的 有 限 开 覆 六 〈(,) 将 5 平凡 化 ， 在 每 个 5 上 
取 和 固定 的 局 部 截 口 (5 ， 名 ，…， 亲 ),， 上 二 dimB， 再 选 从 属于 (4,》 
的 一 的 分 割 (和 )， 今天 Ci 为 和 之 支 集 ， 于 是 天 为 紧 ， 当然 也 
可 取 5 为 坐标 邻 域 ， 局 部 坐标 为 二 (zi,，… 2)， n=dimnM. 给 
出 一 个 截 口 xEC*(8) 则 有 展开 式 
LP 二 2 705 
于 是 P= (pr，…， 有 所) 可 看 作 是 R'=L, 上 的 矢量 信 0 函数 .这 种 
函数 显然 可 以 就 一 平行 体 P 周期 拓展 而 六 CIntP (注意 区 别 :我 们 
不 是 讨论 R" 上 的 紧 支 集 函 数 ， 此 支 集 可 以 因 函 数 而 异 ， 而 是 讨论 
支 集 位 于 一 固定 紧 集 玉 内 的 肾 数 ). 故 若 0“(7*} 是 环 而 ?上 的 C* 
值 消 数 空间 ， 可 定义 一 个 映射 
OB) BD), pr (Bp). 
我 们 知道 怎样 在 Cm(T") 上 定义 Sobolev s- 范 数 , 故 可 在 其 有 限 直 和 
十 定义 # 范 数 . 上 述 映 射 显然 是 线性 一 对 一 的 . 故 可 把 
C” (8 与 电 C” (六 ) 的 一 个 子 空间 等 同 起 来 ,从 而 0”(8) 也 有 了 s- 
范 数 , 类 似 地 可 以 定义 -完备 化 . 令 所 (下) 为 C~(T") 的 Sobolev s 
空间 ,C™(T*)CH《T") 为 包含 ， 于 是 有 包含 映射 
C° CE) 一 一 由 CT) CBAT). 

因 右 方 为 一 Hilbert 空间 ， 故 可 取 C~(E) 在 其 中 的 完备 化 ， 此 即 
Sobolev 空间 太 ' (5), 用 这 样 的 方法 显然 仍 有 Sobolev 引 理 和 Rellich 
引 理 . 这 个 程序 中 当然 有 很 多 有 待 选择 的 地 方 ， 要 证 明 这 些 不 同 
选择 给 出 等 价 的 范 数 很 党 元 ， 但 并 不 人 难 、 也 可 以 在 作 一 特定 的 论 
证 前 先 作 一 选择 . 

构造 Sobolev 空间 H'(8) 与 任意 算 子 无 关 . 但 车 DD : Cc~(B8) 
一 >0™~() 是 一 4 阶 微分 算 于 , 它 显 然 映 一 s 类 截 口 为 一 * 一 上 类 截 
口 ， 册 下 图 
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用 
CCIE)-— 0 (F) 


| | 


H'(B).— >H" (FF) 
汀 将 上 拓展 为 一 连续 的 线性 算 子 02: (8) 一 >H"*(F)， 在 泛 函 
分 析 中 有 一 个 引 理 与 此 有 关 ， 

Schwartz 3| 理 令吉 各 8H! 是 两 个 Hilbert 空间 , 7?T;: 一 > 
五 ' 是 - “连续 的 一 对 一 线性 映射 且 使 ImTCH! 为 闭 . 则 对 任 一 紧 算 
子玉 :1 一 >H' ,dim ker(T 十 天) 为 有 限 . 

证 车 否 . 则 ker《T 十 天) 中 有 一 无限 的 就 范 正 交 序 列 (e,). 因 
为 为 紧 , 故 可 设 Ke, 一 >f. 又 因 Ye 十 Ke 一 0, 故 Te 一 一 一 了 .又 
国 im7 为 财 , 故 必 有 一 个 ee 总 使 Te 一 一 六 但 了 又 是 连续 旦 一 对 
一 的 线性 算 子 . 且 将 如 上 映 到 另 一 Hilbert 空间 Im7 上 , 故 。 一 一 e， 
而 这 是 不 可 能 的 . 

为 了 应 用 这 一 引 理 ， 需 要 证 明 

椭圆 算 子 的 基本 估计 车: C*(8) 一 mC"( 下 ) 是 一 椭圆 微 
分 算 子 , 其 阶 为 <, 则 对 任意 指数 s 均 有 一 个 只 依赖 于 了 与 s 的 常 
数 C 使 得 


pli eC ppl?i+ pl pECIE), (Cx) 
证 明 的 想法 很 简单 . 显然 只 需 对 环 面 证 明 它 即 可 ， 于 是 设 
已 一 >) 4.D,. 
先 看 一 简单 的 特例 , 即 吃 只 含 主 部 即 1e| = 而 且 系 数 4 一 4o(z) 
为 常数 . 记 住 苦 snEC~(E) 表 为 一 Fourier 级 数 (4.), 则 Dp 可 表 为 
Fourier 级 数 ((》) 4o6")pe) ,但 >) 4 一 ca(D)(5) 正 是 象征 同 态 ， 
这 里 把 4= (56,… ,5$) 解 释 为 任 一 点 了 PET" 处 的 佘 切 矢量 . 因为 由 
假设 oD)(4) 对 --- 切 < 天 0 为 同 构 , 故 存在 一 常数 C(&) 使 得 对 任 一 


向 量 x€8， 
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上 egptsytry OC zl 
因 olD)(#) 是 -次 齐 次 多 项 式 . 故 (00) 必 为 和 1 全 之 形 ,， 必 是 
-常数 . 于 是 我 们 有 
oc) ll. 
现 由 定义 
hppb t= 2 oD) pl + (ly 


C2 eh ipl + 1. 


所 以 、 
1 pp + leh? 2 DO 十 Constll eldipl(l 十 


1 去 中 2)* 
Const 2) [pl 十 Nal)’+e 


> Const tp | 

然 乒 、 对 -- 般 情况 只 需 用 逼近 ， 想 法 如 下 : 村 任 一 点 PET， 
我 们 将 先 求 其 一 个 小 邻 域 使 对 一 切 适 合 supppCt 的 p.Cx ) 式 
成 立 . 用 这 些 邻 域 i 覆盖 T' 再 用 一 的 分 割 即 可 证 明 一 般 的 (x)， 
在 小 邻 域内 的 证 明 如 下 : 对 于 已 点 令 六 为 将 六 之 系数 好 代 以 
4 人 (P) 且 仅 保留 其 最 高 阶 !c| 二 4 的 项 所 得 的 常 系数 算 子 ， 由 上 画 
已 经 证 明了 的 ， 有 不 等 式 

| plersol [bp lt hpl,) 
但 算 子 差 了 一 记 可 写 为 D 一 访 二 4 十 8,8 即 DD 中 之 低 阶 项 
2 ,从 而 
4 一 >)(4o(z) 一 AAP) YD,. 
lol=¢ 
所 以 车 54 充分 小 , 必 可 使 上 式 最 右 方 之 第 二 项 
cl apl, Flel 


而 因 避 之 阶 最 多 为 4 一 1, 故 由 连续 性 有 


| Bp .BN | pl rai: 
为 处 理 这 一 项 ,需要 以 下 的 不 等 式 : 
引 理 ”已 知 整 数 :<s<s 以 及 e0, 必 存在 一 常数 Ce)>0 
使 得 
ol? ep + CG) ph?. 
证 对 任 一 正 数 y, 因 4 与 记 中 至 少 有 一 个 之 1， 
~ 二 3 一 电 
1 委 关 ”十 rt 


现今 y= (1 十 上 上?) 则 有 

C+ él Yedlt ellD: + cd + sl", 
这 里 C(e) 一 co 09， 引 理 证 毕 . 

现在 对 * 委 s 二 dd 一 1<s 十 上 ! 应 用 以 上 引 理 , 并 适当 取 *, 必 可 得 


clBl ole hol telpl. 
从 而 (1) 式 化 为 
Iolo Se pols t+ Nol) + pl 


电 此 即 得 〈* ). 

有 此 基本 估计 后 即 可 应 用 Schwartz 引 理 了 . 记 住 由 Rellich 引 
理 ， 对 任 一 s， 包 含 算 子 7): H'(8) 一 >H'-!1(B) 为 一 素 算 子 、 考 虑 
F= DEB: HB) 一 > HAF) 中 H+TE), 

我 们 有 
lrpll= pp t+ lel Dols+ lol, 
CC | pes 
这 表明 中 是 一 对 一 的 ， 且 有 闭 值 域 . 由 Schwartz 引 理 ，kerD 二 
ker (F 一 站 维 数 为 有 限 ， 从 而 kerDmc”(B8) 也 是 有 限 维 的 . 
我 们 还 要 证 明 cokerD 二 0”(F)/imD 也 是 有 限 维 的 .这 是 很 容 
易 的 技巧 性 问题 . 思路 如 下 : 在 BE, FF 上 给 出 内 积 , 使 得 车 p, x 为 
C™(E) 之 截 口 , 必 可 得 一 M 上 之 函数 PF 一 (pCP),p(P)). 车 为 
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紧 的 可 定向 流 形 , 则 可 用 积分 定义 C ( 急 上 之 肉 积 为 
(p14) = | (pCP) ,ul(P) YdP. 


这 样 可 按 平 常 的 方式 定义 伴随 算 子 D"， 

Dpyn) 一 (6 了 7U) PECIBE) ,LEC*CF), {2) 
因为 dim cokerD 一 dim kerD* ， 则 对 5' 应 用 上 之 所 述 即 得 所 需 的 结 
果 . 

在 这 过 程 中 有 几 个 技术 问题 ， 首 先 ，C~(E) 与 0C*(F) 均 非 
Hilbert 空间 、 故 不 能 用 (2》 来 定义 D" 〈 因 线性 映射 pr 一 > Dp， 
&) 不 能 写成 (p，* ) 之 形 )， 故 需 用 其 它 方法 定义 D*. 此外, 即 
使 定义 了 了 ,也 还 需 证 明 它 也 是 椭圆 算 子 , 才能 应 用 Hodge 理论 . 
所 李 是 这 一 切 对 于 从 事 仿 微分 方程 的 人 都 很 熟 习 而 容易 .只 需 看 
-- 下 局 部 情况 . 故 设 对 一 R" 而 至 ,六 为 乎 凡 处 , 且 只 讨论 具 紧 支 集 
的 截 口 . 由 Gram Schmidt 方法 作 国 与 二 之 就 范 正 交 基 , 使 其 内 积 
成 为 “通常 的 ”内 积 .、 对 函数 /,，g 有 


过 (1(z) ,9(z)) a (B22, )+ (ve )， 3 ). 
凡 在 无 穷 远 附 近 (f，g) =0， 求 积 上 式 将 有 
ar wy 
(起 ,= 一 {7, 史 )， 
9 ef 二 
即 对 算 子 忆 一 区 、 有 六 一 一 下 二 《一 1) 六， 更 一 般 地 
f al°l » la 
(元 ] 一 (一 1)0l Et 
若 5b = >》) 4.D。， 我 们 有 
(AD,f 9) = (Df, A: 9), 
4 (P) : Fp 一 Bp 即 通常 的 伴随 矩阵 . 所 以 
(Df, As 9) ee 《一 1) (CF, DAs g). 
但 显然 有 
Dds 一 42 Ds 十 低 阶 导数 . (3) 


这 专电 及 ' 局 部 地 应 如 何 定义 . D* 实 为 一 微分 算 子 , 其 阶 数 与 六 四 
何 仍 为 由 (3) 式 还 表 大 应 如 何 定义 象征 0 《2 )、 因 为 这 时 低 阶 
项 不 起 作用 ， 显 然 
oD*)CE) = CC— 1)[o CD) (CE) ]*. 

是 (CD)(C9 之 伴随 矩阵 《加 上 下士 号 )， 特别 是 ， 当 5 为 椭圆 时 ，D* 
亦 然 ， 所 需 作 的 即 是 如 此 . 

当 我 们 一 开始 在 定义 z (5) 时 就 弄 椒 了 低 阶 项 , 并 将 5D 代 以 
余 切 向 量 w， 其实 并 未 说 明 何 以 要 这 祥 做 ， 只 是 说 我 们 想 要 一 个 
整体 定义 的 东西 . 但 通过 讨论 Hodge 定理 以 后 ,现在 就 理解 多 了 . 
算 子 2. 与 图 数 不 可 交换 ， 要 使 它们 可 以 交换 就 必须 她 去 由 Leib- 
nitz 法 则 而 来 的 低 阶 项 . 这 样 才能 得 到 一 个 性 态 较 好 的 东西 . 这 样 
做 当然 会 失去 -- 些 什么 ，Hodge 定理 就 表明 了 这 一 点 ， 当 我 们 设 
9{ 中 ) 为 一 同 构 (椭圆 性 ) 时 ， 其 实 还 不 能 断定 上 了 也 是 同 构 ， 相反 
地 我 们 来 证 明了 与 则 梅 之 差别 至 多 为 有 限 维 的 ， 这 就 引出 了 最 后 
一 点 评注 。 总结 起 来 ,我 们 先 要 证 明 一 个 “容易 的 ”正定 理 : 当 
Dn 为 一 和 何 构 时 ,0o(D) 亦 然 ， 证 明确 实 是 “容易 的 ": 车 D 有 逆 Di 而 
2D, 二 D,D 二 1. 但 作 象 征 时 组 合 蛮 成 了 乘积 ， 世 以 

oP)oD) = oD No(D) = 1, 

不 幸 的 是 这 样 做 并 不 管用 , 因为 逆 算 子 D, 并 非 淮 分 鼻子 . 它 确实 
不 可 能 是 . 因为 所 有 的 微分 算 子 之 阶 关 0 而 degt1) 一 0 下 管 怎 么 
说 ， 微 分 之 “ 逆 ” 是 积分 .所 以 需要 在 流 形 上 引入 一 个 整体 定义 
的 积分 算 子 并 证 明 它 也 有 适当 定义 的 象征 . 这 就 是 拟 徽 分 算 子 . 虽 
然 我 们 这 里 不 可 能 讨论 它 ， 仍 应 指出 ， 即 令 我 们 只 对 微分 算 子 有 
兴趣 ， 也 很 容易 出 现 这 样 的 情况 . 使 得 我 们 需要 更 一 般 类 型 的 算 
子 . 当 读者 研读 指标 定理 的 详细 证 明和 例如 见 [2]) 时、 应 该 记 
住 这 一 点 ， 关 于 拟 微分 算 子 可 以 参看 [3J. 


$ 3,， KK 理论 概述 


我 们 已 经 看 到 ,Hodge 定理 指出 ,定义 在 紧 流 形 M 上 的 顶 圆 微 
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分 算 子 2D 有 一 不 变量 
[nd(D})=eim kerp— dim ecokeri). 
现在 的 问题 是 怎样 证 明 它 是 一 个 拓扑 不 变 莉 . 在 特定 的 特例 下 ,办 
法 是 以 拓扑 方式 显示 地 重新 解释 mnd(D) ,例如 用 万 亏 数 、 除 子 . 陈 
类 等 等 而 为 在 一 般 情况 下 做 到 这 一 点 、 就 需要 一 种 新 的 工具 以 
拓扑 方式 定义 一 个 新 的 不 变量 .然后 再 进而 证 明 这 两 个 不 变量 是 
- - 回 事 ， 为 拓扑 指标 提供 自然 的 语言 的 这 种 新 工具 就 是 天 理论 . 
同 忆 一 下 ，K 群 K(X) 是 一 种 形式 的 万 有 的 对 象 使 tCX) 成 
群 ,YCX) 是 X 上 的 矢量 从 的 同 构 类 所 成 的 半 群 .CX}) 中 的 加 法 叶 
Whitney 和 田 . 因为 万 有 的 对 象 是 用 公理 定义 的 .上 所 以 有 不 同 的 方 
式 去 定义 它 . 例如 Grothendieck 构造 就 是 取 由 F(X) 生 成 的 自由 群 
FCVCX)) 以 及 由 所 有 形 如 BDF 一 8 一 F 的 关系 所 成 的 子 群 / 之 商 
群 . 另 一 种 对 我 们 目前 的 情况 更 适用 的 构造 法 是 仿效 由 非 负 整数 
(7(X)) 得 出 整数 (天 CX)). 所 以 我 们 考虑 YCX) 中 的 元 素 对 (8B,F) 
之 集 P. 我 们 说 两 个 对 为 等 价 (二 ,了 ~(51 ,本 ) 即 指 存 在 一 个 4 各 
VC《X) 使 得 
(BBFNIDA= (BB DA. 
我 们 知道 ,上 面 要 添加 一 个 4 是 因为 相 消 律 在 rCX) 中 不 一 定 成 
立 . 所 以 着 没有 4, 一 就 不 是 等 价 关 系 .P 疡 是 一 个 半 群 ,其 中 的 加 法 
定义 为 (8, 扑 十 (B14.F)) 二 (8 四 EBL.ROBFRD) 而 K(X) 二 P/ 一 是 一 个 
群 . 和 平常 一 样 ,这 里 有 嵌入 关系 
上 (一 一 天 (X)， BF-=[B,0]. 
国 为 5 及 ,下 一 0 是 K(X) 中 的 零 元 ,可 将 K(X) 中 的 任意 元 [8,F] 写 
成 
[8.F}= [BE,01+ Eo,Fl= (8,0]— [Ff,01]=E~—F. 
很 明显 , 它 完 全 等 价 于 Grathendieck 构造 法 . 
天 CX) 是 X 上 的 函 子 . 若 了 : XX 一 >7Y 为 一 映射 , 则 由 拉 回 映射 
订 给 出 一 个 映射 
VYTO—— V(X),. Erf°* (8). 
623 


它 又 进一步 诱导 出 一 个 映射 
f° :RY)— K(X). 
点 空间 * 是 一 不 足 道 的 例子 .因为 了 (x* ) 一 ( 非 负 整 数 ) , K(x) 二 Z 
一 (整数 ). 若 空间 X 有 一 基点 * EX, 则 左 入 映射 * 一 ~X 给 出 
K(X) SRC ) 一 2 
其 核 即 定义 为 约 化 群 
RCX)—ker)’. 
车 一 一 * 为 平凡 的 投影 , 则 p=1 定义 了 直 和 和 
RURS Er RR) RC) 
即 
K(X)=KCXEDZ. 
此 式 几 何 意 义 很 清楚 . 对 于 EEV(X),z 就 是 取 其 维 数 dimE. 故 若 
将 任意 整数 a" 关 0 与 4 维 平 凡 从 混同 起 来 . 则 对 任意 5EV(X).,5 一 
dim 必 所 让 (X). 所 以 衣 (X) 只 不 过 是 省 开 几 何 上 不 是 道 的 信息 , 所 
以 它 在 几何 上 更 有 意义 . 事实 上 可 以 用 -几何 方式 直接 定义 
(X), 这 对 于 非 形式 地 了 解 诛 (X) 十 分 重要 "下 述 引 理 是 基本 的 
事实 . 

平凡 化 引 理 ” 设 X 为 紧 ， 则 对 上 任 一 矢量 从 ， 必 有 另 一 
矢量 从 下 使 EOF 为 平凡 从 ， 

证 由 分 裂 原 则 ， 只 和 需 证 明 有 一 平凡 从 4 使 C4 即 可 . 令 
{i 二 1，-…， 上 为 有 限 的 平凡 化 覆盖 而 其 中 的 局 部 坐标 
为 

PN NU XR. 
令 负 为 gp 之 后 再 继 以 投影 UXR 一 -rR* 使 
:RR. 
为 | 吾 :一 +R'" 为 一 线性 同 构 .再 令 (%) 为 从 属于 (以 ) 的 一 的 
分 割 . 和 通常 一 样 ，% 可 以 拓展 为 整个 5 上 的 映射 如 如 下 : 
BER, 0) ) DD). 
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注意 .在 任意 纤维 名 上 ， 多 | 及 仍 为 线性 的 〈 若 和 (7 天 0, 且 为 问 


:个 装 四 
vw: EXX(RXRX..XR'), 
区 

因 y|5 是 线性 的 , 故 攻 是 :处 映 射 .# 也 是 嵌入 ,因为 对 任意 xE 
,至 少 有 一 入 (7) 关 0, 故 ¥¥| 瑟 是 一 对 一 的 . 

现 考虑 映射 

a VXI—R(X), Eo——*[8,dimg]. 
若 a(B8)=alt 下 ,由 六 (X) 之 定义 . 必 有 某 从 4 使 
BHDdms BA4= FdimF a4. 
由 平 几 化 引 理 可 再 作 从 上 使 4BB 为 平凡 从 ,于 是 上 式 成 为 
(rr ) 五 GE 一 居中 7 
t,t 是 两 个 整数 (= 平凡 从 ). 易 见 (* ) 是 等 价 关 系 而 以 上 所 证 其 实 
就 是 af 号 ) 一 (FF) 后 下 (* )F. 套 
PSX)ACx ICKRCX). 

但 易 见 这 里 的 人 其 实 是 一 . 因为 给 定 任 一 [5,F]E RCX). 将 下 平 
凡 化 :FD4==r. 于 是 [8,] 一 [#8 划 4,4] 二 a(8B4), 因 为 由 [8,F]E 
(XT dimE=dimF=>n=dim(80 4). 

关系 (* ) 是 很 有 几何 内 容 的 . 车 (* ) 对 某 平 凡 从 二 成立, 就 
说 如 与 为 “稳定 等 价 ”. 例如, 我们 已 知 4 维 球面 之 切 从 了 T(5:) 不 
是 平 几 的 ( 当 # 为 偶 时 ,不 存在 处 处 非 0 的 截 口 ), 但 其 法 从 Tt(S) 
则 是 . 于 是 有 

(SPDI=n+ | 

而 z(5*) 是 稳定 平凡 的 . 这 一 现象 表明 V(X) 中 相 消 律 不 成 立 ,而 
R(CX) 正 是 表明 其 不 成 立 的 程度 . 确实 地 ,我 们 也 可 以 用 一 万 有 的 
对 象 抽 人 象 地 定义 六 (X) ,此 对 象 把 适合 某 附加 条 件 ( 即 要 求 对 平凡 
处 pln) = 二 0) 的 加 法 函数 pg :V(X) 一 一 菜 Abel 群 变 为 群 同 态 . 

以 上 所 述 昌 然 严 格 说 来 只 当 X 为 紧 时 成 立 , 但 由 分 类 定理 ， 
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尼 对 广泛 得 多 的 空间 也 对 .FGCX) 是 伦 型 不 变 的 .从 而 天 人 X) 和 
K(X) 也 是 . 

稳定 等 价 关 系 另 一 有 用 的 推论 是 天 (Xx) 的 同 伦 描述 . 记 住 从 名 
EVCX} 可 以 用 分 类 映射 了: 匀 一 一 86, 的 同 伦 类 来 分 类 ,这 里 4 一 
dimE 一 12) 或 600 视 所 论 的 从 为 复 或 实 而 定 . 再 记 住 包含 关系 
GCC 诱导 出 一 映射 地 : 56 一 -6 车 J: 一 20. 将 吾 分 
类 . 则 ji1 和 -一 "36.: 的 意义 很 清楚 : 它 就 是 从 8 外 ! 的 分 类 映 
射 . 亦 即 稳定 关系 , 令 [X,8B6.j 为 映射 1: XX 一 >BG, 的 同 伦 类 之 
集 . 于 是 六: -一 -诱导 出 一 映射 (着 )、: [X ,B06,] 一 一 [X， 
BG,+411- 这 样 可 得 一 ( 集 的 } 有 向 系 f[X, B86.1,(;.), ) ,其 直接 极限 
记 作 [X.80]: 

lim [xX,B6,1=[X,8G] 


称 为 稳定 问 伦 类 之 集 . 由 上 面 所 说 ,可 以 认为 
[RBG l=RCOEY, 

确定 也 可 将 LX,84] 解 群 为 X 到 一 “稳定 ”分 类 空间 86 的 映射 
一 >B8 的 同 伦 类 . 有 一 个 一 般 的 间 伦 操作 方法 把 六 :56. 一 一 
Bc,+ 精确 到 所 涉及 到 的 空间 和 了 映射 的 伦 型 变 为 包含 映射 .于 是 
BG 是 …B0.CB0rC… 的 “望远镜 并 ”(telescopic union). 但 我 们 不 
必 详 谈 , 而 是 要 说 明 可 以 直接 用 此 格式 进行 计算 , 首先 把 问题 确 
定 , 我 们 讨论 复 从 于 是 G.=L(n),X 取 为 n 维 球面 8 

车 n==0, 则 食 (S) 二 K(x ) 一 2 而 没有 什么 意思 . 

著 # 二 |, 则 [5' .B08)] 二 2 CBU (WD)) 二 zoCUCn)). 这 是 由 到 Cn) 
之 可 缩 性 与 纤维 化 

UMD——*EU (Nn)—BU(n) 
向来 . 因为 对 一 切 n,nolU(Cn)) 二 0CL(w) 为 连通 群 ), 有 
K(S!)=0, 
下 一 个 情况 n=2 时 需 计 算 x.(4 (x)), 先 由 纤维 化 
Un — Un 1 rt D/Cn) = SY+! 
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可 知 对 一 切 na 闻 1 有 天 fn)) 一 TO (十 1)). 因 为!(1) 二 5S'， 
Ti(S1) 二 Z 部 有 
KK(S)=Z. 
这 件 事 可 以 更 几何 化 地 重新 表述 . 函数 
FS)—>7, Br-—*c(B), 
其 中 (8) 为 之 第 一 陈 类 ,是 可 如 的 且 c,Cx)==0. 故 有 群 的 同 态 


F(S?) >z 


| 
六 (CS2 ) 

因为 我 们 已 经 抽象 地 知道 祥 (S:)==z, 所 以 车 能 求 得 从 BCTY(CS2) 
使 (8) 二 1, 即 知 c 为 同 构 . 这 个 从 当然 就 是 典 则 的 万 有 线 从 到 
一 > 人 二 CP', 即 通常 称 为 Hopf 丛 量 者 . 故 知 (6) 一 疙 一 ] 是 群 
人 (CS2) 的 生成 元 . 

对 更 大 约 天 计算 mw 人 U(r)) 就 难 了 ,只 有 当 2a 二 12 时 才 会 有 
稳定 点 ， 

AU 一 TCD 十 1 一， 

所 以 只 知道 4 很 小 时 (例如 4 二 1 或 2) 的 Ce 五 理 
论 的 基本 定理 , 即 周期 定理 之 最 简单 的 形式 如 下 : 

Bott 周期 性 定理 


KK) 一 一 CD 一 


( 故 稳定 同 伦 群 m.《B) 之 周期 为 2). 

我 们 不 能 来 证 明 它 了 ,但 还 要 多 说 几 句 以 便 最 后 把 它 改 述 为 
对 我 们 最 方便 的 形式 . 

令 4CX 为 一 子 集 . X/4 表示 由 X 将 4“ 捏 ”(collapse) 为 一 点 
( 即 以 它 为 X/4 之 基点 ) 所 得 的 空间 . 这 种 作法 是 很 普遍 的 ,但 需 
如 一 些 限制 以 便 得 到 很 好 的 空间 X/4. 由 序列 


A— ~X— xX/A 


Z， 7 为 偶 ， 
0， a 为 奇 
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可 以 对 一 空间 ? 得 到 序列 
[xX/A,Y] -> [X,Y]—— [4,7]. 

可 善 希 望 此 序列 为 正 合 的 , 即 Inr" = 二 keri*? 这 里 keri' 解释 为 "站 
[ 常 值 映 射 C : 4 一 -7 的 基点 之 类 ]. 因为 由 定义 ==0, 帮 Inr' 
Ckeri’ 而 没有 问题 , 但 包含 关系 keri* ClImz* 相当 于 要 求 :给 定 一 
映射 :XX 一 >Y 使 1|4 同 伦 于 常 值 映射 ([f]€ keri" ), 要 找到 隐 
一 上 映射 9: X 一 > 了 使 s14=C([g]€E[fX/4,Y])) 且 f~g([f]= 
x [9]). 通 一 个 图 来 帮助 记忆 : 


事实 上 很 普遍 的 对 人 xX,4) 均 有 此 性 质 ( 形 式 地 称 与 器 伦 扩 业 性 
质 ). 例如 (X,4) 为 一 单纯 复 形 对 或 CW 对 ,或 者 与 亡 们 同 伦 的 东 
西 都 有 . 特别 是 对 于 流 形 对 是 如 此 . 
由 此 受到 启发 ,以 了 =BU, 可 定义 相对 KK 群 为 
K(X,A)—FK(X/A), 
这 时 ， 
K(X,A)— KCX)— FA) 
成 为 ( 群 的 ) 正 合 序 列 ! 
注意 , 若 对 请 (X), 关 Cd) 均 如 上 一 个 z, 并 不 改变 正 合 性 ,于 是 
对 任意 的 对 CX,4) ,序列 
天 (X 4) 一 -= 天 (X) 一 > 天 (4) Cx) 
均 为 正 合 的 . 
为 应 用 这 一 事实 ,考点 以 下 情况 . 设 有 关上 的 从 BB 和 使 8] 
4 一 中 14. 于 是 LB8,F]EK(X) 在 keri* 中 ,因为 1* [8,F]=[8|A4,F| 
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41 一 0, 歼 可 求 得 元 aE A(X.4) 使 x' (0 一下 .因为 [2 直径 
天 (X) 即 * 差 ?一 下 ,ce 可 以 称 为 上 与 在 A(X,4) 中 之 差 . 

这 一 情况 确 与 我 们 有 关 . 设 8.F 是 流 形 型 上 的 从 ,而 已: 
C8) 一 >C”(F) 是 一 微分 算 子 , 于 是 DD 有 象征 oCD) 使 对 任 一 余 
切 向 量 we€E 7T* 4 均 给 出 一 个 线性 号 射 

oD)(w) : Ep———rFpy, P=r(w). 
这 事 可 改 述 如 下 : 令 :7T*《M) 一 >MM 为 余 切 从 的 投影 ,可 以 考虑 
拉 加 站"” (8) ,we* 《FR). zr*( 避 ) 之 元 是 一 个 对 Cw,P),wET*(M),PEM 
且 x(w)==P. 才 象 征 ocD) 可 以 看 作 一 线性 映射 ;对 任 一 (w,P) 有 
oD) :Fs* (B)o mF Fp. 

即 o(D) : 二) 一 一 (是 从 同 态 . 若 设 癌 为 梢 圆 的 , 即 r(D7 对 
一 切 (w,P) 凡 w 关 0 时 均 为 同 构 . 即 , 若 以 0Gz (CM) 表 0 截 口 , 则 
oP) : a (BETTS 一 0 一 一 六 (FJ CM) 一 0) 

为 同 徇 . 故 以 X=7T* (MM) ,4 一 TU 一 0, 就 得 到 了 非得 差 元 素 的 
情况 . 以 上 的 表述 并 不 准确 ,因为 映射 zr”: 天 (YY,d) 一 天 (X) 不 
一 定 是 一 对 一 的 , 故 使 x* (a) 二 [E,F] 的 差 a€ K(X,4) 也 不 必 唯 
一 . 所 以 还 要 多 做 些 事 才 能 使 选取 更 清楚 . 这 并 不 难 做 ,要 用 到 一 
般 问 伦理 论 中 的 Puppe 序列 .出 发 点 是 :(* ) 看 起 来 疑 为 一 正 合 上 
同调 序列 之 一 段 . 这 是 当然 的 ,由 于 我 们 选用 记号 K(X,4) 一 
六 CX/4) 的 方法 ,这 就 产生 了 一 个 “相对 群 ” 的 幻觉 .但 若非 这 个 幻 

觉 是 真实 的 ,我 们 也 就 不 会 这 样 做 了 . 做 法 如 下 : 

记 住 K(X}) 只 与 X 的 伦 型 有 关 ., 在 下 面 的 引 理 中 ,这 件 事 是 有 
用 的 . 

引 理 设 4CX 为 一 子 集 .车 4 作为 一 个 空间 是 可 缩 的 , 则 六 
与 六/4 伦 型 相同 . 事实 上 ,投影 x : X 一 一 X/4 即 辣 伦 等 价 . 

证 4 为 可 缩 即 指 恒 等 映射 4 一 一 4 同 伦 于 常 什 喘 射 C. 用 五 
表 此 同 伦 , 故 在 下 图 中 有 一 喘 射 (XXx0)U(4XD 一 >X. 由 同 伦 扩 
张 性 质 ,这 可 拓展 为 一 映射 XX7 一 ~X. 称 顶 X=XX11) 的 映射 
为 9, 则 因 14 一 C 一 常 值 , 可 以 通过 商 将 它 分 解 如 下 ， 
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a A 
xX/A 
即 9x 一 9g, 因 9~id, 故 和 一 id, 亲 理 7~id, 故 了 是 的 间 伦 逆 ， 
对 任 一 空间 XX, (XXD/ACXX {1})) 称 为 XxX 上 之 锥 CX. CX 显然 


-一 人 
项 XX{ll 
XxI 提 为 一 点 


可 缩 . 若 在 CX 中 再 将 X= 二 XX {0} 捍 为 一 点 ,所 得 空间 CX/X 称 为 
的 双 角 锥 (suspension), 记 作 SX: 


ee 
cx 席 捏 为 -点 5X 


藻 在 (Xx1f0h)UCdxD 中 将 顶 4X 1{1} 捍 合 , 可 得 一 空间 :XUC4. 


便 查 为 一 点 
Xx 0AXT 
4CxXUc4 是 可 缩 的 , 故 由 上 之 引 理 :XUCc4~(UCc4)AC4( 一 家 


伦 型 相同 ). 但 显然 (XU0C4)/C4=X/4. 换言之 , 商 空间 被 代 以 
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“并 "空间 . 又 图 式 


人 Uca 


| 上 | 夺 伦 等 价 
XX/4 


为 同 伦 可 换 . 这 就 是 上 面 说 的 将 任 一 映射 (7) 换 成 包含 映射 的 同 
伦 运算 . 现 将 两 个 对 (X,4) 和 (XUC4,X) 放 在 一 起 , 即 得 
X 一 >~XUC4 一 (XUC4)AX 一 S4 


这 | | 
4 一 一 X 一 >X/4 
作用 以 天 函 子 后 即 可 将 两 个 正 合 序 列 连 起 来 ， 
RCSA—rR(XUCA)—rFR(X) 
有 | 
ROX/A——>KR(X)—R(A), 
即 短 的 3 项 正 合 序 列 延 长 了 一 项 .还 有 一 个 对 (SX,S4) 使 SX/S4 
二 SC(X/4). 才 又 得 两 个 正 合 序列 连接 起 来 : 
KOSCX/AD ——r ROSK)— > KR(SA)—* K(X)—— > (A). 

当然 可 以 反复 这 样 作 ; 定义 n 重 suspension SX==SCS"1X), 又 

定义 “ 负 ” 的 天 群 为 
K-"(X)=(S*X), 
即 得 一 长 正 合 序列 : 
RX, A RX RA Rt A) 
但 右 方 不 能 无 限 延 长 , 它 将 终止 于 KC(4) 二 K*(4), 面 且 我 们 不 知 
道 在 … 一 KCX, -一 -天 CX) 一 -天 (4) 的 最 后 一 个 映射 记 是 否 满 
射 . 这 一 点 很 重要 . 车;* 是 满 射 ,上 面 序列 右 方 还 可 再 添上 0. 而 现 
在 这 样 的 半 无 限 正 合 序列 称 为 “Puppe” 序 列 . 然 面 周期 性 定理 还 有 
一 个 更 一 般 的 表述 ,站 是 说 ,对 任意 空间 X， 
F(X) =KCSX). 


例如 , 若 习 一 S" 有 SX=S! 即 维 球面 .因为 
(ST) =Z, (CS')=0. 
所 以 
z， 若 上 4 为 偶 ; 
0， 车 下 为 奇 . 
由 周期 性 定理 ,对 正 的 a 可 凤 用 周期 性 来 定义 到 : 
K(X)=A" CX), 

这 里 充分 大 ,确实 ,Puppe 序列 可 以 无 限 地 向 右 推 而 得 一 完整 的 
长 正 合 序列 . 众所周知 ,这 使 得 分 次 群 A'(X) = 二 CX) 名 ICX) 成 
- …“ 上 同调 理论 ”但 因 我 们 并 不 需要 它 所 以 也 不 费力 来 说 明 这 句 
话 的 意思 . 

现在 回 到 差 的 构 作 . 记 代 ,我 们 的 问题 在 于 ,对 某 些 对 (X,4)， 
映射 玉 (X,4) 一 wxKCX) 可 能 不 是 一 对 一 的 . 事实 上 ,Puppe 序列 

RA RCR A KOR) KCA) 

是 说 kerx* 一 tm5. 但 有 些 特殊 的 情况 使 x* 成 为 一 对 一 的 . 再 设 有 
X 上 的 从 五 和, 自 其 限制 有 B14 二 14. 这 里 的 二 自然 意思 是 
14 和 FF|4 同 构 . 更 确切 地 说 , 令 p :814 一 >F|4 为 给 出 这 个 同 构 
的 外 映射 . 用 这 些 材 料 可 以 自然 地 作出 一 个 新 从 ; 令 了 一 习 UX 为 
将 两 个 X 沿 4 重合 而 得 的 空间 . 车 在 这 两 个 X 上 各 给 出 从 和 
而 在 4 上 则 通过 pp 把 814 与 F144 等同 起 来 , 这 样 “显然” 得 到 了 


Rcs) =( 


— 


_ | 吏 一 访 C， 


en 
上 的 一 个 处 , 记 作 EUE. 我 们 把 “ 显 热 ” 二 字 加 上 引号 是 因为 , 虽 
然 思路 是 完全 合理 的 ,但 我 们 没有 给 出 细节 , 例如 局 部 坐标 等 . 但 
是 可 以 用 分 类 映射 来 考虑 . 若 f,9 : 一 86 分 别 表示 吾 和 天, 则 
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二 |4 一 下 14 正 表示 f14~g|4、 而 一 特定 的 从 映射 pg 就 给 出 一 特定 
的 同 伦 雪 ， 在 上 图 中 ， 和 矩形 可 用 同 伦 扩 张 性 需 来 填 满 ， 只 颖 给 出 
出 其 项 了 到 86 上 的 映射 这 映射 即 处 BUF. 这 称 为 “ 捏 拢 ” 
(clutching》 构造 . 

现在 有 了 好 几 个 映射 。 有 投影 2 :YY 一 一 X， 有 两 个 包含 记 ， 
ww :XX 一 *Y ， 它 们 的 商 是 了 /ii(X) 二 了 /iz(X)==X/4. 所 以 ,对 于 对 
(Y ,i(X)), 我 们 有 


KY ,XR KRC) 


| 2 皮 
KCX/A) KONY. 
国 为 太一 id, 故 导 为 满 射 ,这 还 不 是 我 们 所 需 的 x' 为 单 射 .但 
Puppe 序列 是 函 子 的 ,在 长 序列 
RY RX) RY NKR KX) 
rp Ty he ? ~ hs 
K-'(X) K(X) 
中 在 天 -5X)? 处 也 有 半天 一 各 . 故 六 在 大- CX) 处 也 是 满 射 . 这 和 
正 合 性 芍 闻 了 天 为 一 对 一 的 .事实 上 
0- 一 KGY.X) 工 -KO) 一 -KKOX) 一 0 

是 分 裂 正 合 序列 (在 K* 处 也 一 样 ), 我 们 做 了 的 所 有 的 一 般 形 式 的 
工作 最 后 的 结果 即 此 . 

现在 了 Y 上 有 从 BUF, 故 可 作出 类 [yp* 6,EUF]ERK(Y). 因 
BUF)=E,tp* = 二 id, 帮 有 

” i Lp BB UF] = LE,B]—0. 
故 可 认为 [p* BB,B8UF]ERCY,X)=K(X,A). 这 就 称 为 召 , 严 通 过 w 
的 差 元 素 , 记 作 4(CE,F,9). 

上 上述 构造 中 虽 有 很 多 意思 不 大 的 一 般 东 西 , 不 应 该 忘记 <z( 瑟 ， 
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F.9) 有 很 清楚 的 几何 意义 . 以 上 作法 中 最 重要 的 部 分 显然 是 用 
“ 捍 拢 "函数 zp 作出 的 从 BUF, 但 在 从 论 中 这 样 做 不 仅 是 自然 的 ， 
而 且 是 唯一 要 做 的 事 . 从 的 局 部 坐标 的 迁移 函数 pw， 
UXC——rB tl,XC:, 
(b,v) ~ 一 (Bb, py Cb)v) 
恰好 是 平凡 从 XC 和 UXC' 在 UNMvV, 上 的 捍 拢 钞 数 ,所 有 的 从 
都 是 这 样 做 出 来 的 .在 此 过 程 中 , 捏 拢 函数 是 本 质 的 ,所 以 在 符号 
4&( 瑟 :792) 中 要 把 p 标 出 来 ,在 和 X,4) 中 也 需要 它 , 国 为 到 头 来 我 
们 需要 的 是 “ 差 ”, 而 后 来 又 定义 K(X) 中 的 类 [8,F] 即 是 “ 差 "8 一 
,是否 有 E814 二 FF|4, 而 当 有 同 构 时 , 同 构 g: 4 一 ->f|4 又 是 什 
么 ,这 部 是 不 关 重 要 的 . 8 一 六 是 形式 差 , 它 在 KCX,4) 中 ,而 d(8， 
Fp) 使 我 们 既 能 领会 形式 的 代数 的 方面 ?" 忆 一 EUF, 又 保持 了 担 
扰 沪 数 的 几何 实质 . 
作为 一 个 特例 , 邻 蔷 二 户 ,4 二 2? 一 S1, 于 是 了 一 XU 一 他- 令 
如 ,天 为 平凡 线 从 , 捍 扰 函数 9 为 
SI xcC 一 -SIXC， 
《zt7) 二 一 ”>(5 20). 
所 得 的 处 即 Hopf 从 里 . 所 以 
d(] ,lp9)—1— HE KOC). 
大 家 记得 一旦 是 祷 (S?) 的 生成 元 . 所 以 我 们 所 作 的 肯定 不 是 游 
戏 . 
记 住 ,车 了 :C0~(8) 一 >C™* (所 是 椭 阅 微分 算 子 ; 则 其 象征 
o《D) 可 以 看 成 一 个 同 构 
oD): a’ (BOT CM) ~ 0)—r a FIT* CM) 一 0)， 
这 里 5: 个 * (MM) 一 > 是 余 切 从 .所 以 我 们 有 差 类 
dw En FoD)) E 天 (CT (CM) 一 0). 
可 以 此 类 为 算 子 5 的 拓扑 指标 的 定义 .有 了 抽象 定义 后 问题 在 于 
将 它 与 数值 的 解析 指标 ins《D) 相 比较 . 这 是 下 一 节 的 事 , 但 在 解 
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释 细 节 之 前 ,已 经 有 一 定理 . 注意 ,拓扑 指标 只 依 束 于 2D 的 象征 
olD). 可 能 解析 指标 Ind(2) 也 是 这 样 , 但 出 我 们 迄今 所 作 的 讨论 ， 
这 却 不 是 显然 的 ， 

现 以 一 个 技术 性 的 说 明 结束 本 节 . 前 面 已 看 到 函 子 K* (X,4) 
对 于 紧 的 CW 对 最 为 合用 ( 同 伦 扩 张 与 平凡 化 引 理 ), 但 
(7T* CM),T" (CM) 一 0) 却 不 是 紧 的 . 但 这 里 没有 问题 . 可 以 在 
7?*(M) 或 7(M) 上 给 出 一 个 度量 使 W 成 为 一 个 Riemann 流 形 . 于 
是 我 们 可 以 考虑 单位 球体 从 D* (ME) 必 7T*(M) 与 球面 从 
S*( 周 ) 二 30" (MM). 我 们 知道 ,包含 映射 (D (MM),S* (M))CC 
(7 CM),7T* CM) 一 0) 是 一 个 向 伦 等 价 ， 于 是 可 以 用 (2D* (MM)， 
S* 《有 )) 一 一 当 MM 为 紧 时 这 是 一 个 CW 对 一 一 代替 (7T* (CM)， 
7T， (WM) 一 0)， 最 后 ， 有 时 有 人 确实 注意 于 collapsing 空间 

D* MS: CU 一 TCM) (CM) —0). 

它 称 为 从 Y'(M) 一 MM 的 Thom 空间 ， 


3 4. Todd 亏 数 与 拓扑 指标 


二 节 所 定义 的 拓扑 指标 是 CT* CM),7T* (一 0) 中 的 元 素 
dr 5 (Fo(D)). 我 们 解释 过 , 它 即 从 汉 * (EB) Uw" 《下 ), 我 
们 用 示 性 类 来 将 它 与 数值 的 解析 指标 Ind(CD)? 加 以 比较 . 因为 我 们 ” 
讨论 的 是 复 从 ,基本 的 示 性 类 是 陈 类 : 

ec: VX)—H'(X), 号 一 > ce(B)(E 的 全 陈 类 )， 
但 从 形式 的 观点 看 来 ,这 却 不 能 令 人 满意 ,因为 c 不 是 可 加 的 , 因 
此 不 能 用 太 (X) 来 分 解 [ 另 一 方面 ,c 保持 稳定 等 价 性 ,因而 可 以 用 
禄 (X) 来 分 解 j. 但 这 不 是 严重 的 问题 . 大 家 记得 ,我 们 确 有 一 个 由 c 
导出 的 可 加 函数 , 即 陈 特征 
ch;: VX)— HC(X;Q). 
回顾 一 下 定义 :将 c 形式 地 加 以 分 解 ( 利 用 加 权 ) 
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c= 1 十 ct 十 十 cn 二 [[ (十 wt)， 
=]l 


于 是 ch= Ser 
要 付出 的 代价 是 :ch 是 "(X18) 中 的 有 理 类 而 不 是 8* (X37) 
中 的 整 类 , 以 下 我 们 都 这 样 理解 而 不 加 说 明 . 于 是 我 们 有 Abel 群 
的 同 态 : 
ch : K(X)—r H' (xX). 
车 (X,4) 是 一 个 对 , 记 住 在 许多 场合 下 ,相对 同 态 (X,4) 一 >(X/ 
4. x ) 导 出 奇异 同调 群 的 同 构 : 
H* (xX,A) ~ H* (xX/A) 
( 例 媳 (CX,4) 是 一 CW 对 }. 故 在 相对 群 上 我 们 也 有 
ch: KCX,A) = K(X/A)— > HB'*(X/4) 一 五 (X,A). 
事实 上 ,ch 也 可 以 拓展 到 产 (X,4) ,但 我 们 不 需要 这 个 . 
用 特征 即 可 将 拓扑 指标 变化 如 下 : 
ch : KOTS OM TI CH 一 0) —r HT OM) ,TT CNH) 一 0). 
此 外 ,我 们 还 有 Thom 同 构 ( 若 M 为 可 定向 ): 
p: HM)—— > H' CT'(M),T*(M) 一 0) 
所 以 pich 引导 到 如" CM) 上 .车 [M]E H.CM) (rn 二 dim4), 则 知 
wp 'ch er (CE),m* (FY .oD ,LY ] Cx) 
是 一 个 数 ( 通 常 为 有 理 数 ). 现在 确实 可 以 把 它 与 Ind(D) 加 以 比 
较 . 因此 我 们 愿 以 Cx ) 为 D 之 拓扑 指标 的 定义 ,并 记 为 Ind,(D). 与 


， 此 相 比 ,在 有 必要 时 ,解析 指标 Ind(D) 将 记 作 Ind(D)， 


但 是 说 实在 的 ,怎么 会 配 到 Ind《D) 二 Ind.(D) 呢 ? 至 少 有 一 个 
特例 可 供 检验 . 我 们 有 Hirzebruch 指标 定理 , 它 告诉 我 们 , 当 D 为 
Laplace 算 子 时 ,可 以 用 天 气 数 来 计算 Ind,(D)., 我 们 可 以 在 现在 检 
验 一 下 ,在 此 情况 下 ,(* ) 也 就 是 天 气 数 . 所 涉及 的 计算 确 非 不 足 
道 的 . 它 要 用 到 我 们 在 第 15 章 讲 过 的 示 性 类 这 一 工具 ,再 加 上 重 
要 的 周期 性 定理 . 我 们 就 来 解释 它 . 

先 要 讲 一 些 一 般 知 识 . 记 住 ,ch 还 有 一 个 好 处 即 它 保 持 张 量 
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积 . (XX) 中 的 张 量 积 显然 在 CX) 中 定义 一 个 积 . 所 以 
ch: K(X}—>H°(X) 
是 环 同 态 .我们 需要 把 它 推广 到 相对 群 . 为 此 ,应 用 外 张 量 积怨 更 
为 方便 . 故 若 半 是 号 上 之 从 ,下 是 上 之 从 ,89 是 XXY 上 的 
大 .车 X= 了 Y, 则 利用 对 角 映 庙 
jj: XX—rXXX 
的 拉 同 即 可 定义 内 张 量 积 BF, 即 有 BGOF 一 J* (869), 现 令 X,Y 
均 有 基点 . 令 XYY 为 发 与 了 在 基点 上 之 并 , 即 
XVY=XX(#)U(t*x*)xXYCXXY. 
我 们 显然 有 关 ( 必 YY) 一 天 (X) 中 关 (7). 定义 * 棉 " 积 XAY 如 下 : 
XArY= (XX /NX YY), 
如 通常 一 样 , 有 Puppe 序列 
RK YY R(X AY) 
ROX XY RX VY). 
然而 现在 还 有 投影 
mAX 
mY, 
CXYY) 的 元 是 一 个 对 (a, 让 ,aE 禄 (X) ,PBE 祖 (YY). 今 定义 
SG 六) 一 1 ot nip. 


XXxXY 


显然 有 

tstof) =i mAat+inif=at+ph= (a,p). 
即 s 是 站 的 提升 Qifting). 于 是 Puppe 序列 可 以 分 裂 , 所 以 我 们 可 以 
又 一 次 把 禄 (X AY) 看 作证 (XXY) 的 子 群 ,因为 s* 是 一 对 一 的 . 若 
a R(X), FERC) 表 为 8B—dimE,F—dimF, 则 aap 可 以 表 为 

5 OF — BE dimF ~ dims OF + dimE dimp. 
它 是 在 keri* 中 , 所 以 我 们 可 以 认为 ao628 是 在 禄 CXAY) 中 . 现在 设 
Y 二 X/4, 则 对 角 上 映射 
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4:X—XXX 
诱导 出 对 角 映 射 
4 3 X/A——"(XAX)/A. 
所 以 ， 


KCX) X RX,A) > RCCXA X)/4)—> K(X,A) 
定义 CX,4) 为 K(X) 上 之 模 . 类 似 的 程序 使 六 CX,4) 成 为 一 环 ， 
所 以 它 实 是 KCX) 上 的 代数 . 
要 想 利用 这 一 切 , 回 到 差 的 构造 . 若 必 ,有 是 六 上 的 从 , 且 有 同 
构 2 : E14 一 >F|4, 这 也 可 以 说 成 是 我 们 实 有 正 合 序 列 
0—* BA— + FIA—*0. 
这 一 点 可 以 推广 : 设 有 从 的 序列 
0—*» Bo—r E—* bi——0 (x x%) 
使 得 在 4 上 ,下 面 的 序列 是 正 合 的 : 
0—— Bo|A—> E14A-T> Es|A—— 0. 
作 gi 的 一 个 提升 s: 8 一 rr8,( 即 有 ms 一 1), 即 有 同 构 
mr 十 s: (BD BE)|A—— Bl|4. 
于 是 可 以 得 差 (Bo 龟 加;B ,po 十 8). 它 依赖 于 s 的 选取 ,但 是 可 以 
证 明 它 其 实 没 有 关系 , 车 记 Cx) 为 (8B*,p), 则 记 差 为 
4d(B* ,p)EKCX,4). 它 比 以 前 的 定义 推广 在 于 :车 用 sr* : K(X,4) 
一 > 太 (X) 焰 它 棒 到 KK(X) 中 ,我 们 显然 有 
nd(BE" Pp) = Bo— E+ BE. 
没有 理由 停止 在 三 项 序列 上 . 所 以 车 及 上 的 从 的 序列 


B* ,Pp) 3 0 一 而 下 一 一 0， 


且 其 在 4CX 上 之 限制 为 正 合 , 则 称 之 为 一 椭 贺 复 形 . 于 是 有 一 个 
类 (CE* ,p) EE K(X,A) 使 得 


TeKB8 9) = >) (一 DE. 


今 设 T :BE 一 >M 是 一 复 矢量 从 . 可 以 定义 如 上 的 一 个 复 形 

如 下 :EB' 的 第 i 项 可 以 取 作 
B= nn’ (AE) 
即 五 之 i 次 外 矫 48 的 拉 回 .关于 局 态 
pT ME)— qs CAE), 

注意 Tw 4B) 之 一 点 为 G60 ,wwEB,vOME 有 xx(w) 二 #7(2) 二 yp, 即 
(wD) EB XCAE),, TEN 菜 一 点 ,因为 (4'8),= AB8,,; 所 以 wAv 
E A+18, 有 意义 . 我 们 定义 pw,0) 二 (wwAv). 若 w==0, 当 然 对 
一 切 : 有 9%=0 而 我 们 没有 正 合 序列 . 但 是 容易 证 明 , 即 在 0 截 口 
之 外 

Oa (NE) i HB) HTB) —+ 0 
确 为 正 合 的 . 我 们 自然 地 记 K (5,8 一 0) 的 这 个 元 为 d(x' (4' 8)， 
4) ,或 简 记 为 r" (4* 8). 我 们 再 提 盘 一 次 ,此 元 映 入 (8) 后 即 为 
元 素 

n° (2 1)48). 

引入 x* 《4" 五 ) 的 理由 在 于 它 对 不 理论 中 的 周期 定理 给 出 了 
最 一 般 和 最 方便 的 形式 . 

K 理论 中 的 Thom 局 构 定 理 . 对 任 一 复 矢量 从 r ; 下 一 > 对 ,以 
下 的 映射 是 一 辣 构 : 

$e: KCM)— KCE,B — 0), 
Gm— 7" (G0) » dx’ (CA BY)), 

这 里 的 。 表 示 KC(8) 和 KK(8,8 一 0) 的 乘积 . 

这 个 定理 的 名 称 自然 来 自 以 下 事实 , 即 它 与 通常 的 五 * (CM) 中 
的 Thom 同 构 定理 形状 相同 ,而 d(x* (4* 8)) 起 着 Thom 类 的 作用 . 
要 看 出 它 与 周期 定理 有 关 可 看 村 二 x 妓 一 点 而 是 平凡 线 从 这 
一 最 简单 的 情况 . 复 形 x* (4'#) 就 是 

EXC-— "8 XE 
1 ] 
A* CAE) nT" (CA'B) 
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而 遇 射 gp 为 
PT) = Gat A 1) = C0,wv) 
(wv 这 时 就 是 复数 ). 但 是 大 家 记得 ,这 就 给 出 了 元 1 一 HE 
(5S?) ,所 以 我 们 做 的 是 对 的 , 这 当然 不 是 证 明 , 但 它 是 Thom 同 构 
在 平凡 情况 下 的 验证 . 但 是 大 家 记得 ,在 我 们 前 面 已 有 的 通常 的 
Thom 同 构 定 理 中 ,平凡 情况 就 是 我 们 所 需 的 一 切 , 其 余 的 只 是 
Meyer-Vietoris 序列 的 形式 同调 计算 . 这 就 是 为 什么 我 们 前 面 说 明 ， 
周期 定理 的 简单 形式 
KX) 一 一 > ROSTXY 

昔 洱 了 值得 注意 的 Puppe 序列 的 拓展 ,因为 对 于 果子 类 (YX), 同 伦 
性 质 是 显然 的 ,切除 (exsision) 竹 质 来 自 定义 下"《X, 4) 一 
天 ”(X74) ,缺少 的 就 只 有 正 合 序列 了 . 证 明了 它 以 后 ,求证 一 般 的 
Thom 同 构 定 理 就 可 以 逐 字 重复 前 面 的 论证 了 . 所 以 Thom 同 构 定 
理 尺 管 形式 一 般 , 其 实 等 价 于 周期 定理 . 

Thom 同 构 定 理 的 用 处 在 于 我 们 现在 有 了 另 一 条 由 天 * 到 片 " 
的 途径 , 即 mw 'ch 或 chy!; 


天 (TCM Te CM)— 0 rH CT C0) ,PT* CM) 0) 
站 


KOM)— -有 (1) 
二 者 起 否 相同 或 者 是 否 一 个 优 子 另 一 个 则 还 不 清楚 . 现在 就 来 弄 
清 这 一 点 . 先 需 一 点 技术 性 的 说 明 , KK 理论 中 的 Thom 同 构 ¥ 只 对 
复 从 有 定义 ;而 流 形 的 余 切 从 :了 "(NM) 一 > 则 是 实 从 . 解决 的 
方法 自然 是 作 其 复 化 x: Te (M) 一 ~ 履 , 并 作 其 在 K (TE (M)， 
Te (CM) 一 0) 中 的 着 LCr* (8) ,wx* CF}),oCD)) (对 是 ,不 需 作 什 么 ， 
它们 本 来 就 是 复 从 ). 从 今 以 后 我 们 都 认为 已 经 这 样 作 了 ,并 将 盖 
简 记 为 [oe(D)]. 
现在 研究 可 换 性 :ch。#% 一 rp。ch. 函数 
FOX) 一 有"*(X)， 8B rpg! ch。%1)， 
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KX ERE, BO SH: CB,B—0) rH (X) 
显然 是 函 子 的 ,因为 mw,ch.% 都 是 自然 的 . 故 由 定义 .wp ch。 
#[1] 是 示 性 类 . 记 之 为 a(8). 由 基本 的 构造 定理 .我 们 知道 , 复 从 
的 任意 示 性 类 都 是 陈 类 的 多 项 式 函 数 (6 CBGm)) 二 Q[ei.cs,……， 
co]). 能 不 能 算出 多 项 式 x(8)? 为 做 这 件 事 , 取 台 为 万 有 从 8 一 > 
BU (Cm) =X. 

考虑 以 下 图 式 : 


KB,E—0) h(EB) K(X) 
Ee ls FE 
H* CB,B— OH CE) rH CK) 
Kp 7 
H" CX) 

7 人 :一 ”BEB/(8 一 0 是 投影 而 i;; XX 一 *8 是 零 截 口 . 记 住 对 于 
Thom 同 构 gyi 六 p04) 二 4。%# 即 Euler 类 # 的 履 法 .因为 

A 二!° che (1) 


即 有 
jp) = i jchy0) 一 ch(i 关 六 13， 
亦 踊 
Ho = chli i yO)). 
记 住 


PI) 一 dr (4* EB)), 
而 在 用 六 推 到 KC8) 中 以 后 有 

Jr AB =o > (一 4 
因 六 和 i 互 为 同 伦 逆 , 故 有 

ch p01)) = ch(> (— mg) 
容易 用 权 来 表示 此 数 车 VY 是 一 UCm)- 模 而 权 为 @,… ,6%, 即 有 
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PT" 二 2 ,dimW==1, 而 7" 在 [; 上 的 作用 即 乘 以. 令 e. 为 7 
的 基底 ,我 们 知道 4 有 一 组 基底 er, A Po A 所 
以 4 有 权 
Oi Os < 
再 考虑 到 符号 (一 1) ,可 得 
cshC(>) (一 TD4B) = [0 ~—e). 
再 回忆 到 , 若 用 权 来 表示 ,有 
Zet= 1 +o, 

故 得 suler 未 人 性 类 为 

X 一 I 一 Cn。 
故 得 下 面 的 公式 

pe lle = lI 一 es.} 

我 们 是 在 #8* (BU Cm)) 中 讨论 ， 而 它 是 整 环 . 因此 乘 以 的 运算 是 
一 对 一 的 , 故 上 面 的 公式 说 明 4 是 方程 


Li 二 IIa 一 ee) 
的 唯一 解 ， 我们 显然 可 以 将 此 解 写 为 
Jla 1 一 8 
人 一 TTI( 全 )， 《站 


这 个 公式 是 可 以 实际 计算 的 . 上 式 右 方 由 其 形式 显然 是 @，…， 
的 对 称 消 数 , 若 将 它 展开 并 用 w 的 初等 对 称 函 数 来 表示 , 即 得 到 
用 陈 类 Cs Cas "y Cw 的 多 项 式 表 达 式 . Se 


ao 一 | 岂 一 计 o， He = 50 十 忆 和 
这 样 我 们 知道 ,五 * 理 论 和 坪 * 理 论 中 的 Thom 同 构 交 和 9 与 示 
性 函数 ch 是 不 可 交换 的 ， 但 是 我 们 也 找到 了 二 者 之 差别 pg-'。ch 


。%， 它 就 是 < 类 . 我 们 要 把 这 一 点 也 放 进 折 扑 指标 [Loc(CP)] 中 去 . 
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由 于 技术 上 的 原因 .我 们 不 用 & 类 而 将 用 其 逆 Todd 类 多 , 它 就 是 

7 一 TT i 
对 一 给 定 的 流 形 型， 我 们 定义 其 Todd 类 FCM) 为 4M 的 复 化 谍 从 
Te( 好 ) 的 Todd 类 字 (rcCU)) 有 了 这 一 些 ,我 们 即 可 形式 地 定义 : 
紧 定向 流 形 MM 上 的 复 人 志和 下 上 的 椭圆 微分 算 子 DD: 
全 ) 一 人 CCP) 的 拓扑 指标 nd《D) 为 

ndi(D) = {tg !chfoe(D) TZ (CM) ,LM 1), 
即 在 暂时 规定 的 定义 5* ) 中 加 上 一 个 “校正 ”因子 了 (M). 有 
很 自然 的 理由 解释 为 什么 要 加 上 它 , 但 这 里 不 可 能 来 讲 . 反之 ,我 
们 要 看 一 下 它 在 一 些 计算 中 起 什么 作用 ， 
记 住 对 于 复 从 一 >X， 有 
£8) = pe che y(1) = po ch oe dr CA 8),A] 

这 样 、 在 Ind 和 4 的 计算 中 都 有 

9 achGa)y = a. 
4EK(R.E—0) 是 “差异 "类 . 我 们 适 才 作 的 计算 的 基本 思想 是 ,用 
基 把 它 推 人 天 (中 , 其 好 处 是 ,在 相对 群 天 (8,4) 中 ， 差 元 上 只 依 
赖 于 捍 拢 函数 mw， 

eR rN Ry EE 
这 使 得 不 容易 得 到 ch 《4u}， 但 是 在 天 (8) 中 它 是 “未 耦合 ”的 . 
它 就 是 在 天 (8) 一 天 (X) 中 的 形式 差 > ;( 一 上 及 ,所 以 chj (wu) 
容易 计算 . 要 付出 的 代价 是 ， 我 们 得 到 的 并 非 a 而 是 
ch(f’ (WD) = a (EB) (x) 
即 a 乘 以 Euler 类 7Z (5)， 幸好 在 4 的 情况 下 我 们 是 在 分 类 空间 X 
三 地 Cn) 中 讨论 ， 从 而 %* (8) EH* CX) 不 是 零 因 子 ， 所 以 上 
式 可 以 决定 a 在 计算 or 。ch [oc 《D)] 时 ， 我 们 讨论 的 是 从 
Tc (MM) 一 ~M， 上 面 的 《* ) 式 现在 将 给 出 
chs Cj° [oD 1]) = a X(T (MD))， 
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车 给 7 (CM) 一 个 Riemann 度量 ,将 有 了 (WH) 全 7 (Cd)， 故 
XxX CT" (MD) 二 xX (7? (M)) =X CM) 即 流 形 M4 的 Euler 类 . 另 一 
方面 六 fo (25)] 一 8 一 F 是 由 从 8 和 下 决定 的 ,而 DD: CY (一 > 
C™ 《FF) 即 定义 其 上 . 因为 ch 可 加 ， 我 们 有 
a* YCM) = ch(B) — ch(F). 

在 好 的 情况 下 ， 这 也 将 确定 出 

a 一 or。ch[ofD)]. 
当 疙 是 一 万 有 算 子 亡 : C0”(B) 一 CGC”(F) 的 拉 回 时 . 就 是 一 个 
好 的 情况 , 这 里 六 一 50 (mm) . 天 一 一 友 (m) 是 万 有 从 ,就 是 说 ， 
这 时 有 一 分 类 映射 1: NM 一 >BL (m) 使 得 BE=f* (8), F=f* (F) 
而 =f" (D5) (以 自然 的 方式 定义 :Dp 二 D 《pp。 了 ))， 于 是 元 素 

g= po° ch[o(D)] 

&* X= ch — chF. 
因为 XxEH* (BL (m)) 不 是 零 因 子 ， 故 
ch 总 一 chF 

x 
定义 在 8* (下 (m)) 上 . 于 是 我 们 有 
a= f° C0). 


二 


它 可 形式 地 写成 


a 二 pchfocw)] 一 chB — chF 


XCM) 
注意 当 上 式 合 法 时 a 没有 用 算 子 吕 作 任 何事 情 ， 而 仅仅 依赖 于 丛 
和 F， 在 它们 上 面 我 们 定义 了 算 子 D. 

一 个 这 样 的 例 于 是 Laplace 算 子 *， 取 一 个 足够 大 的 Grass- 
mann 流 形 ，BU (lm) 是 一 个 紧 流 形 ， 从 而 有 一 个 万 有 的 Laplace 算 
子 存在 . 记得 在 此 情形 (第 十 七 章 )， 我 们 将 外 代数 

A* (TECM)) = 4+B A 
分 型 为 两 个 从 4+ 和 4-， 其 中 4+ 是 从 星 算 子 * 导出 的 算 子 'a== 
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sum # 的 本 征 空 间 ， 4 二 ta tu 一 士 z} 因此 我 们 有 58= 
对 和正 一生， 并 且 我 们 恰 需 要 1+ 和 4 的 权 . 设 ( 士 加 ，…， 填 
ym) 是 实 众 了” (对 ) 的 实权 ， 我 们 有 

引 理 ch 一 ch4 一 Tleer 一 en) 

证 “对 Riemann 流 形 MM” 的 切 从 TC(MM) ,其 群 为 自然 作用 在 R2" 
上 的 SO (2m) 对 于 PTCSo (2m) 的 限制 ， 其 中 若 记 R2 一 R 中 由 
R?、 则 7 在 Re 上 的 作用 为 具 权 ( 土 .) 的 旋转 因为 4 (R*) 一 
的 14” (R?) .只 需 考 虑 4 (R*) 即 可 . 若 (ej ez) 是 R? 的 一 个 通 
常 的 基底 ， 我 们 有 

# 2 一 6 3#ez 一 一 台 v 
所 以 4+ 有 一 基底 《1 十 i (er Aes), ei 十 jes),， 其 权 为 (0, y). 4- 有 
一 基底 (l 一 i (el Aea)，o 一 iez)， 其 权 为 《0， 一 殷 ， 故 


chK4+) 一 ch(4 一 1 一 1] 十 申 一 ee 一 里 一 ee 
引 理 得 证 . 
继续 来 作 计算 .因为 Euler 类 为 x(M) = 【[y ， 故 
en er 
a 一 | 


另 一 方面 ， 复 化 切 处 Te (MM) 之 权 为 Cs es Yas Ys 一 
m)， 所 以 Todqd 类 地 (NM) A 


3 ¥ 
My T1172 1 一 i 一 er 
由 此 可 得 
个 en en 
0 [bes YS 人 
因 为 
4—4! 4 一 1 = 和 4 
《1 一 4) CA ”0 一 4) 《4 二 全“ < 
4172 十 1172 
TAA" 
所 以 
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”en cosh(y,/2) 
Ths 2 ct 一 er 1 sinhCy,/2)° 
用 2y 代替 多 可知， 除了 一 个 数值 因子 外 ， 上 式 等 于 
T Is/tanb ly,). 


但 这 就 是 1 的 二- 亏 数 《 见 第 十 六 章 )、 所 以 指标 定理 
至 少 对 于 Laplace 算 子 已 得 验证 . 


§ 5，Atiyah-Singer 指标 定理 


一 般 的 指标 定理 当然 可 以 陈述 如 下 :对 于 椭圆 微 分 算 子 2, 有 
Ind, (Dp) 二 Ind。(D)， 在 这 里 给 出 其 证 明 当 然 办 不 到 . 但 是 可 专 概 
要 地 指出 证 明 的 电路， 这样 做 当然 也 多 少 有 些 重 要 性 ， 因 为 在 定 
理 的 证 明 现 时 己 有 不 止 一 种 途径 .所 以 我 们 以 简要 的 说 明 作 为 这 
本 书 的 结束 ， 和 希望 对 于 有 心 研究 证 明 的 读者 育 所 助 益 - 

指标 定理 最 重要 的 特例 当然 是 对 于 Lapiace 算 子 的 Hirzebruch 
定理 . 大 家 记得 ， 其 证 明 依 靠 了 协 边 理论 ， 首先 是 把 解析 指标 
Ind。(A) 理 解 为 上 积 〈cup-product) 双 线 性 型 ， 所 雇 它 是 一 个 苏 边 
不 变量 . 因为 协 边 环 9&9a 的 构造 已 知 , 我 们 知道 Ind,(3) 必 可 用 
示 性 类 来 表示 . 于 是 上 亏 数 的 特殊 公式 也 就 是 在 9k9a 上 找 一 个 
环 同 态 , 使 在 生成 元 [fcP”] 上 取 值 为 1， 一 般 指标 定理 的 原 证 就 
是 由 推广 协 边 思想 而 得 的 。 公式 

(yp! ochly) oo FNM), EM] 
对 任意 元 xEK CT”(M), T* (CM) 一 0) 都 是 有 意义 的 ， 不论 4 
是 否 一 个 算 子 的 象征 . 所 以 nd 是 KK (T" (M), 7* (M) 一 0) 上 
的 一 个 函数 . 此外， 因为 K CT* (CM), T* (M) 一 0) 是 K (CM) 
上 的 一 个 模 ， 可 以 定义 
Ind(MV) 一 Ind(P,EcCsxw)])， 
这 里 VER (M) 而 sw 是 对 上 的 Laplace 算 子 . 函数 ind 有 一 些 自 
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然 的 性 质 ， 例如， 

(1) Ind, (H+4, F+W) =Ingd CM 1) 十 ind (0, wr), 这 
里 “十 ”表示 分 离 并 . 

(2) Ind: (NM, FBW) =Ind (NM, F) +Ind (MM, WW), 这 
里 余 是 (WM) 中 的 加 法 . 

(3) Ind, (MXN, vw) =lnd, (WM, FY 。lnd (VY, W). 
但 最 重要 的 是 ，Ind 有 协 边 性 需 . 我 们 现在 处 理 的 对 象 是 (MM， 
7)， 弄 蚌 一 流 形 而 Y 是 以 上 的 复 矢量 从 ， 我 们 说 (WM ,FF) 一 
(YY， 了 8) ,如 加 存在 一 个 流 形 天 使 3K=MUAN ,而 且 存 在 一 个 到 上 
的 从 P 使 得 PIM=V,PIN 二 W. 所 得 的 协 边 环 可 以 记 作 名 (80) 而 
我 们 有 

(4) lnd (M、V) 一 0， 若 在 8 (B64) 中 [M4, FF] =0. 

事实 是 我 们 对 于 9(B0) 的 构造 多 少 有 所 知 (至 少 是 对 8 (B60) 
8 的 构造 多 少 有 所 知 )、 它 是 一 个 多 项 式 环 而 有 生成 元 [cp*， 
1] 与 [5”， a.], 这 里 a.€EK (5*) 二 Zz 是 一 生成 元 ， 现 在 我 们 可 

Ind,[CP2,1] 一 1 
而 
Ind,LS* ,a, ] = 2". 

这 样 函 数 Ind 完全 确定 ， 要 想 证 明 指 标定 理 ， 只 需 证 明 Ind。 也 有 
这 些 性 质 即 可 ， 有 氛 下 诸 点 要 注意 ， 首 先 必须 证 明 Ind. 是 五 (X) 
上 的 一 个 函数 ， 这 意味 着 

(1) tc CD}] = [ec (D)] >Ind, (D) 二 Ind。 (六 )， 这 
一 点 前 面 已 经 讲 到 了 . 

(2) 和 任 一 个 EK (7T* CU)，7 (NM) 一 0) 都 是 某 个 算 子 
D 的 象征 [e《D)J. 如 果 我 们 仅 限 于 微分 算 子 这 就 不 一 定 对 的 , 但 
是 对 于 更 大 的 一 类 算 子 一 一 拟 微分 算 子 〈 见 [3]) ， 这 是 成 立 的 ， 

然后 可 以 一 点 一 点 地 来 证 明 lnd. 具有 所 需要 的 性 氨 .， 但 具体 
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的 工作 是 相当 艰巨 的 . [2」] 是 标准 的 参考 文献 . 

以 上 有 一 点 特殊 的 东西 即 9 CB6) 的 8 的 构造 定理 . Atiyah 和 
Singer 在 1974 年 一 组 文章 中 给 出 了 一 个 不 同 协 边 理论 的 新 证 明 . 
基本 的 工具 是 大 理论 . 回顾 一 下 Thom-Pontrjagin 构造 . 设 明志 六 
是 一 个 能 入 ， 而 了 上 是 将 的 一 个 管状 邻 域 . 于 是 了 一 4 是 一 个 
( 实 ) 和 失 量 头 、 而 我 们 有 以 下 的 图 式 : 


切除 


二 也 0 bd 
HM 0 HNN) HN) 
| 
人 


它 定 义 了 “错误 途径 (wrong way)” 映 射 册 ， 它 是 由 包含 映射 ; : 
1 一 >\ 诱导 而 得 的 . 因为 我 们 有 天 理论 中 的 Thom 同 构 #%， 所 以 
也 可 以 在 天 理论 中 来 做 上 征 的 事 ， 岂 是 有 一 个 美酒 . 区: 有 (NM) 
一 人 下 (有一 0) 只 对 复 从 天 一 一 W 有 定义 ,但 r 却 是 实 的 . 但 车 
把 一 切 都 提升 到 切 从 水 平 上 来 ,TMCTNX 是 一 个 子 流 形 . 它 的 管状 
邻 域 所 : TMCWCTN 有 自然 的 复 构造 . .事实 上 , W=x* (VC) 
Cz :TM 一 -> 是 投影 ) 本 质 上 就 是 上 的 复 化 . 然后 我 们 就 可 以 照 
抄 上 面 的 定义 : 
i 
| ~ 
KPO TO — DK 0 RON,TN — TH) > KCTN ,TN — 0) 
这 里 ?是 云 中 的 相对 Thom 同 构 . 若 时 等 于 一 点 * CN=R", 草 可 
以 了 到 WW=TN 而 使 == 是 一 同 构 ， 记 此 包含 i 扩 二 * CY 一 Re 为 
jj x* 一 >R'. 将 4 杠 入 在 一 个 上 县 有 较 大 的 4 的 R* 中、 我 们 
有 
KCPMTM — Or KORIR — 0) KOT# ,Tx — 0) 
| 
天 Cx ) 一 Z. 
这 就 定义 了 拓扑 指标 
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ind 一) oil。 
有 此 定义 后 、 自 然 要 求 ， 苦 上 : WHYCAY 是 一 包含 映射 ， 应 有 
find) = 大 1 = lndy>. 
这 正 是 一 个 基本 事实 ， 它 芍 涵 了 人 唯一 性 而 不 必用 到 协 边 理论 ， 若 
将 此 定义 转译 到 召 * 理论 中 去 ， 则 Todd 类 作为 一 个 因子 出 现 也 变 
得 很 清楚 了 . 


参考 文 献 


[1] Atiyah, M, F. andl. M. Singer, The index of elliptic operators, 1, 
Ann. ef Nath., 87 (C1968), 484— 530; ,Arn. of Math., 87 
(1968), 546—604. 

[2] Palais, R. S$. (ed}. Seminar on the Atiyah-Singer Index Theorem, Ann. 
of Math. Siudies, No, 57 (1965), Princeton Uniy, Press , Princeton, 
N. J. 

[3] 齐 民 友 ,《 线 件 偏 微分 算 子 引 论 》， 上 《〈1986)， 北 京 ， 科 学 出 版 
社 . 


549 


第 二 十 章 曲率 和 相关 问题 


1. 曲 率 


我 们 前 面 说 过 ,这 本 书 的 写法 是 选 定 一 个 主题 ,然后 一 步 一 步 
地 把 所 有 为 解释 主题 所 需 的 材料 加 以 展开 . 在 本 书 中 选 定 的 主题 
就 是 Atiyah-Singer 指标 定理 ,这 在 上 一 章 讲 了 . 按 这 个 写法 来 看 ， 
可 以 说 这 本 书 已 经 完成 了 . 然而 我 们 还 想 再 加 一 个 主题 以 供 讨论 ， 
这 就 是 曲率 的 概念 . 理由 有 两 屋 . 首先 是 ,我 们 都 知道 ,曲率 的 概念 
在 微分 几何 是 基本 的 . 但 是 它 还 和 我 们 讲 过 的 许多 其 它 东 西 有 联 
系 . 所 以 也 值得 讲 一 讲 这 种 联系 . 此 外 ,为 了 讲 这 些 东西 所 需 的 工 
具 绝 大 部 分 在 本 书 中 已 经 具备 了 ,不 去 利用 它 确 有 不 妥 . 更 确切 些 
说 .我 们 要 说 明 , 曲 率 概念 通过 de Rham 定理 提供 了 陈 类 的 另 一 个 
定义 , 然后 再 看 这 怎样 导致 著名 的 Gauss-Bonnet 定理 . 最 后 我 们 还 
要 提 到 曲率 概念 有 助 于 提出 数学 物理 中 所 谓 的 Yang( 杨 振 宁 )- 
Mijlls 规范 场 理论 . 

因为 曲率 这 词 表 示 一 个 东西 是 怎样 “弯曲 ”的 ,所 以 它 确 是 一 
个 几何 概念 .用 更 多 行 话 来 说 ,应 该 说 它 不 是 拓扑 概念 . 归根 结 蒂 ， 
每 一 本 初等 的 拓扑 教科 书 都 强调 ,拓扑 学 的 对 象 应 该 允许 用 同 胚 
去 “扭曲 ”“ 拉 伸 ”, 只 要 不 把 东西 “型 破 ”. 所 以 ,几何 必然 比 拓扑 多 
一 些 东 西 ,要 从 拓扑 学 进 到 几何 学 ,还 必须 引入 附加 的 构造 . 在 第 
十 六 章 中 ,这 个 构造 是 用 “联络 "来 表述 的 . 回顾 一 下 这 是 怎样 做 
的 . 设 4 是 一 微分 流 形 .给 定 了 一 个 矢量 场 X 和 一 个 光滑 函数 了 ， 
可 以 作 方向 导数 X(f). 流 形 的 作用 尽 在 于 此 . 然而 要 想 进 一 步 求 
一 向 量 场 可 在 X 方向 的 方向 导数 《(Y), 这 虽然 似乎 是 最 自然 的 
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推广 , 却 无 法 以 任何 自然 的 、 自 动 的 方式 来 完成 . 做 这 件 事 唯 一 的 
方法 是 要 求 它 适合 一 个 合理 的 然而 是 任意 的 公理 系统 .所 以 联络 
或 称 为 协 变 导 数 Dr(Y}) 要 用 公理 来 定义 . 所 以 它 确 是 一 个 附加 的 
构造 .有 了 它 就 可 以 研究 微分 几何 了 ,这 种 作法 虽然 是 台 理 的 , 却 
对 于 曲率 以 及 我 们 熟悉 的 任何 一 个 几何 概念 什么 也 没有 说 . 这 种 
现代 的 抽象 作法 为 什么 好 以 及 好 在 哪里 ,这 是 首先 要 做 的 事 . 因此 
要 回 到 Gauss 和 他 的 著名 的 “绝妙 定理 "(Theorem Ergregium). 从 根 
本 上 说 它 有 些 象 Poincaré 的 同调 概念 (当然 历史 上 Poincaré 要 晚 得 
多 ,所 以 我 们 又 是 把 事情 在 时 间 顺 序 上 倒 过 来 了 ). 大 家 记得 “ 同 
调 " 是 为 了 在 拓扑 空间 中 找 “ 洞 ”用 的 ,所 以 若 此 空间 在 恨 中 而 可 
以 “看 ”得 见 , 这 就 没有 什么 可 谈 了 . Poincaré 的 思想 之 不 朽 在 于 即 
令 这 空间 根本 “看 "不见 , 洞 仍 有 内 蕴 的 意义 . 类 似 于 此 ,在 你 看 得 
见 的 曲面 上 ,曲率 概念 是 显然 的 .如 果 我 们 看 着 一 只 船 消 失 在 地 平 
线 . 上 ,我 们 终于 就 知道 了 曲率 概念 . 旧 是 若 一 只 熏 下 对 于 三 维 空 间 
RR 一 泡 所 知 它 也 能 发 现 地 球 是 弯曲 的 吗 ? Gauss 的 绝妙 定理 说 , 姐 
果 这 臭虫 微分 几何 学 得 很 好 , 它 就 会 发 现 , 因 为 他 通过 计算 Dx (7Y) 
得 知 地 球 上 的 测 地 线 最 后 会 回 到 其 起 点 ,而 这 在 平面 上 是 不 可 能 
的 , 如 果 说 这 是 人 类 历史 上 最 依 人 的 发 现 之 一 ,这 可 不 是 笑话 直 
到 今天 ,人 们 讲 到 Einstein 相对 论 中 的 “弯曲 ”时空 时 ,总 还 不 太 自 
然 , 就 是 说 ,“ 看 不 见 " 的 曲率 这 一 概念 可 不 容易 吞 下 去 . 

Gauss 的 结果 来 自 他 对 氏 中 曲面 的 研究 . 所 以 取 一 个 二 维 子 
流 形 MC 开 .给 定 一 点 PE M,M 在 P 处 的 切 空间 TrCM) 是 Tr (RS) 
的 二 维 子 空间 :TpCM)CToCR’) 二 RI. 故 可 取 民 之 一 向 量 入; 使 之 
张 成 TCM) 在 R: 中 的 正 交 补 TiCM)+, 即 N 是 法 向 量 . Ns 之 符号 
尚未 确定 . 更 确定 些 说 , 设 凡 是 可 定向 的 . 对 RR 也 给 以 通常 的 定 
向 ,于 是 可 以 唯一 地 取 一 yz 使 TCM) 之 定向 后 再 附 以 Ns 将 得 出 
与 Ri 相间 的 定向 . 这 就 是 外 法 线 方向 , 最 后 ,给 No 以 单位 长 , 即 有 
定义 于 MM 上 的 单位 法 向 量 场 P 一 一 Ne. 记 为 入 :PP 一 Ny. 

令 X 为 M 上 一 个 向 量 场 ,这 就 可 以 讨论 六 在 六方 向 的 方向 
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导数 D:(N), 注意 ,这 里 面 并 没有 什么 奇妙 的 东西 ,我 们 只 不 过 是 
在 R 中 作 通 常 的 向 最 计算 .R 上 的 向 量 场 ( 不 论 是 和 否 切 于 1W) 只 不 
过 是 向 量 值 妙 数 . 故 若 入 ==(N 和 .N43) ,X= 二 (Xi1,X2,X4), 则 有 


Dr 一 2D NP EY. 
+wm] . 


导数 px(Cx) 是 曲率 的 一 种 度 虹 ,因为 它 描述 了 法 向 量 在 w 上 
7 浴 基 方向 运动 时 >、 的 变化 率 ( 匈 左 
图 ), 更 准确 些 说 ,Dx(X) |/1X1 就 
是 习 方向 的 曲率 , 这 一 点 可 以 作 得 
更 源 亮 一 些 如 下 . 

记 住 ,R? 中 的 导数 有 以 下 的 不 


变性 质 : 
XZ) = (Ds(¥) ,2) + (FDx(Z)). 
将 此 式 用 于 方程 
(NA 一 ] 
就 给 出 


24DrCY) .vv) 一 0 
换 育 之 ,px(A) 恒 切 于 届 . 故 对 应 关系 一 2DyCN) 定 义 了 ZCM) 
上 的 一 个 变换 (显然 是 线性 的 ), 记 作 工 (或 L;). 最 好 的 傅 况 是 
L(A 二 Di 和) 二 4X, 即 与 X 成 比例 而 X 成 为 L 的 国有 向 县 .固有 
“ 值 2 是 有 符号 的 曲率 , 既然 讨论 的 是 线性 变换 ,这 里 就 没有 什么 大 
的 困难 . 在 二 维 空间 中 ,L 有 二 次 的 特征 方程 
Li:— 2HL+K= 0, H,KER. 
在 复 域 中 对 它 作 因 式 分 解 ; 
(LC— ho hh) = 0, 
即 得 固有 值 入 ,4. 它们 通常 是 复 的 . 但 在 我 们 的 情况 下 可 以 说 得 
更 确定 一 些 , 即 可 证 工 是 自 伴 的 . 所 以 入 ,为 均 为 实数 .相应 的 因 
有 阿 量 X1 ,Xs 将 张 成 TCM), 称 为 主 方向 ,而 为, 入 称 为 主 曲率 . 关 
一 (01727( 为 十 和 2) 称 为 平均 曲率 ,天 一 2 如 一 det() 称 为 Gauss 曲率 
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或 全 册 率 . 寺 为 自 伴 易 证 .上 直 (Y) 一 0 有 
0 一 XIYY) 一 (CT 十 VDrGr)》， 
同 理 
= YN XY = (LY) KX) + ON ,DCX)). 
所 以 
LEXYYY — CXLOD) = (NDyCX) 一 DCY)). 
但 由 定义 
D(X) — Di(Y) =— [X,Y] 

即 Poisson 括 粥 ,而 因为 LX,FjETp(M), 故 有 (NN,Dy(X) 一 Dx(Y)) 
一 0. 所 以 (LCX) .YD) 二 (XL()). 

这 样 , 由 很 初等 的 分 析 就 得 出 了 曲面 马 部 几何 的 很 好 的 图 景 . 
在 每 一 点 了 , 声 空 间 和 (对 ) 都 选 出 了 两 个 特别 的 方向 . 在 这 些 方向 
的 积分 曲线 上 ,法 向 量 的 变化 与 曲线 平行 . 车 固有 值 和 .和 7? 相 蜡 ， 
主 方向 X 与 xs 必 互 相 正 交 ( 这 可 由 算 子 的 自 伴 性 面 知 : 

《也 (一 MACK Ka) = CK LON)) = hlX) ,KX ). 
车 罗 二 为 则 Tp《M) 的 每 一 个 方向 
X 都 是 主 方向 ,这 时 工 == 和 大 即 乘 
以 标量 4 的 乘法 算 子 ,所 以 这 时 
各 个 方向 静 一 术 而 没有 必要 区 分 
出 什么 方向 为 “ 主 ” 方 向 . 这 种 点 
P 称 为 “ 脐 ” 点 . 例如 平面 上 每 一 
点 都 是 脐 点 以 二 0), 球 面 上 点 也 : 
都 是 上 脐 点 (4=1/ 半 径 ), 另 一 方面 
“ 马 蒜 面 ”*==y¥ 一 z? 在 原点 处 有 两 个 主 方向 ,; 即 z 轴 ( 罗 二 1) 和 yy 轴 
《入 三 一 1), 这 些 都 是 简单 而 又 熟知 的 例子 . 

可 以 用 坐标 来 进行 一 般 的 计算 . 设 了 :及 一 -~ 邓 是 允 在 一 点 
PE M4 附近 的 局 部 坐标 . 记 民 的 坐标 为 (x,v) 并 把 f 看 作 是 由 RR 到 
R' 的 映射 . 我 们 采用 标准 的 记 叶 了 一 开 , 人 一 区 等 等 于 是 X 一 人 
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和 了 =J, 是 和 (8) 的 基底 .于 是 单位 法 向 量 场 是 
VY 一 (XXXY)7 XXXY|， 
XXY 是 RB 中 的 向 量 积 ,也 就 是 外 积 XAY, 令 


9 
B= |XP = (入 


F = (X,Y) = > EL), 


(| 


= Y= Ey 


tm 


IXXY! 是 以 X 和 YY 为 边 的 平行 四 边 形 的 面积 ,因为 (X,Y)== |X| 
|Y |cos9, 故 有 

[IX xX YI?= |X|?|Y lsind = |X|?|Y|? — X,Y)? 

=— EO— Fi. 
因为 ‘NX,X) 二 0. 双 方 作用 以 Dx 即 有 (CDxCN),X) 十 (N,Dr(X)) 二 
0, 故 
(LOXYISN) 一 《Dr ,KX) =— (NDr(X)) 
=— (X XY,D(X))/ VEG— F. 

对 于 Rs 中 的 三 个 行 向 量 4,8,C, 我 们 有 


4 
‘A,B X CC) = det ， 
Cc 
又 由 于 
六 
Nd UM Nh 
所 以 
fw 
(DitX),X X Y» = det | 
fh 


如 果 {X, 了 } 是 就 范 正 交 基 底 , 就 会 有 
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detL = LOX XICLOYO YY ~— (LOX)Y) LOY), X). 


但 现在 居 一 ff 一 几 并 非 就 范 正 交 , 这 时 作 简 单 的 计算 可 以 得 出 


detL 一 LAA) XIALOO 了》 一 《也 (发 ) 了》《 了 (了 了 7) 大》 
XXIY YY — (X,Y)? 9 


作 了 这 些 计算 以 后 ,可 得 知 Gauss 曲率 五 适合 
(EG—F) + K =|X|:IY|:— (X,Y)]detL 


fe J feo] 
一 detj f. ldettf.1—idet| 《xy》 
f f 了 


在 每 一 本 讲 曲面 微分 几何 的 教 本 上 都 可 以 找到 这 个 公式 . 然 
而 它 除 了 作为 计算 工具 外 ,还 有 更 深 的 含义 . 再 多 算 一 下 就 可 以 看 
出 来 . 每 个 矩阵 了 与 其 转 置 矩 渐 有 相同 的 行列 式 :detP 二 detP, 所 
以 ,例如 就 有 


fe 了 。 了 fm)' fue) [foo] 
det| ldet | 上 -le 1 一 det|f. 中 
I ff 下 六 Ti 
但 是 很 容易 看 到 
fa [fo 《fafo)》 《Je (fn) 
frillif.| = [ff») a F 
fel fs fo fr? F G 


这 样 就 可 以 把 (* ) 重 写 为 

《fof》 (fasfe) 《Js 
fu, fm) B F 
(feosfm) F 人 


{EG — F*)K = det 


一 det| Cf.,f..) a a 


Cf fw? (fr sf? | 
Cf, fee) F © 
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将 两 个 行列 式 各 按 第 一 列 展 开 , 再 经 过 重新 组 台 , 就 可 以 得 到 
<》 ly Cf fas? fs fu? 
(Er 一 FI)K = det 《fw》 B F 


fs fn? E © 


QA 
一 det|kfsfe》 8 F (wx ) 
《二 F 了 
但 由 性.PG 的 定义 有 
Ge》 一 本 亚 一 本 及， 
(7 二 本 及 


1 v 
fuss) Ws 本 Co， 


《了 六) = 2 


| 
(fu fo) = FC— 6 


A 二 cr- 
对 第 四 .五 两 式 再 求 一 次 导 , 可 得 


0 Ch) Ethosfsy, 


Fw 一 二 = (few fo) tt hf fe 


两 式 相 减 有 


《Fo 和 | 了 | 和 Fo 一 Em 3 
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代入 (** ) 即 得 最 终 的 Gauss 公式 


Fo 一 本 Bl 一 可 Ce Tb Pe mE 
(BO — F?)K = det F,— 二 B F 
-Le F G 
2 
Te 
0 Fb 30 
1 平 间 
一 det 可 如 思 五 |, 《¥%%) 
1 
一 个 7 
30. FF G 


这 就 是 Gauss 的 “绝妙 定理 ” 以 上 全 部 计算 给 出 的 结论 就 是 :Gauss 
曲率 天 可 以 用 5.F,G 及 其 对 RR 中 的 xz 之 导数 来 表示 而 不 需 任 
何其 它 东 西 . 这 里 最 值得 注意 的 是 :8==|X|?,G= 1Y|?,F= 《X,Y) 
都 是 TM 中 切 向 的 东西 ,所 以 若 由 (* * * ) 式 定义 到 则 完全 不 涉 
及 法 向 的 东西 . 对 这 件 事 的 准确 的 含义 必须 仔细 . 用 现代 的 语言 来 
说 ,我 们 可 从 一 个 抽象 流 形 W 开始 . 这 就 谈 不 上 “弯曲 ”而 曲率 也 
就 没有 意思 了 . M 是 R 的 子 流 形 是 指 我 们 有 一 通 入 4: M 一 >R*. 
市 通过 i, 由 MM 在 R? 中 的 法 从 可 得 MM 上 的 法 向 量 场 Y. 这 是 “看 得 
见 ”" 的 事 ,而 观察 点 在 M 变动 时 ** 的 变化 就 可 定义 曲率 . 发 现 
了 Cx x* * ) 中 不 含 履 可 能 使 人 以 为 曲率 下 与 让 入 无关, 因此 是 
一 个 拓扑 概念 , 这 显然 不 对 ,这 一 发 现 其 实 是 说 , 帐 入 i 在 两 个 方 
面 为 流 形 M 提供 了 附加 的 构造 . 其 一 是 才 说 到 的 法 向 量 场 . 另 一 
个 不 那么 引 人 注 意 的 是 ,由 于 i,M 的 切 空间 ToCM) 其 实 是 Ti(R:) 
一 让 的 子 空间 ,从 而 也 有 了 R* 上 的 内 积 . Gauss 称 此 内 积 为 第 一 基 
本 形式 ,用 现代 语言 来 说 就 是 M 上 的 Riemann 度量 : 
X,Y) = (X,Y), X,Y € To(M). 
其 实 也 就 是 函数 五 一 EX,X),G 一 TY,7Y) 和 下 一 5XY) ,Gauss 绝 
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妙 定 理 说 的 就 是 :为 了 定义 曲率 ,有 这 些 也 就 够 了 ((# # * ) 式 ). 
换言之 .车 }: M 一 一 R 是 另 一 锐 入 但 在 区 上 诱导 出 同样 的 Rie- 
mann 构造 , 则 对 和 任 一 点 PE ,i(P)Ew(M) 和 jCPYE 《MM} 处 的 
Gauss 曲率 是 相同 的 . 

Gauss 绝妙 定理 是 抽象 地 研究 几何 的 起 点 . 现在 我 们 知道 了 ， 
可 以 抽象 地 定义 流 形 , 可 以 抽象 地 定义 切 从 .此 外 还 需要 的 只 是 切 
从 上 的 Riemann 度量 了 .然而 推广 (x * * ) 以 作为 曲率 的 抽象 定 
文 亚 然 是 没有 希望 的 ,所 以 需要 Gauss 定理 的 一 个 新 的 更 多 依靠 
概念 而 不 那么 依靠 计算 的 证 明 . 这 就 引导 到 联络 的 概念 . 记 住 曲率 
A 是 通过 考虑 导数 Dx(*) 来 定义 的 .在 寻 上 一 般 地 不 可 能 这 样 
做 .二 为 即 令 义 ,YET(ML) 是 Md 的 切 向 量 场 ,Dx (Y) 则 一 般 不 在 
?2 于) 中 . 但 这 个 问题 并 不 严重 ,可 以 取 其 切 向 分 量 . 于 是 我 们 将 
Dx(z) 分 成 切 向 与 法 向 部 分 如 下 : 

Dr(Y) 一 Drfy) 一 (DY) VANY + (Dy(Y) ,NN, 
然后 再 定义 一 个 新 导数 
Dr(7) = Dr(r) 一 《Dr(y), YY = Dy(Y) + (LOXNODAN. (1) 
新 算 子 上 5 与 D 性质 类 似 ,特别 是 遵从 Leibnitz 法 由 : 
Dx(f¥) = XY + fDx(Y). 
所 以 互 确实 可 以 看 作 导 数 , 用 现代 语言 来 说 , 即 一 个 联络 . 它 是 Re 
中 的 自然 联络 在 W 上 诱导 的 联络 . 但 是 它 的 性 态 和 了 不 完全 相 
同 特别 是 在 高 阶 导 数 方 面 . 记 住 ,在 R 中 有 
[X,Y] = XY 一 YX， 
因为 Dx(Y) 本 质 上 就 是 CX(Y,) ,XC(72) ,XCY3)) ,这 可 以 推广 为 
DxDr 一 DrDs 一 Dirt = 0. (2) 

将 此 式 用 于 向 量 场 Z, 并 生 注 意 到 (1), 有 

Ds[By C2) — LOLAN] — Dy[Dy (CX) — (LOX) ,ZYN) 

— [Bxyr(2) — (LLXYI,ZNT = 0. 
把 此 式 详细 展开 ,例如 
Dr(Dr (2)) = DrDy(2) ~— (LOXY, DAZ)DN, 
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DL LYON] = (XL DN + (LY) ,ZLCX), 
等 等 ,将 会 得 到 一 个 很 大 的 式 子 , 既 含 切 向 的 又 含 法 向 的 部 分 . 令 
这 两 部 分 分 别 为 零 就 给 出 
DxrDr(2) 一 DrDr(Z) 一 Dix,s] (2Z) 
= (L(Y},2L(CX) — (LC(OX) ,ZLOY), 《3) 
LOXY DD) — LOYF) ,xz(Z)》 十 XELCOY) ,2Z) 
一 YE) ,DZ — (LLX,Y],Z) 一 0. (4) 
方程 (4) 可 以 进一步 化 简 . 例如 , 若 X,7,2 都 是 TCWM) 中 的 切 向 量 
场 . 则 
XY ,2) = (DrY ,2) + (Y ,Dr2) 


= (DxY ,2) + (Y ,Dr2). (5) 
这 是 因为 py 了 ==Dx 了 十 法 向 部 分 ,而 Z 是 切 向 量 . 故 
{LAXY DZ) — YOLCXY ZE》 =— (DL(X),Z) 
等 等 ,而 我 们 得 到 
DiCL(Y)) — Dy(L(X)) 一 LLX,Y] = 0， (C6) 


方程 (3) 和 (6) 分 别称 为 Gauss 方程 和 Codazzi-Mainardi 方程 . 这 样 ， 
好 上 的 联络 巨 不 再 适合 (2) 式 ,而 最 好 另 给 它 一 个 名 字 ， 

及 (了 )Z = DrBy(2) 一 DBr(Z) 一 Vx.r (2Z), 《7》 
RCX,Y) 称 为 Riemann 曲率 张 量 . 由 Gauss 方程 可 得 


(R(X,Y)Y,X) 
,XY YY 一 《大 了 入 


《了 (YY)》( 了 EC(X)》 ,KX) — (LOXY LOY))Y? 
人 (RK, RICY YY — (XY) 
一 detL 一 Gauss 曲率 大. (8) 


这 是 绝妙 定理 的 另 一 种 表述 . 在 第 十 六 章 中 我 们 已 经 看 到 ,对 
一 个 给 定 的 Riemann 度量 ( ” ， ,有 唯一 地 与 之 相 容 的 联络 , 方 
程 (5) 表 示 ,M 上 的 诱导 联络 D 就 是 与 诱导 度量 相 容 的 唯一 联络 
这 样 ,第 十 六 章 的 证 明 表 明了 R 从 而 还 有 下 完全 由 M 上 的 度量 
《 ， ) 确 定 . 

现在 我 们 知道 怎 拌 抽象 地 来 研究 几何 了 . 令 怪 为 一 光滑 流 形 
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而 五 是 到 上 的 -- 个 联络 . 然后 由 57) 定义 Riemann 张 量 六 RR 是 一 
个 函数 , 它 对 MM 上 切 向 量 场 的 三 元 组 (X,Y,Z) 给 出 一 个 新 向 量 场 
R(X.Y)Z( 我 们 以 后 再 解释 为 什么 又 把 2 分 开 来 写 ). 注意 这 里 并 
不 需要 Riemann 度量 (”， ) 而 只 需要 一 个 联络 5. 而 若 确 有 一 个 
度 景 . 且 2 是 它 的 唯一 的 不 变 联 络 , 则 有 一 数值 不 变量 

(R(X,Y)F, xX) _ (REX,Y)Y, X) 

CX, KF,Y) — (X,Y)? [XAYI 

不 难看 到 , 它 只 依赖 于 X,Y 在 切 空 间 TeCM) 中 所 张 的 子 空间 总 . 
所 以 称 为 平面 的 截面 曲率 , 记 为 (411). 


§ 2. 曲面 的 Gauss-Bonnet 定理 


现在 回 到 眩 入 于 R? 内 的 曲面 WCRs, 上 节 中 ,我 们 通过 考 卉 
中 上 的 单位 法 向 量 场 Y 方向 导数 来 定义 曲率 . 这 虽然 很 自然 而 富 
于 几何 直观 ,Gauss 的 原 定义 却 不 是 这 样 . 为 解释 这 定义 ,我 们 从 
Gauss 映射 的 定义 开始 . 对 一 点 PE 划 , 单 位 法 向 量 和 ;ETpCR), 但 
我 位 可 以 通过 平行 移动 将 两 点 P,QER 上 的 切 空间 Tp 《Rs) 和 和 
YofR) 等同 起 来 . 所 以 可 以 把 NA 看 作 FoCR3) 一 Rs 中 的 人 向量. 因为 
Ar 是 单位 向 量 , 故 令 Pr 一 sz 定义 了 一 个 映射 

9 : Mo——* 8S’, 

称 为 Gauss 映射 或 球面 映射 . Gauss 映射 和 上 面 讨论 过 的 线性 映射 
:TA 一 >Tr(CM),L(X)= 二 Dr(N)p( 称 为 Weingarten 映射 ) 的 关 
系 很 简单 . 首先 注意 到 ,由 p 的 作法 ,可 以 通过 平行 移动 把 切 空 间 
mr(M) 与 切 空 间 Twr,(S?) 等 同 起 来 ,这 样 就 有 

引 理 ”对 任意 PE MM ,微分 

dp : Tp(M)——* Top (5?) ~ TM) 

即 Weingarten 映射 工 . 

证 明 是 完全 不 足 遵 的 . 令 XETpCM) 而 ot) 是 M 上 一 曲线 使 
af0) 一 Pa 《0) 一 X. 由 定义 ， 
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dp(X) = Cp eo) C0) = 二 (Yo 一 DCY)r 


因为 Gauss 曲率 天 一 de 纪 一 detCap) ,这 可 能 与 微分 形式 和 积分 
有 关 . 确切 些 说 . 令 dp 二 dr Ady Adz 是 Rs 中 通常 的 体积 形式 , 则 在 
每 个 可 定向 曲面 下 CR 上 ,adv 诱导 出 一 个 面积 形式 4hu (二 欣 形 
式 ) 如 下 : 

d4w(X 了 )》 = dX 了, )， 

、 是 前 面 定 义 的 MM 上 的 单位 外 法 向 量 . 例如 , 若 在 单位 球面 5 上 
应 用 球面 坐标 , 则 有 

dRYN) = rsing ar A dp A dXY,N) 

一 risinp dp A da( X,Y ), 

这 是 因为 ar(X) 一 加 ( 人 7) 一 0 而 好 (YY) 王 1 , 故 cd4s 一 rzsinp dp 人 
四 |,-, 即 S 于 通常 的 面积 元 ,而 3 的 总 面积 是 


| .aas 一 fn. 


朵 有 喘 射 mp : M 一 >5:, 可 考 虚 拉 回 p* (ede). 于 是 对 X,YE 
Te《M) 有 
Pp" (dA CK) = ddr (dp(X) ,dp(Y)) 
= dA (LCX) LOY)) 
= detL dA (XY) = Kdv(X,Y,N) 
= KdAx (X,Y), 
所 以 我 们 有 
(dds) 一 天 ddw， 
这 就 是 Gauss 给 出 的 曲率 定义 , 它 度量 了 mw" (e4e) 与 ddw 偏离 的 
程度 . 这 是 很 合理 的 . 因为 不 管 怎么 定义 曲率 . 单位 球面 8: 之 曲率 
应 为 1. 所 以 一 切 其 它 东 西 的 曲率 都 应 以 82 为 模型 而 通过 w 与 它 
作 比 较 面 定义 . 这 定义 以 Gauss 曲率 面 不 以 主因 有 值 ,和 % 为 基本 
对 象 , 它 也 说 明了 为 什么 可 能 有 绝妙 定理 . 因为 p* 是 NX 的 无 穷 小 
变形 面 不 是 入 本 身 . 
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这 里 作 以 上 讨论 的 目的 是 回 所 起 第 七 章 中 关于 积分 的 一 个 结 
果 . 即 


| Riau/| a4s = dee(m) 
必 为 一 整数 , 故 有 以 下 形状 的 定理 
| ee 


显示 此 算出 deg (wp) 即 Gauss-Bonnet 定理 的 内 容 . 我 们 将 用 两 个 方 
法 做 这 件 事 . 其 一 是 以 临界 点 的 Morse 理论 为 依据 . 我 们 迄今 还 没 
有 机 会 详细 讨论 这 个 重要 的 主题 ,所 以 这 里 用 这 个 方法 很 好 . 记 住 
计算 degtg9),p : M 一 5? 的 一 个 方法 是 取 一 个 正则 值 9&€ 37, 于 
是 2 69) 一 ta 是 一 有 限 集 . 对 每 个 六 可 以 指定 一 个 局 部 
间 标 lnd(p) 一 土 1, 视 ap :7 对 一 2 033) 是 否 和 保持 定向 而 定 ( 这 
两 个 切 空 间 都 是 可 定向 的 ), 在 我 们 的 情况 下 , 若 有 必要 则 作 一 旋 
转 ,可 以 设 g€ 5S? 是 北极 ,于 是 在 bp 处 切 平面 7,CM) 是 水 平 的 . 这 件 
事 可 以 改 述 如 下 : 令 Z: 一 >R 为 z 坐标 溺 数 ,于 是 pEAM 是 Z 
的 临界 点 , 即 ZCp) 二 0. 事实 上 车 MM 为 闭 曲 面 ,函数 的 一 切 临 
界 点 集 {p} 并 非 8-1 (49) 而 是 or Ug-'( 一 9) ,可 以 证 明 gp-!(q) 
只 是 其 一 半 .9? 为 正则 值 意味 着 这 些 临界 点 是 非 晓 化 的 , 即 或 为 极 
值 或 为 鞍点 , 视 4?2 之 固有 值 2 ,和 同 号 或 异 号 而 定 . Morse 理论 处 
理 的 正 是 类 似 的 情况 . 设 了 : MM 一 >R 是 一 光滑 函数 . 对 任 一 正则 
值 1ER, 太 (9 是 对 的 子 流 形 , 而 M,= {pE M1f《p) 志 由 是 一 有 边 子 
流 形 ,a1:= 六 (9. 设 取 记 二 5, 则 M6 CCM. 临界 点 的 拓扑 理论 讲 
的 正 是 如 何在 对 ,上 贴 附 一 CW 复 形 以 得 出 MM. 

最 简单 的 情况 是 :[5，,6] 全 是 正则 值 , 即 对 一 切 p， 只 要 i 所 
fpPD<6y 必 有 dy(2) 天 0， 记 住 于 有 一 Riemann 度量 ( ， ) ,所 以 
有 一 矢量 场 X= 二 gradf( 定 义 为 (X,Y) 二 Y(f)). 于 是 4f 关 0 就 变 成 
为 在 M, 一 Mi 上 X 关 0. 今 als,p) 是 X 的 流 . 若 设 M 为 紧 ,als,p) 可 
以 对 一 切 sER 有 定义 , 且 可 使 对 于 pE M, ,ea(1,p)E Mi. 因此 
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Hp) = «ll — s,p) 
是 一 个 向 伦 . 且 将 玫 , 也 收缩 为 M,( 即 2,CMN, 是 一 形变 收缩 核 )， 
换言之 ,从 所, 变 到 ,时 伦 型 不 变 . 特别 是 ,相对 同调 群 
五 Mo 时 ) 为 零 ， 
若 当 厂 委 [站 委 所 时 有 一 个 临界 点 ?, 人 情况 就 不 同 了 . 鞍 面 :二 
好 一 妇 是 最 有 趣 的 . 若 (z, 妨 是 临界 点 ?一 0 附近 的 局 部 坐标 , 则 对 
某 个 2 半 0. 流 形 W, 二 MMM-, 二 六- 和 2 一 1 一 + 之 形 如 图 . 


a y MM 


L 


~ 阴影 部 分 
有 问 We 
可 三 ~ 
he 
Ce 
aM+ -> 
2M+ 


若 再 跟踪 gradz 二 (z, 一 Y) 的 积分 曲线 ,就 发 现 不 行 了 ;因为 有 
一 些 积分 曲线 会 停止 于 0 而 不 会 到 达 M+, 但 车 考虑 久 二 MU 铅 
直线 段 , 则 临界 点 0 也 被 包含 了 ,前 面 的 方法 又 可 以 用 来 证 明 尺 忆 
M+ 是 M+ 的 形变 收缩 核 . 

从 技术 上 说 ,村 二 -U1 即 对 对 附加 一 个 一 维 胞 入 故 这 时 


有 
HAMT,M-) = HN,M-) = HBH(N/M-) 
= H,(/9) = 多 rs 
TT 0，i 关 1 
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这 里 以 8 为 系数 .于 是 Euier 示 性 数 XM+ ,4 ) 二 一 1. 幸运 的 是 ， 
对 于 鞍点 ,加 之 0, 故 局 部 指标 lnd (yp) 二 一 1. 

以 上 情况 是 普遍 适用 的 ,在 了 的 每 一 个 鞍点 临界 点 附近 ,可 以 
找到 局 部 坐 宗 (z,) 使 fz,9y) 二 x 一 六 (J《p) 二 1(0) 一 0). 局 部 指标 
Ind(y) 上 反映 了 以 下 事实 :需要 添加 一 个 一 维 胞 腔 才 能 由 M-( 同 伦 
地 ) 进 到 M+. 作 类 似 分 析 表 明 , 在 为 为 沁 0 时 对 ML- 要 添加 一 个 二 
维 胸 腔 才 能 同 伦 地 得 到 Mr+ , 故 

1 = Ind(p) = Y(M+ ,M- )， 
因为 这 时 仅 当 :一 2 时 才 有 中 CM+ ,M-) 关 0. 
现在 就 很 容易 理解 了 .从 ii 一刀 开始 ,可 以 作出 一 吕 子 集 
培 二 Mo 所 和 所 … 筷 对 一 并 
使 (M,,M,-,) 即 相应 于 临界 点 关 添 加 一 个 相应 的 胸腔 . 由 我 们 上 
面 所 作 的 ,再 注意 到 在 w-'( ge) 中 {z} 要 计算 两 次 ,我 们 有 
2 .deg(g) = DM,s M1). 


另 一 方面 还 要 记 住 一 件 最 简单 而 又 至 关 重要 的 事实 , 即 Euler 示 性 

数 X 在 由 (MM,, MM,-,,M;-3) 形 成 的 正 合 序列 

人 一 (一 一 一 
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中 是 可 加 的 , 这 样 
X( 开 ) = YM, M0) = DOM, M1) = 2deg(®). 
所 以 我 们 得 到 以 下 形式 的 Gauss-Bonnet 定理 
上 Kaddy = 21Y(M). (Cx) 


特别 可 以 看 到 ,Gauss 曲率 天 不 仪 与 联络 及 Riemann 度量 无 关 ,其 
至 与 M 的 光滑 构造 无 关 . 所 以 Gauss-Bonnet 定理 在 精神 上 是 一 个 
指标 类 型 的 定理 . 事实 上 , 它 可 以 形式 地 陈述 为 一 个 指标 定理 . 但 
是 我 们 不 来 详 谈 了 ， 

上 面 的 证 明 尽管 很 漂亮 . 却 并 不 很 对 . 其 实 我 们 证 的 还 不 是 真 
正 要 证 的 . 因为 Gauss-Bonnet 定理 是 一 个 内 落 的 定理 , 它 应 是 M 
本 身 的 结果 ,而 与 型 是 否 位 于 民 中 无 关 . 村 王 丧 数 玉 我 们 已 知道 
它 是 这 样 了 (绝妙 定理 ). 但 面积 元 素 ddv 又 如 何 ? 它 是 由 Rs 中 的 
体积 元 和 4 而 来 的 . 然而 容易 看 出 ddw 可 以 由 内 的 Riemann 度量 决 
定 . 准确 地 说 , 若 (X.Y) 是 一 对 有 向 的 就 范 正 交 场 ,z4w 即 对 侦 于 XX 
AY 的 2- 形 式 : 

dAv(XY) = 1. 
这 样 积分 |，Kd4u 是 内 区 地 定义 了 的 . 上 面 的 论证 只 是 帮助 说 明 
了 它 究 竟 是 什么 . 现在 的 问题 是 :( * ) 对 任 一 二 维 Riemann 流 形 履 
是 否 仍 成 立 . 这 才 是 Gauss-Bonnet 定理 的 真意 . 要 找 一 个 内 蕴 的 证 
明 就 要 回 到 关于 测 地 三 角形 的 Gauss 定理 . 大 家 知道 , 欧 代 平面 上 
三 角形 内 角 和 为 在 球面 $+ 上 ,以 测 地 线 为 边 的 三 角形 (后 面 解 
释 ) 的 内 角 和 恒 小 于 2r Gauss 定理 即 这 些 事实 的 推广 . 设 MM 是 一 
有 向 二 维 Riemann 流 形 , 它 不 一 定 嵌 在 R' 中 . 令 y: [a,5]->M 为 
M 上 的 曲线 而 除 在 一 点 c,a<c<5 外 为 光滑 . 现在 考虑 TsCW) 中 的 
两 个 切 向 量 , 这 里 P 一 ”ec) : 
T= y' (ce) (入 射 切 线 )， 
To = y (et) (出 射 切 线 ). 
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il 4 a 


国 为 切 空间 TeCM) 中 有 内 积 . 所 以 这 两 个 向 量 之 间 可 以 定义 角度 
alP) ,而 
cosalP) = (T,,To}/ OT) » |Tol). 

它 还 不 全 是 适当 定义 的 . 要 确定 ae(CP) ,要 采用 某 些 规定 . 我 们 约 
定 , 若 1 ,7 是 正 向 的 , 则 0<aCP<m 和 否则 一 r< afGP)<0( 若 也 
二 To;y 则 44P)==0; 若 了 == 一 To, 网 a(tP)== 一 0), 换言之 ,a(P)= 
cos 《Ti,To?A(|T,|，|7T61)), 并 按 上 述 规 则 取 值 . a(P) 称 为 有 向 
外 角 . 

设 y 的 象 是 顶点 为 Ps,Pi,Ps 的 三 角形 . 除 在 这 些 顶点 外 ,y 是 
光滑 的 , 且 是 欧 氏 三 角形 4BC 到 其 象 的 同 虾 . 于 是 有 三 个 外 和 角 m， 


P=Y(8) 


Po=Y¥( 1} 


ai cz， 人 角形 的 欧 兵 空间 中 ， 

oa 十 ot 十 az = 27 
但 在 M 上 它 却 不 一 定 成 立 了 . Gauss-Bonnet 定理 试图 把 这 与 曲率 
六 联系 起 来 . 为 此 , 先 回想 一 下 第 七 章 中 讨论 过 的 关于 环绕 数 的 拓 
扑 事实 . 设 y: [a,b 一 R? 是 一 闭 曲 线 而 PER: 是 不 在 ”上 的 点 ， 


于 是 民 D) 一 也 6 二 FT 基 一 曲线 [4,86] 一 5'. 因为 汪 ) 一 YX5), 才 
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可 认为 ? 征 一 映射 7 SI 一 >S',y 关 于 了 的 环绕 数 即 是 整数 
aly,P) = deg( yi. 
在 第 七 章 中 我 们 已 经 看 到 怎样 用 积分 去 计算 它 . 但 是 用 角 函 数 是 
更 直观 的 方法 . 因为 区 DE 5, 恒 可 把 它 写成 
ye = et, 
0 二 0(2). 我 们 知道 ,9() 并 非 唯 一 决定 的 . 问题 是 能 否 选 择 连续 的 
8: [a,51 一 >R, 使 得 
pt) = ei 
对 所 有 的 i€ [a,8; 成 立 , 我 们 知道 ,这 里 有 
引 理 6 恒 存在 县 由 初 值 4a) 的 选取 完全 决定 ， 
证 明 很 简单 . 指数 映射 exp : R 一 >S',exp(s) 二 e* 是 一 局 部 辐 
— OO 


nta) 
区 


» 
~ 一 


日 » 
ya) 


胚 . 将 [e,5] 分 成 小 区 间 4,, 使 对 每 个 1,exp-!1(1,) 是 R 上 一 些 离散 
区 间 之 并 . 任 取 一 点 8C(q) 于 了 中 使 (qa) = 二 ya), 于 是 对 E14,0(1) 
之 值 即 exp 之 局 部 道 .9 在 瑟 中 的 值 则 由 9《4) (4 == 上 之 终点 ) 决 
定 . 这样 即 可 履 盖 任意 的 有 限 区 间 [e,6]. 当然 ,尽管 er 二 ew ， 
却 不 一 定 有 0(a)=0(5). 事实 上 
degty) = [9068) 一 OCa) 1]/ C2). 
因为 用 第 七 章 中 的 记号, 我 们 取 5S! 上 之 体积 元 为 
A 二 Tdy 一 ydr. 
于 是 有 
ty” (4) 二) = xdy 一 ydr,y. 记 ) 一 ZY — yxX 
= Ot) [eosd(t)cosg tt) 十 sing(t)sing tt)] = 8 (0). 
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于 是 
5 
dcgy 一 | 7 ” (4) 一 | Cdt = [O08) 一 UCa)_, 


今 设 ”是 一 光滑 闭 曲线 . 这 不 但 是 指 ?( 中 二 Po 还 有 P(e) 一 
y (5). 于 是 有 切 向 量 场 的 . 若 对 一 切 纪 7 天 0. 则 可 考虑 单位 
切 向 量 场 

zi) 一 (OZ yO). 

7 人 也 可 看 作 是 一 瑞 射 了 :一 一 人 3, 于 是 又 本 考虑 其 度数 . 我们 
会 看 到 . 它 与 ?的 曲率 有 关 , 但 我 们 需要 的 是 一 个 拓扑 结果 的 特 
例 . 记 住 若是 -一 对 一 的 ( 除 ?go = 一 ?0 外 ), 则 是 一 简单 闭 曲 
线 . 我 们 有 

Hoepf 环绕 定理 Cumlaufsatz) 若是 R: 中 的 一 光滑 简单 十 曲 
线 , 则 deg(Z) 王 十 1( 士 号 视 定向 向 定 ). 

证 车? 是 简单 财 曲 线 , 则 当 3 和 sz 时 ， 


Psz)》 一 PCS) 
|p(sz) 一 p(s1)| 


恒 有 定 X. 当 5 一 > 5 时 ,wp (ss ) 一 ~ 
T(si). 艳 在 
4= {(s1,55)10 寺 5s 1) 
([a,8] = [0.1]) 
可 定义 ,好 当 SIS 时 用 (i) 来 定义 ,在 3 二 832 一 $ 时 定义 p(s,s) 
二 T(s), 余下 不 明确 的 是 点 (0.1). 但 当 sj==0,3 一 一 1 时,y(sz) 一 
pC51) 二 py(s2) 一 y(0) 二 p(sz) 一 VO1) ,所 以 p(s1,52) 一 一 了 (0). 于 是 


人 二、 51 < ss 5 天 (01)， 


p(sts2) 一 Tl(s), 56 一 so 一 3 
| 一 人 (0)、 (si vsa) = (0,1) 
是 一 适当 定义 的 连续 映射 mp : .1 一 >S'. 若 称 p13 的 两 个 直 边 =56， 
则 是 5 与 7 之 亲 的 向 伦 ,因为 遮 数 足 同 伦 不 变 的 {这 是 我 们 所 需 
的 拓扑 ), 所 以 可 以 考虑 deg《 丰 .4 可 以 认为 由 两 段 65,6, : [0,1] 
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p(sitsy) 一 


《1) 


31 


一 8! 构成 ,这 里 
ys)/|y(s)|, s> 0， 
51C8) = p(0,s) = | 7(0),， s=0, 
一 了 (0)， S 一 14 


一 ys)7s ，s>0， 
dks) = p(s,0) = | — T(0), s 一 0， 
?(0) ， s 一 1. 


用 这 些 特定 的 公式 ,容易 计算 度数 . deg(7) 显 然 在 曲线 》 的 旋转 和 
平移 下 不 变 . 所 以 不 失 一 般 性 可 以 设 im 在 肥 的 上 半 平 面 上 , 且 
7?o0) 一 (1,0). 如 果 是 这 样 , 则 当 用 局 部 
提升 来 作 5 的 角 函 数 0 时 ,车 令 0100) 
一 0, 则 对 一 切 s,g(s) 恒 在 [0, 中 中 . 因为 
当 s 一 一 | 时 5(s) 一 一 一 T(0), 我 们 应 
有 0.(1) ==n. 再 作 5, 应 有 Lm6s 在 下 半 平 
面 中 . 现在 我 们 从 8.(0) 一 各 (1) 一 工 开 TOO -DY 
始 , 所 以 (Cs) 之 值 在 [x,2x] 中 . 因为 
51) 一 FT0), 必 有 0.01) 二 27. 于 是 总 变 差 是 0.01) 一 89.(0)==2n. 

我 们 需 从 两 个 方面 来 推广 这 个 结果 . 首先 ,在 曲线 边 三 角形 情 
. 况 下 ,yy 并非 光 滑 面 只 是 分 段 光滑 . 矢量 场 卫 的 间断 正 是 顶点 P; 处 
的 外 和 角 . 但 我 们 可 以 在 顶 角 处 对 y 
稍 作 变 形 如 右 图 ,使 y 成 为 光滑 曲 
线 . 用 角 函 数 0(s) 来 表述 就 是 这 样 : 
从 Pa 处 的 开始 ,例如 取 T,(Po) 一 
T= 二 (1,0),0(00)==0, 先 走 到 09s)， 
然后 考虑 P 处 的 外 角 面 有 9C5*)  ， 
=0(s-) 十 ,所 以 在 局 一 ?Ca) 处 "Ym 变形 
的 间断 正 是 

8(si:t) 一 DCs) = a. 
这 样 ,一 直 回 到 Po 为 止 , 从 图 形 上 看 变形 了 的 曲线 只 不 过 是 磨 光 
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| 上 8 | 了 闻 断 而 不 影响 84C(0) 和 和 
工 汉 1 | V1). 对 变形 曲线 应 用 
上 -了 | | | | Hopf 环绕 定理 即 有 


al1) 一 40) 一 2 一 cm. 

第 二 个 推广 更 为 本 质 . 就 我 们 之 所 需 , 曲 线 并 不 在 已 中 而 在 

一 个 -- 般 的 二 维 Riemann 流 形 只 上 , 切 向 量 场 ? 并 非 到 8 的 映 

射 .7 : [a,8] 一 >S! 因为 对 于 不 同 的 张 了 和 To(C) 是 不 同 空间 

中 的 向 量 . 但 若 设 ImyCU,U 是 -一 个 小 开 集 使 FUD7 上 2 为 平凡 的 ， 

则 困难 也 可 以 克服 . 例如 取 5 为 一 坐标 邻 域 , 则 可 得 5 上 的 矢量 

场 X1 ,XX 使 对 每 一 点 PE {Xip;XX2p} 均 为 Tp(M) 的 基底 .再 用 

Gram-Schmidt 持续 可 设 {Xs，Xzp} 为 就 范 正 交 系 . 这 样 ,每 一 个 T(t) 
都 可 写 为 


TE) 一 a Fy 十 BY Kz (1) 
从 面 缚 一 (af ,800) 使 我 们 仍 可 认为 了 是 到 S 上 的 页 射 :了 : 
La,5] 一 一 8'. 千 看 起 来 这 已 解决 了 问题 . 其 实 不 然 . 弄 清 这 一 点 十 
分 重要 . 
若 取 为 局 部 坐标 (zi,zs) 邻 域 , 确 可 把 y 看 成 RR 中 的 曲线 . 
切 向 量 场 
用 《一 《2 (0 ,z(t)) 
确 也 可 以 写成 
凡人 记 + 从 如 (2) 
但 要 说 我 们 已 把 问题 化 成 民 中 的 问题 ,就 应 有 
Gy = t/a 0)? + vo C4)?, 
PB) = 28) /LD)? 十 0) 2, 
和 R? UO 而 在 一 般 的 Riemann 流 形 MM 上， 
i 二 } 却 不 一 定 是 . 用 Gram-Schmidt 手续 在 小 邻 域 ( 中 把 {Xi， 


X2 Www。 一 回 事 ,但 要 找 一 个 局 部 坐标 (zzz) 使 
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{过 ,元 1 是 就 范 正 交 系 就 完全 是 另 一 回 事 了 . 这 意味 着 有 一 个 局 
部 坐标 p :0 一 -8z 使 得 心 不 但 作为 微分 流 形 ,而 且 作 为 Riemann 
流 形 ,都 与 R: 是 一 样 的 . 要 是 做 到 了 这 一 点 ,曲率 函数 天 也 就 变 成 
0, 这 样 就 什么 事 也 不 必 做 了 . 

看 来 出 了 麻烦 ,但 其 实 又 不 如 此 . 这 里 又 可 用 拓扑 学 了 . 我 们 
讨论 的 是 度数 , 它 允 许 同 伦 变换 . 在 坐标 邻 域 V 中 有 Riemann 度量 
《 ， 而 我 们 关心 的 是 求 (1 所 定义 的 映射 了 之 度数 deg(7Z). 在 
5 中 还 有 欧 氏 度量 , 记 作 ( ， ). 在 此 度量 下 {过 , 翅 ) 是 就 范 正 
交 的 ,这 时 (2) 也 定义 一 个 切 向 量 场 ,相应 的 也 有 一 个 映射 , 记 之 为 
全 由 Hopf 环线 定理 ,deg (全 二 1. 现在 对 0 所 s 志 1 引入 一 族 新 的 
Riemann 度量 

( 一 s ，)》 二 (1 一 SC( ，), 
容易 验证 它 确 是 Riemann 度量 . 也 容易 看 到 ,可 以 作出 (”， ), 的 
一 族 就 范 正 交 系 {X,,X2}, 它 含 系数 s,s 二 1 时 它 就 是 {Xi ,Xi)，s 
=0 时 它 就 是 (过 ,起 例如 可 以 取 

和 一 贡 儿 高 《| 藻 | 是 下 在 ( ， ) 下 之 范 数 ) 

然后 再 用 Xi, 和 定向 规定 来 确定 Xs. 令 
Tt) = a tN BL) Xs 
为 度量 4 ， ), 下 的 单位 切 向 量 场 , 7,,0<<s 才 1 显然 是 了 二 7 和 
真正 的 欧 氏 场 人 =7。 间 的 同 伦 . 所 以 我 们 还 是 有 
deg{T) = 1. 
故 为 计算 deg (7), 仍 可 用 角 函数 8(2), 且 eso 一 (wy,8) , 亦 即 8C) 二 
cos-1《TQ) ,Xiyew) 且 适当 取 其 值 .9 的 跳跃 间断 仍 是 许可 的 . 

我 们 需要 的 拓扑 知识 就 这 么 多 . 现在 用 我 们 选 定 的 就 范 正 交 
场 {X,,X,) 来 刻画 UV 上 的 玉 何 , 因为 要 作 积分 . 最 好 把 一 切 都 化 为 
i- 形式 . 令 {o som} 为 对 偶 于 {Xi,Xs} 的 1- 形 式 , 对 任意 场 六 ,有 
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Dx(X,) == 了) aX,, 
1=1 


这 里 4, 二 a,《X) 是 依 束 于 六 的 省 数 . 它 定 义 了 一 个 1- 形 式 w%,《X) 
二 a,(X). 因此 联络 完全 由 2X2 矩阵 (w,) 决 定 . 还 有 更 多 可 说 的 . 
因 为 D 是 此 席 量 下 的 不 变 联 络 , 故 由 {Xi ,XX1) 二] 有 
0 = XX ,XI) = (2Dx( X11) ,XI) 
从 而 
w(t) = (Dr(X), XI» = 0. 
类 似 地 w= 二 0,01 二 一 om. 所 以 在 上 6 上 联络 PP 完全 由 ,ws 和 ws 
决定 , 现在 用 这 些 来 计算 由 率 K. 记 住 , 若 用 Riemann 曲率 张 量 有 R 
来 表示 ,有 
KR = (RCX,, KX2) Xi,X1)-. 

现在 

ROX Xa) Xs 一 Dr Dx, (X22)) — Dx, (Dx (Xa)) — Drr ,rl X2), 
又 因为 Dx, CX2) = al X27) Xs 所 以 

Dr Dx, CX2)) = Dr, (Wiz (Xs) NX) 
= XI Co KX) 十 wa XK2) wr (CE) KX2, 
类 似 于 此 ， 
Dx, (Dx CX2)) = X22 XOX Tw Ki) mr (Xe) Xz 
Dr ,rN2) = wl XX2)X,. 
由 此 可 得 
RK =X NX)) — XC CX ) 一 kzf[ Xs, Xz 
一 gz(X Xs). 
换 一 个 表述 方法 即 有 
aas = Ko A ws. 
现 设 y 是 5 中 的 光滑 曲线 而 不 一 定 为 团 ,7 是 x» 上 的 间 位 声 

向 量 场 . 我 们 定义 上 上 的 单位 法 向 量 场 使 | 六 | 一 1,47, 闪 ) 一 0 且 
{T, 入 ) 为 正 的 定向 (这 个 与 R? 中 的 曲面 之 单位 法 向 量 场 全 无 关 
系 ). 然后 考虑 向 量 场 Dy《T). 因为 7,3 一 1, 故 
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0 = TIT) = 26Dr (7T) ,7T). 
于 是 总 可 以 写 出 
DT) = EN, 
5 是 了 上 的 一 个 函数 , 称 为 的 有 符号 的 测 地 曲率 . 它 麻 量 了 了 沿 
着 了 方向 的 变化 ,因此 是 描述 y 在 MM 中 的 弯曲 的 . 如 果 没 有 奔 曲 ， 
就 称 为 测 地 线 , 也 就 是 M 中 的 “ 直 ” 线 . 
今 令 VC 站 为 中 三 角形 y 的 角 了 沙 数 并 用 Xi 表示 , 即 
TQ) = cost(t) XI + sind(t) Xs, 
从 而 有 
NT) =— sind(t) 三， 十 cosB(t) Xs. 
我 们 有 
Dr{T)= Dr(cosd Xsing Xs) 
一 了 (cosb) 二 Tsind) Xt eosd wo (TY Xs 
十 Sine wo TX. 
因为 了 (cos) = 二 一 sin8 了 (9) (sing) 一 cos TOO0) ,w= 一 wa; 歼 
DrT) 一 了 (OA 一 olz(2 
由 此 可 得 
下 一 了 (9) 一 wiztT), 
在 三 角形 ”上 积分 邑 有 


| | ro- fy on) 
= {Ya— {wm 


{Stokes 定理 )， 
第 一 个 积分 二 8C1) 一 0C0) 十 角 点 处 的 间断 . 由 Hopf 环绕 定理 , 它 


271 一 《9go 十 十 a2). 
出 前 面 做 过 的 计算 知 ,第 二 个 积分 为 


| dunz 一 | KdAw. 
肖 本 
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故 得 关于 三 角形 4 的 Gauss-Bonnet 公式 

jk= 2 Ct ot om) — | .raav {¥%) 
当 y 是 出 测 地 线段 所 成 的 三 角形 时 , 令 二 7 一 a 为 内 角 , 凤 得 
Gauss 公式 

| KadAdy = (Ba++ B+ hi) — nn 
这 就 可 以 解释 何以 在 球面 上 (这 时 天 盖 0) ,内 和 角 和 大 于 . 
上 面 得 到 的 Gauss-Bonnet 公式 《*# ) 还 是 局 部 的 :4 必须 含 在 

集 己 中 而 切 丛 在 以 上 是 平凡 的 .要 得 到 整体 的 结果 只 需 用 简单 的 
组 合计 数 来 证 明 , 今 设 戏 为 一 紧 的 有 定向 Riemann 流 形 . 用 三 角 
形 前 分 M 使 每 个 三 角形 4 都 含 在 一 坐标 邻 域 中 . 令 了 , 吾 ,8 为 前 
分 中 的 三 角形 之 顶点 数 . 边 数 与 三 角形 数 . 当然 要 用 NY 的 定向 使 
各 个 三 角形 有 定向 , 对 每 个 4 , 令 { 拘 ,qi ,的 } 和 { 遍 ,出 , 房 上 分 别 为 外 
和 角 和 内 和 角 . 对 每 个 三 角形 4 应 用 Gauss-Bonnet 公式 并 把 结果 相 加 . 
首先 ,在 ,4 中 每 个 边 各 按 相反 方向 走 了 两 次 ,这 个 积分 全 部 相 消 
了 -所 以 有 

0 一 2r. 8 一 >》)( 的 十 机 十 鸣 ) 一 | 
我 们 又 有 外 一 r 一 两. 所 以 


s 2 
|.#=2r.5— > > 十 Dp 
1 一 亚当 av 了 


学 一 边 数 但 每 边 计算 了 两 次 ,所 以 第 二 项 是 2 * 有 ,最 后 一 项 


是 内 角 总 和 ,每 个 顶点 处 的 内 和 角 加 起 来 是 2r, 所 以 这 一 项 是 2x。 
V, 于 是 得 到 整体 的 Ganss-Bonnet 定理 


j KdAx = 2n(Y — B+ 5) = 2 (CM), 


读者 会 看 到 ,上 而 的 论证 是 拓扑 学 (Hopt 环绕 定理 、Euler 示 性 
数 ) 和 几何 学 的 美妙 结合 . 所 用 的 技巧 并 不 特别 难 , 但 思路 的 表述 
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极 有 深度 . 主要 之 点 在 于 看 到 它 是 一 个 内 列 的 结果 . 这 件 事 使 它 比 
.之 单纯 的 计算 公式 意义 深远 得 多 . 举例 说 ,我 们 已 经 看 到 由 嵌入 
SCR 而 得 到 的 5? 之 几何 为 具有 常 Gauss 曲率 天 >>0. 这 是 合理 
的 ,因为 xs 一 2 也 是 正 的 ， 
车 取 环 面 人 T=5'X 5!CR:, 则 因 
X(T) 二 0, 故 其 曲率 必须 有 时 
为 正 , 有 时 为 负 , 才 能 保证 


上 大 一 0. 看 看 附 图 也 确实 如 


此 ,但 Gauss-Bonnet 定理 是 说 ， 
不 论 T 上 取 什 么 度量 都 有 


上 =0. 显然 最 容易 做 的 是 


说 =0. 这 确实 是 容易 做 的 . 记 住 了 是 Lie 群 ,而 任 一 Lic 群 @ 的 
切 从 都 是 平凡 的 . 但 当 7TCM) 一 以 XR 时 , 恒 可 在 其 上 给 以 的 度 
量 而 R 的 曲率 显然 为 0. 这 种 环 面 称 为 平坦 环 面 与 此 相对 照 , 绝 
不 会 有 平坦 球面 8*. 我 们 也 知道 任意 紧 Lie 群 6 必 有 6C) 一 0( 其 
实 由 第 九 章 Lefschet 不 动 点 定理 就 可 知道 这 一 点 了 ) 

在 结束 本 节 时 还 应 提 到 ,Gauss-Bonnet 定理 也 对 Hopf 环绕 定 
理 赋予 了 几何 内 容 . 因为 若 取 M= 民 而 y 为 一 光 清 的 简单 闭 曲线 
《mm 一 二 m0), Hopf 环绕 定理 指出 的 总 曲率 | 4 为 2r, 这 里 4 
= (Dr7.) 是 y 的 测 地 曲率 ,也 就 是 在 初等 微分 几何 中 按 通常 广 
式 所 定义 的 . 例如 , 若 有 参数 表示 ?(b) = (z(0,y(6)) ,容易 导出 
熟知 的 公式 


让 
《zz 十 护 ]a/ 
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$ 3. 曲率 和 示 性 类 


Gauss Bonnet 定理 看 来 是 - :个 更 一 般 的 定理 的 特例 , 这 不 仅 
是 自然 的 ,甚至 是 不 可 避免 的 .今天 我 们 事后 看 来 ,那个 定理 的 纲 
要 也 很 清楚 , Euler 示 性 数 X(MM) 是 上 同调 类 XY(7 (CM)) EH*"(M) 即 
切 从 了 (CM) 的 Euler 类 ,在 基本 同调 类 []E 如 . CM} 上 的 值 ; 
《X(T(M)),[M]》. 由 de Rham 定理 知道 .将 de Rham 上 同调 群 与 奇 
异 寺 同调 等 同 起 来 , 则 上 同调 类 在 同调 类 上 的 取 值 就 是 积分 . 所 以 
必定 有 一 个 方法 将 de Rham 群 中 的 Euler 类 X(T(CM)}) 用 曲率 玉 表 
示 出 米 . 事实 是 不 但 有 一 个 一 般 的 Gauss-Bonnet 定理 (这 是 陈省身 
的 著名 工作 ,所 以 现 称 Gauss-Bonnet- 陈 定理 ), 现 在 还 有 -- 个 -… 般 
的 理论 用 曲率 研究 所 有 的 示人 性 类 . 现在 就 概述 这 个 理论 . 

在 实际 做 事 之 前 , 先 建立 一 般 的 工具 . 因为 我 们 要 讨论 - 般 的 
示 性 类 ,就 不 能 仅 限于 切 从 . 所 以 取 一 矢量 从 7 :5 一 ->M,M 是 一 
光滑 流 形 . 我 们 已 经 看 到 这 里 怎样 引进 联络 的 概念 . 我 们 不 取 切 向 
量 场 的 方向 导数 而 取 的 截 口 的 方向 导数 .于 是 从 上 的 联络 即 
对 一 矢量 场 X 与 的 截 口 s 指定 8 的 一 个 新 截 口 . 它 对 于 XX 乘 以 
国 数 ,s 乘 以 常数 应 适合 通常 的 双 线 性 规则 ,而 对 s 乘 以 国 数 系数 
应 服从 Leibnitz 法 则 ， 

DrCfs) 一 XCf)s 十 了 Dr(Cs)， 

这 些 前 而 都 讨论 过 了 . 

因为 我 们 将 要 讨论 形式 ,把 联络 用 形式 来 讲 更 方便 . 我 们 可 以 
局 部 地 做 这 件 事 如 下 : 邻 5CWM 为 一 小 开 集 而 在 其 上 是 平凡 的 . 
令 {siy" 5} 二 dim8, 为 上 的 局 部 标 架 , 即 截 口 ,使 对 每 -点 
EV.{si(P),… ,SCP)} 是 向 量 空间 8 的 基底 . 对 任 一 XX 与 j, 有 以 
下 展开 式 


二 


Ds(s) = D(X)s,. (1) 
4 一 人 
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wo(xX) 是 适当 的 系数 ,而 联络 吴 完 全 由 这 些 系 数 决 定 . 它们 称 为 联 
络 1- 形式 (ww). 

上 面 的 讨论 中 重要 的 是 要 知道 什么 是 形式 ,或 更 一 般 地 ,什么 
是 截 口 而 什么 不 是 . 记 住 车 % 是 一 个 1- 形 式 , 则 对 任 一 矢量 场 闵 ， 
mKICP) 一 wp Kp). 
反之 ,车 我 们 对 于 XxX 指定 一 个 函数 w(X), 并 不 能 就 说 一 定 有 了 一 
个 上 -形式 @. 一 个 自然 的 定义 应 该 是 ,给 出 Xs€ Tp(M), 求 定义 在 
忆 的 某 邻 域 妨 中 的 矢量 场 X 使 XCP) 一 Xr 并 定义 op(xr) 一 
[wtX) 但 这 就 是 通常 的 拓展 慰 的 问题 .大 家 记得 , 当 ww 对 于 说 

数 系数 为 线性 时 .这 是 没有 问题 的 : 
wfX) = folX) 《作为 苑 数 由 等 ). 《#》 
因为 这 时 可 在 己 上 取 一 局 部 坐标 并 将 X 写 为 
式 一 Do, 志 ， 人 是 见 数 ， 
于 是 
Xr 一 >)a(P) EA 
若 ( x ) 成 立 , 当 有 
w(X) = ol a, 过 ) 一 Dew), 
所 以 
wX)P) = Dap Co) 


是 由 a 在 P 之 值 决定 的 . 
注意 到 这 一 点 以 后 即 知 (1) 中 的 系数 必 确实 是 1- 形 式 , 因 为 
我 们 有 


Drr(s) = > ofX)s,, 


但 5 对 X 的 函数 系数 是 线性 的 ,所 以 
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Drr(s) = fDr(s) = 2 fo (XY)s,. 
ofX) = folX). 
所 以 把 (w) 称 为 联络 1- 形 式 txXt 和 矩阵 是 合理 的 . 另 一 方面 ,可 以 
考 江 从 Hom (EB,B). 它 在 点 PE NM 处 的 纤维 是 Hom(8,8)p 一 
Hom(Bs ,天 ), 它 的 截 口 是 一 函数 PF 一 了 (P) E Hom(Bz ,Ep). 我们 
想 把 D 了 解释 为 一 个 值 在 Hom(B,8) 中 的 1- 形 式 , 妈 
下 一 一 > Dx, 
截 口 Dr 定义 如 下 :已 给 w€E;, 求 的 一 个 局 部 截 口 使 s(P) = 
于 是 [Dx《P) ju=[Dx(s) jr 和 在 形式 的 情况 完全 一 样 ,这 个 定义 当 
Dx 对 s 之 函数 系数 为 线性 时 是 合理 的 , 即 要 求 
Dx(fs) = fDr(s). 

但 Leibnitz 规则 告诉 我 们 .联络 恰好 不 能 是 这 和 样 ,所 以 联络 DP 不能 
是 值 在 Hom(E,) 中 的 上 -形式 .这 件 事 的 含义 后 面 将 会 看 到 . 目前 
只 需 记 住 一 个 一 般 规 则 :要 想 成 为 一 个 形式 或 ( 某 一 适当 从 的 ) 截 
口 ,就 必须 对 函数 系数 为 线性 的 , 即 为 44CM)- 模 . 

再 回 到 联络 形式 性. 它 虽 是 实 实在 在 的 形式 ,但 记 住 它 只 是 
局 部 定义 于 刀 上 而 且 依 赖 于 所 选 的 标 架 {s,,… ,si} 是 很 重要 的 , 问 
题 自然 在 于 , 当 标 架 改 变 时 它 怎 样 变化 .计算 并 不 难 , 但 我 们 先 把 
条 理 弄 清 . 用 % 记 矩阵 ( 包 ) 并 把 它 看 作 是 信 在 Xi%X 和 矩 阵 空 间 
8LC) 所 对 应 的 Lie 代数 gi( 丰 中 的 1- 形 式 . 用 s 表示 标 架 {s，…， 
s)}. 标 架 的 变化 通过 右 乘 一 个 矩阵 9 来 实现 :sg 一 % ,这 与 前 面 规 
定 的 主 从 上 的 群 作 用 为 右 乘 相 一 致 .这 样 ,我 们 把 看 成 行 向 县， 
面 变换 规则 为 


5 一 sign 二 了 gs; 一 Zngisr 
gt 自然 是 从 下 的 迁移 函数 . 现在 我 人 有 
Dr(a) 一 DvICX)s, 一 Do HCX) gs 
它 又 等 于 由 
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De(a) 一 Dr(>)9s) = >)XCgDs 十 DNRCX)s, 


7.9 


JS» 
= Sdg Xs 十 DoCX) sr. 
上 ER 


于 是 
op(CXK)9 = dg CX) + > go CX), 


若 用 ?一 (%) ,dg 二 (agt) 表 示 和 窍 阵 ,上 式 可 以 写 为 

go 一 四 十 og， 而 s' = sg. (# )》 
这 个 式 子 的 含义 与 D 不 是 截 口 的 含义 和 相亲. 如 果 ( x ) 右 方 没有 四 
一 项 ,就 会 有 w =g !wy, 这 是 线性 变换 的 矩阵 表示 的 通常 的 规则 ， 
即 Hom《,E) 的 截 口 的 通常 的 变换 规则 . 我 们 不 会 有 一 个 整体 截 
口 w 事实 上 ,在 Gauss-Bonnet 公式 的 证 明 中 ,我 们 得 到 了 一 个 关系 
式 Ko 碎 o9 二 dwrz( 那 里 的 二 wr， 因为 wi = wz2 0). 如 果 w 是 整 
体 截 口 , 它 在 以 上 的 积分 就 应 该 为 01 

现在 可 以 讨论 曲率 只 了 , 记 住 现在 只 可 定义 为 
RCOX,Y)s 一 DrxDr(s) ~— DrDrls) 一 Drr(Cs). 
前 面 已 看 到 ,8 对 其 一 切 变 元 当 以 炒 数 为 系数 时 均 为 线性 的 (也 容 
易 直 接 验证 1) 所 以 如是 一 个 形式 . 对 于 每 一 对 (X,Y),R(X,Y) 是 
Hom (BE) 的 一 个 截 口 . 所 以 RR 是 信 在 Hom (了 .中 的 2- 形式, 这 
样 ,R 可 以 局 部 地 表 为 一 个 矩阵 值 2- 形 式 . 矩阵 元 自然 就 是 下 面 的 
展开 式 中 的 系数 
ROEXY)s, 一 DRCX,Y)Ss,. 


我 们 有 
DxDy C8,) 一 Dr( > olY)s) 
= DXF))s, 十 HD A 
= > {XCoy(Y)) 十 Da ds. 
这 样 ， 


BOXY) = X00) ~ YO CX)) — ww LX,Y]) 


十 Dfo(XIo YY) — wl IX) 
= {do t Do A wi}( X,Y). 
对 于 和 矩阵 值 形式 ,定义 其 外 积 信 为 
Cx A 0) = Dm Ad, 
我 们 就 有 
R=d@ 二 wh ww 
因为 我 们 已 经 知道 是 一 个 Hom(B8,B5) 值 的 2- 形式, 故 有 ,在 标 架 
的 变换 s = 二 sg 下 必 有 
中 = g-'fg. 
用 直接 计算 也 可 知道 它 . 对 ( * ) 求 微分 可 得 
, dgw') = dlwg), 
记 住 g 是 一 个 0- 形 式 ,w 是 一 个 1- 形 式 , 故 在 微分 中 应 注意 符号 规 
则 ,于 是 有 
dg Avw tgaw = dv Ag— wh dg, 
或 者 由 (x ) 式 9 二 gw' 一 og, 而 有 
(gw — wag) AwT gd = do Mg— wh (gw — wy), 
但 这 正 是 
glaw + oo Aw)= (do wh w)y. 
再 电 前 面 尺 的 表达 式 R=dw 十 woAw, 有 
R' = g-'Rg. 
再 总 结 一 下 , 令 D 了 为 和 拓 量 从 一 wxM 上 的 联络 , 则 任 给 一 个 定义 在 
UCM 上 的 标 架 s==《s,,…,st) ,联络 DD 可 以 用 矩阵 值 1- 形 式 w= 
〈o) 来 描述 如 下 ， 
Di(s,) = DlX)s. 
曲率 张 量 可 以 用 一 个 矩阵 值 2- 形 式 来 表示 : 
R, 一 dw w, A wm,. 
若 用 式 s' 二 sg 来 改变 标 架 ,将 有 变换 规则 
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oo 一 9 网 十 9 oog， 
R= ‘hg. 

由 后 一 式 ,R 可 以 看 作 一 个 整体 的 Hom《B,8) 值 的 2- 形 式 . 

尽管 到 了 这 一 步 , 仍 未 到 达 de Rham 群 娘 " 《MM), 为 此 ,我 们 需 
要 整体 的 实 或 复 值 形式 . 然而 它们 可 由 只得 出 : 例如 det(8) 就 是 一 
个 ,其 理由 自然 是 因为 det(9 'Rg) 二 det(R) 即 在 共 轿 变换 六 下 不 
变 . 从 而 是 一 个 适当 定义 的 整体 实 形式 . 更 一 般 地 ,考虑 展开 式 

detlt + R} = PolRe. 


每 一 个 o(#) 都 是 一 个 实 值 2 形式 . 现在 的 想法 是 证 明 它 们 部 是 
闭 形式 ,它们 的 上 同调 类 [c(R)]EB*(M) 是 E( 设 为 复 从 ) 的 陈 
类 . 这 并 不 难 证 ,而 依赖 于 关于 不 变 多 项 式 的 一 些 一 般 事实 . 现在 
就 来 讨论 它 .c.( 如 自然 是 8 的 元 的 i 次 齐 次 多 项 式 ,R 的 元 是 2- 形 
式 , 及 有 外 积 A ,七 的 是 .这 时 乘积 是 可 换 的 ! 生 成 这 些 东 西 的 一 般 
途径 如 下 . 令 Y 为 一 矢量 空间 且 
Fi:FVx 小 XV 一 > 寺 基 域 ， 
(T1971) > FPO), ,1,) 
是 ?- 线 性 映射 .于 是 映射 
了 -一 六 、 rz f(r) = Fl(r,*,7) 
显然 是 z 二 > mi((e….en) 是 了 的 基底 ) 的 分 量 的 业 次 齐 次 多 
项 式 . 现 设 上 是 一 个 C- 模 ,而 6 是 一 群 .我 们 可 以 要 求 下 对 和 不 
变 . 即 对 任 -- 9 生生 下 (gz ng) = 当然 ,了 也 是 不 变 
的 , 即 f(gx) 二 f(z). 最 后 ,我 们 要 求 玉 是 对 称 的 , 即 在 变 元 (>，，…， 
z) 的 置换 群 5, 下 不 变 , 所 有 这 样 得 出 的 f(x) 都 称 为 不 变 多 项 式 ， 
其 集 记 为 1( 人 0). 通 数 c(8) 也 是 这 类 通 数 , 为 了 证 明 此 事 , 取 矢量 空 
间 W, 并 令 V=Hom(W,WW) 是 玉 上 的 线性 变换 之 空间 , 亦 上 四 &x 
短 阵 的 空间 .t=dimW. W 上 的 一 般 线 性 群 为 9G 二 GLCH).0G 在 "上 
的 作用 即 共 罗 (9,4) 一 >g4g~!.yE 09,4ETV. 我 们 要 找 一 个 不 变 的 
重 线性 函数 (4 4) 使 (4.4 一 (4). 对 于 线性 变换 4 和 
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用, 定义 4A 了 为 让 A 让 上 上 的 线性 变换 如 下 : 

(AABlr A = ACG) A BY) — ACY) A BC). 
不 要 把 它 和 WwW'* 中 的 线性 汉 落 的 外 积 混 清 ( 尽 管用 了 相同 的 符 
号 ). 事实 上 4.8 是 1 中 之 元 ;而 AABEHomCMW, NW) ,而 且 AA 
8 是 可 交换 的 ,因为 

(BAA lzAYy)=B(z) A A — By} A 47z) 
=A(z) AB()— A(y) A Bx) 
=(4AB) CrAy). 
央 为 两 次 用 了 反 交 换 性 ,一 次 用 于 交换 z 和 y, 另 一 次 用 于 交换 4 
和 B, 结 果 符号 反而 对 了 . 更 一 般 地 说 , 设 已 知 上 中 的 4;,…, 4,, 定 
义 而 六 下 A 玉 册 为 Hom( 相 下 ,如 让 ) 中 之 元 如 下 : 
Ay A A A) rt A A x,) 
= Dsgn(o) d(xon) A -A Aro ). 


例如 , 设 (ei,.… ,ej) 是 访 的 一 个 基底 , 则 
(CAA -A A) (ee 


DS) sgnCo) Aes, A MN Aeoon 


rr 
= (detA)e/ A rhe, 
即 为 4 的 行列 式 . 因为 dim49Y= 1, 所 以 上 式 可 以 重新 表述 为 
detd 一 td4A… A 4)., 
更 一 般 地 ,如 果 我 们 定义 
oCAsr rs Ai) = Tr(As A -re A A), 
则 有 
detG + 4) = DTr (A A A Me 


我 们 已 经 看 到 (4 ，…,4) 是 对 称 的 ,又 热 知 迹 函 数 是 不 变 的 , 故 
得 上 述 结果 ， 
抄 一 个 重 线 性 函 歼 (41,…: ,4,) 使 其 “对 和 角 值 ?C4 ,4) 二 
4) 为 我 们 真正 关心 的 函数 (Ff 称 为 了 的 “ 极 化 ”7, 其 理由 如 下 ,车 
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44 为 一 形式 的 矩阵 4= (4 .可 以 定义 d4= (dd4). 由 重 线性 纵然 
可 得 

dF (A A) 一 Dre, ed， (1) 
另 一 方面 ,由 F 的 不 变性 质 有 以 下 挫 论 ， 记 住 0 二 GL(W) 在 [二 
Hom (WF,W})= 二 gi(W})==(G 的 李 代 数 ) 上 的 伴随 表示 即 5g, 4)+r 一 > 
dg 若 XEF 是 一 切 向 量 而 g() 是 6G 中 的 曲线 且 9%(0) 一 上 800) 
二 X, 我 们 在 第 五 章 中 已 见 到 

和 [g(t Ag -1] i [X,4] 


艺 括 弧 运算 . 容易 看 到 同样 的 格式 可 以 用 于 %,4 为 矩阵 值 形式 而 
乘法 理解 为 上 面 定 义 的 A 的 情况 . 不 变性 意味 着 
Flg(t) Agt) i, g(t) Ag9 0) = FAs, hy) 
即 为 与 无关 的 常 值 函数 . 双方 取 记 并 令 =0, 则 按 重 线性 规则 应 
有 
Pra, “EX,Al, A) = 0, (2) 


区 可 以 是 任意 的 矩阵 值 形式 ， 
如 果 把 (1) 和 (C2) 同时 应 用 于 曲率 形式 8, 就 会 出 现 奇迹 . 令 w 
为 局 部 联络 形式 ,使 得 
R=dw+ ohw. 

双方 求 导 就 有 

dR =do Ao—wAdo=(R—woAw) Ao—wA (RR—wHw) 

=RAw—wAR=[R,w]. 

此 式 称 为 Bianchi 恒等式 ,由 它 即 有 

(是 ,RY = PFOR, dR ,Rh) 


= DFR [Ro] R) = 0. 


我 们 所 谓 非常 一 般 的 性 质 就 是 指 此 . Bianchi 恒等式 意味 着 ,所 有 
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不 变 多 项 式 车 以 曲率 张 其 请 代入 必 给 出 一 闭 形 式 - 我 们 还 要 提 
鲁 ,o 虽 非 整体 形式 .dr=0 却 是 一 个 使 以 上 所 述 在 一 局 部 坐标 邻 
域 上 中 成 立 的 局 部 条 件 . 
现在 又 走 近 了 - 步 , 但 还 有 一 个 在 概念 上 很 重要 的 障碍 . 一 个 
类 要 是 从 的 示 性 类 , 它 必 须 是 函 子 的 , 即 必 需 自然 地 依 束 于 从 的 拓 
扑 . 因为 我 们 的 类 来 自 联 络 , 其 中 已 有 相当 的 任意 性 ,这 一 点 必须 
除去 . 令 DP 和 是 上 上 的 两 个 联络 . 考 虚 它们 作为 算 子 的 差 4= 
一 Dn. 现在 重要 的 是 要 看 到 ,4 并 不 是 一 个 联络 ,因为 Leibnitz 法 
则 不成立: 
dx(fs) 一 DC1sy 一 Doxffs) 
=X(f s+ fDis(s)— XN)s— fhorts)= /Ar(s). 
但 从 形式 角度 来 看 , 它 不 成 立 反而 更 好 . 4 对 于 函数 系数 是 线性 
抵 , 髓 以 作为 一 个 形式 是 合格 的 , 它 是 一 个 Homt5,8)- 值 的 【- 形 
式 . 换 一 个 说 法 ,4 的 局 部 表示 : 
变换 如 下 : 
ga 一 go — gwo! 一 有 十 9 一 8 一 09 一 G9， 

所 以 4 可 以 代入 任意 不 变 多 项 式 了 之 中 而 得 出 一 个 整体 形式 
fn). 令 1 为 一 实 变量 并 考虑 同 伦 

用 一 Do 十 ta 
易 知 D. 确 为 联络 . 它 的 局 部 联络 形式 是 

or 一 oo 十 4 
而 它 的 曲率 形式 是 

Re =ado te A =dot idat (wt toa) A Coot ie) 
=Ro+Tt{ldaaA wo ow Aa}iana. 

所 以 


aR, 
让 三 4 十 Am 十 ae 和 Aa 十 2tuAa 


设 已 知 一 重 线性 对 称 函 数 Fldis, … 4,), 考 虚 Fldas RR). 和 和 
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前 面 一 样 ,我们 有 
dF {las By BR) =F(da, Rr Rp— 1) 
下 (af Ron] Rs, Rl. 
对 于 不 变性 则 要 小 ， 心 一 点 ,因为 现在 是 -- 个 1 形式 .所 以 例如 求 
导 以 后 会 有 
(gCs)ag(s)™!) [= | ,Aa G gC) | 
=o (0 Ao—auAl —y (0) = 0) AutaAy (0). 
它 意 味 着 ,不 变性 质 现在 成 为 :对 任意 矩阵 -形式 4( 二 g'(0)]. 
FCAAataA 4, 中 人 ?十 (一 |) 
Fla[A Rl,R, ,RR) 一 人 
对 4 二 wo 和 4 二 tu 分别 应 用 上 式 , 即 有 
FlaA wot wo Nat2iaAa,R, ,Hh,) 
=—(p— DF{ a,Leo,R], ,Rh,) 
=dF (aRy RD)—F(da, RR) 


亦 即 

FR = aF (ao, 及 , Ro). 
另 一 方面 ,由 蛋 线 性 知 ， 

多 an, 

FR sh) 一 让 蝇 ,R 
双方 积分 ,有 

天 (Rs 上) — FORo, ,fto) 
rd 
| 


= gece Rw, RO). 
所 以 ,上 同调 类 [Jf(R)] 实 与 联络 无 关 而 可 以 记 为 [f(B8)](EB 为 矢 
量 丛 ), 再 证 明 对 应 关系 BF 一 [fC8)](f 是 固定 多 项 式 ) 是 函 子 
的 , 令 下 图 为 一 从 映射 
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诬 一 籽 
名 


而 了 为 下 上 的 联络 ,可 以 定义 站 上 的 拉 回 联络 和 =w* (已 如 下 .和信 
s 一 (ss 是 至 在 4CMN 上 的 局 部 标 架 ,o= (wy) 是 DD 的 局 部 联 
络 形式 . 记 住 总 可 以 看 作 是 加 的 拉 回 
B= 9 (E) 
= | (ze) | pz) = Co)] 所 屠 X 忆 ， 
即 可 定义 二 一 w IC 上 的 截 口 至 为 
SI) 一 (zysCP(Cz))) ， 
于 是 := (5.,.5) 是 六 在 人 上 的 局 部 标 课 . 我 们 定义 D 为 下 式 
D3) = > (Pw) CK)NS, 


于 是 广 之 联络 形式 为 6 二 (名 ) 一 (gp'w)), 显然 ,对 任意 不 变 多 项 式 
了 有 8) 一 yp’'f(8). 

现在 已 完全 准备 好 了 可 雇 证 骨 [c,《R)j 即 为 陈 类 了 .回想 一 下 
陈 类 是 怎样 构造 出 来 的 . 先 考虑 万 有 线 从 y 一 一 CP', 对 于 y,c(y) 二 
7)EE HCCP') 是 典 则 的 生成 元 . 这 就 是 说 CP'= 有 一 典 则 定 
向 . 了 5?j€H2(S*) 因 为 8 是 一 复 形 .嵌入 1 CP' 一 CP* 给 出 一 个 
同调 类 i.[S?]E€ 坟 ;CCP"), ci(y) 的 特性 是 

Co i Ls = 1. 
现在 证 明 一 个 一 -自命 题 
elE, 四 Bs) = cl(B)e( Bs) 
由 此 可 知 任 一 个 可 以 分 慢 为 线 丛 的 从 如 一 串 由 … 四 六 都 有 完全 确 
定 的 ce(B). 最 后 ,我 们 知道 人 兴 一 BL (a) 在 通过 4 提升 到 B77 上 
以 后 恒 可 分 裂 : 
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BU (n) 
六 
| 
BU ln) 
所 羽 etx*B) 二 x* clB8) 也 是 完全 确定 的 . 由 Borel 定理 ,mn* 是 单身 
(这 是 一 个 独立 的 同调 定理 ), 所 以 c( 厂 也 是 完全 确定 的 . 总 结 一 
下 : 任 一 个 沙子 的 对 应 关系 5 一 ce(8), 若 满足 飞 积 规则 并 且 对 万 
有 线 处 ?给 出 正确 的 上 同调 类 , 则 必 为 陈 类 , 这 当然 就 是 陈 类 的 公 
理化 的 描述 . 现在 ,关于 


detG 十 4 一 5(4) 一 >21o(4)， 
一 


了 7， 


10 
一 件 完全 清楚 的 事 是 ,对 于 4= 人 (1 】, 确 有 


ctd) 一 cf4di)cf4z)， 
所 以 余下 要 做 的 就 只 有 :得 出 在 ”~ 一 *CP' 上 的 一 个 联络 D 使 得 
detkft 十 站) 一 det 及 一 Rdim; 一 大 一 1 上) 
给 出 正确 的 类 . 按 de Rham 群 来 说 ,这 意味 着 ,2- 形 式 应 适合 
a 
然而 在 第 八 章 中 已 证 明了 这 一 点 . 用 第 八 章 中 的 记号 ,在 U, 二 
(Ca | 去 0 上 用 


rn Es 
一 93| log(] 十 0) | ai 一 =/ 
人 3 [og 2 lo 


来 定义 的 2- 形 式 R 确 是 一 个 适当 定义 的 整体 形式 ,使 得 
J = 1. 现在 要 做 的 仅 是 证 明 。 是 某 个 联络 形式 也 的 曲率 形 
式 .在 U, 上 定义 


“= 9{log(1 + 2)%0,)) 
了 天 下 


要 证 明 它 确 是 一 个 联络 ,只 要 证 明 在 UV; 门 U 上 有 变换 规则 
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gu = dg 二 wg 
即 可 .现在 y 是 一 个 1X1 和 矩阵 ,这 意味 着 


二 
WW 二 2 十 办， 
9 


但 我 们 在 第 八 章 中 已 经 证 明了 
1 十 > ,wwrai = zl?{ 1 十 > oo 
这 里 = 一 =/a 正 是 万 有 线 从 ， 的 迁移 函数 故 
一 aoglzj* 十 内 一 3 + 
-+o= 安 +o 一 各 + 
恰好 是 对 的 , 还 要 作 最 后 的 调整 . 要 乘 上 一 个 因子 一. 但 是 我 


们 不 能 用 一 常数 :去 乘 一 个 联络 D, 因 为 和 D 不 再 是 联络 了 .我 们 
能 做 的 只 是 调整 一 下 定义 . 对 - -个 复 矢量 从 8, 令 司 为 上 的 一 个 
联络 而 有 是 它 的 曲率 形式 .于 是 陈 类 可 以 由 


， 业 
oct ep a = DR 
er 一 0 


来 计算 . 

回头 来 看 ,这 个 定义 与 老 的 并 没有 真正 的 不 同 . 如 果 我 们 设 和 矩 
阵 中 是 对 和 角 的 ( 即 处 旦 可 以 分 虱 为 线 从), 则 “CR) 正 是 天 一 ( 品 ， 
; 刀 ) 的 初等 对 称 晃 数 ,ct8) 在 Borel 格式 中 就 是 这 样 定 义 的 . 但 
是 有 一 点 重要 的 说 明 . 由 定义 ,c,(8) 是 复 值 形式 ,所 以 现在 的 定义 
使 ea) 在 五 "CUIC) 中 而 有 复 系数 (但 实际 上 . 订 以 使 (8) 是 在 
实 的 五 "CM58) 中 ), Borel 格式 把 ce《(8) 定 义 在 整数 上 同调 #* 《MM， 
zZ) 中 . 当然 可 以 把 Zz 风 入 到 < 中 ,这 诱导 出 一 个 映射 1，: H* (CM; 
Z) 一 >H*《M;C), 但 i 不 一 定 是 一 对 一 的 . 例如 ,所 有 的 扭 元 素 都 
被 i. 消除 . 所 以 使 用 曲率 的 结果 是 比 示 性 类 更 散 的 说 法 . 

再 继续 下 去 ,也 可 以 这 样 得 出 Pontrjagin 类 ,因为 它们 正 是 复 
化 从 的 陈 类 . 如 果 把 这 敌 出 来 ,就 会 看 到 ,对 一 个 实 矢 量 从 召 , 若 也 
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是 一 联络 ,Ri 是 其 曲率 ,之 Pontrjagin 类 p(B8) 可 以 从 以 下 展 式 中 
得 到 
det(t 一 元 月 — HBR (一 dim5)， 
+ 一 0 


在 18(8)] 生 有 CHIR) 中 心 为 奇 时 [ 吕 ( 的 ] 一 0, 而 [8(P) ] 一 
久生 五; 好 是 实 系数 Pontrjagin 类 . 

由 第 十 五 章 的 讨论 可 知 , 陈 类 生成 #" (BUCn) sR) ,而 Pontrija- 
gin 类 生成 刀 "( 2sOC2n 十 1)58) .再 有 一 个 新 类 就 可 以 把 事情 弄 完 
全 了 ,这 就 是 万"(2BSO(C2n)38) 的 Euler 类 和 这 就 是 我 们 想 要 找 的 
推广 的 Gauss-Bonnet 定理 .结果 如 下 : 令 卫 为 偶数 维 (dim 有 一 2t)? 可 
定向 的 实 失 量 从 ,DP 是 上 一 个 联络 而 上 怀 是 其 曲率 形式 . 定义 其 
Pfaff 形式 PECR) 为 

PTCR) = >，sgnto)Rocoocn A 有 ccc A A Rocr_ woo. 


rE Sy 
十 是 我 们 有 
推广 的 Gauss-Bonnet- 陈 定理 上 的 Euvler 类 XY(E8)E€EH™(M;R) 
是 
1 
注意 对 于 一 1， 


POR) = Fs — Ry = 2Ro = 2K (MM), 
A( 邮 ) 是 对 的 体积 元 素 . 于 是 


PfCR) _ 
dn 


这 就 是 曲面 的 Gauss-Bonnet 定理 . 
$ 4. 主 从 上 的 联络 
因为 根据 曲率 可 得 向 量 丛 的 示 性 类 ,自然 回 及 同样 的 模式 是 


否 可 推广 至 一 般 傅 形 ,这 就 是 说 ,由 于 向 量 从 是 以 一 般 线 性 群 
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GE(Ca) 作 构造 赂 的 从 ,而 我 们 前 面 提 到 过 ,向 量 从 经 常 可 以 从 具有 
构造 群 & 的 一 般 主 从 与 8- 空 间 r 的 握 积 8 二 PXol 而 得 到 . 似 
乎 可 以 对 从 P 给 以 联络 的 概念 然后 将 其 转移 到 向 量 从 上 . 初 一 
看 ,这 个 想法 似乎 不 大 自然 .因为 方向 导数 的 每 一 种 观念 都 意味 着 
我 们 需要 线性 结构 (方向 ), 然 而 注意 px(Cs) 中 的 线性 结构 是 表现 
在 X 中 , 妈 上 4 的 切 从 TCM) 中 ;而 不 是 在 截 口 < 上 .事实 上 考察 一 
下 一 节 所 展开 的 形式 体系 (顺便 提 一 下 ,这 扰 始 自 E. Cartan 的 
工作 ), 可 以 看 出 ,我 们 早 就 开始 从 线性 从 8 向 与 之 相关 的 主 从 P 
转换 . 回忆 一 下 ,点 p€E 履 上 的 主 从 PP 上 的 一 个 点 其 实 就 是 如 上 
的 标 架 s(p) 二 {s1《p).… .ssp)) ,所 以 定义 在 UCM 上 的 局 部 标 架 
s 无 非 就 是 从 PP 定义 在 4 上 的 截 口 .结合 到 s 的 局 部 联络 形 w= 
《o) 是 一 个 矩阵 值 形 式 , 即 取 值 在 GZ 的 Lie 代数 钱 1(x) 中 的 1- 
形式 . 因此 着 设 一 般 主 从 P 的 构造 群 为 Lie 群 9, 而 风 为 0 对 应 的 
Lie 代数 , 若 能 在 己 上 定义 联络 , 则 其 对 应 的 局 部 联络 形式 w, 应 该 
是 在 多 中 取 值 的 1- 形 式 . 当然 不 是 任意 的 罗 值 !- 形 式 均 可 作为 
局 部 联络 形式 .由 上 节 知 , 若 心 CN, 上 且 s 一 sg(gECELC) 在 必 上 
的 局 部 联络 形式 为 or 一 ww，* 则 在 灵 =0 门 放 上 二 者 应 满足 联络 的 
变换 公式 gaow 一 四 十 ug ,或 者 等 价 地 写成 

lodg gg wg, (x) 
因此 我 们 预期 若 可 在 一 般 主 从 P 上 定义 联络 , 它 的 局 部 联络 形式 
也 应 该 满足 类 似 的 式 子 (* ). 但 是 我 们 通过 以 下 的 分 析 会 知道 ,不 
能 直接 用 (* ) 式 ,还 可 加 以 适当 变形 . 

先 看 第 二 项 , 当 6G 一 GL(a) 时 ,有 多 == 儿 i(n), 则 上 节 已 提 到 过 
gog 涉及 的 是 通常 的 矩阵 运算 , 但 在 一 般 情 形 ,g,gmGEec, 而 内 
是 多 值 上 -形式 ,9;% -与 wo 就 无 法 相 乘 ,所 以 需要 稍 加 处 理 , 设 y : 
WW 一 6 则 二 RB: hg 'hg(hE0G) 定 义 了 一 个 内 自 同 构 已-， 
“并 ;6 一 .在 eEc 处 的 微分 

dL eo RO): TG) — TO) 
妇 82-1 + aR, : 多 一 一 多 ,而 在 线性 群情 形 ,-'。R, 二 dL,-'。4R,, 所 
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giwg = bo Ro) = dL odR(w). 记 Ad(g ') 一 CI。 
dR,， 映射 Ad : 9 一 一 Ad(9) 称 为 C 在 多 中 之 伴随 表示 . 由 此 可 知 
(x ) 式 第 二 项 可 以 改写 胞 Adkg-1)w,. 

第 一 项 更 麻烦 一 些 , 在 线性 群 GL(n) 的 情形 ,yg : 中 一 -GCCn) 
是 一 个 矩阵 值 函数 ,所 以 dy : 四 一 ~ 乡 也 是 一 个 矩阵 值 函数 ,并 且 
9g 1!@g : 赤 一 一 乡 就 是 矩阵 值 函 数 的 乘积 ,在 一 般 情 形 ,eg 取 值 在 多 
中 ,9%-' 取 人 导 在 G 中 ,并 且 我 们 在 CG 与 多 之 间 设 有 定义 乘法 . 用 下 
述 方法 来 对 待 这 一 点 . 对 于 点 pE 丈 租 向量 X,ET,(M),dg(X,) EE 
Twp (G0) ,这 不 是 Lie 代数 多 二 7.《G) ,当然 我 们 可 以 对 它 作 平 移 , 我 
们 将 利用 右 平移 ep :由 此 可 得 一 多 和 值 1- 形 式 

X, ET MI dR (dg CX,)) 

用 ag 来 表示 此 对 应 .选取 右 平 移 的 原因 在 于 g~!ag 现在 可 以 写成 

gCp) dRyen * dBcsy dg(¥X,) = (glp) dR ) dX,), ， 
记得 在 线性 情形 g Cy) = 了 io 二 dm! 所 以 gp-'dRn 一 
dL dRon 一 Ad(gp) 1) .因此 我 们 可 以 将 公式 ( *# ) 改 写成 

os = Ad(g-!)[ag 十 w,]. (x x%) 

它 完全 是 用 一 般 的 Lie 群 G 及 其 Lie 代数 多 来 表示 的 . 所 以 , 流 形 
MM 上 的 一 般 的 主 G- 从 PP 一 >M 上 的 联络 就 是 对 P 的 每 个 局 部 截 
口 s ;U0 一 >P 给 出 一 族 多 值 形式 {w,} ,使 当 截 口 变换 时 (* x ) 式 
成 立 ， 

上 面 的 定义 是 完全 足够 了 ,部 若 吕 是 一 个 主 G6- 从 上 的 联络 ， 
则 对 G 的 任 一 表示 了 ,D 自然 地 在 与 P,P 相关 的 矢量 从 B= 二 PXer 
上 诱导 出 一 个 联络 . 然而 妈 可 通过 D 的 曲率 重复 示 性 类 #4* (BG) 
的 Barel-Hirzebruch 程序 .但 在 这 样 做 以 前 ,我 们 想 把 这 一 推广 再 
向 前 推进 一 步 . 这 在 技术 上 并 非 那么 必要 ,但 从 观念 上 说 , 它 是 方 
便 的 面 且 简单 . 由 于 它 既 简单 又 一 般 , 所 以 许多 书 上 以 它 为 定义 ， 
而 我 们 最 好 也 提 一 下 . 这 个 程序 是 Ehresmann 的 . 

Cartan 的 程序 的 主要 缺点 在 于 它 不 是 不 变 的 ,联络 是 用 一 组 
局 部 的 数据 iw.} 来 表示 的 而 有 变换 公式 (# x ). 这 个 变换 公式 反 
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映 了 一 件 事实 , 即 不 存在 定义 于 整个 M 上 的 整体 多 值 形式 % 以 
表示 联络 . 有 整体 形式 并 不 是 说 就 没有 变换 公式 ,而 只 是 说 这 变换 
公式 即 已 包含 在 一 般 理 论 之 中 ,因此 不 必 去 提 它 . Ehresmann 的 想 
法 则 是 ,虽然 在 上 上 找 不 到 整体 形式 以 描述 联络 ,但 在 全 空间 己 
上 却 可 找到 描述 联络 的 整体 形式 ， 
回忆 一 下 ,每 一 个 截 口 s ;WU 一 >P 都 给 出 从 
Ss:UXxXo—P, (7，9)F>~ s(p)g 

的 一 个 局 部 坐标 . 故 对 点 z= 二 stp)gEP, 每 个 切 向 量 2ET,《P) 都 可 
用 唯一 的 XET,(M) 和 YET,《G) 写 为 


Zo= .X.Y). 
我 们 在 E=Ims 上 定义 一 个 多 值 形式 % 如 下 : 
w(Z) = Ad(g-') ow (X) + dL, 7)， (1》 


这 里 XET,(M), 故 由 定义 w,(X)E 多 ,用 Ad(g-!) 作 用 后 仍 在 多 
中 .了 ETCO) ,所 以 dL 1(Y) ET.(G) 二 多 .这样 (1) 是 合理 的 .我 们 
说 , 它 是 适当 定义 的 , 即 与 表示 Z 二 5. (X,Y) 无 关 ( 顺 便 说 一 下 ,我 
们 兼用 7, 与 af 代表 导 算 子 , 视 方便 而 定 ). 故 当 有 另 一 截 口 s :了 
一 一 PP 使 
儿 一 5 (X,Y), 
(但 取 VY= 中 ), 故 有 迁移 范 数 wp, 而 得 
(s7!8, ) (X,Y) = CX,dLop-'(Y) + dR Cp '(X))), 

因 z=s 《yp)g 故 用 3 表示 时 当 有 

w(2) = Agdlgr ow (X1) 十 do) (2) 
按 变换 公式 (* * ) 则 有 
wo = Ad(g ) [ow, + dp]. 


{Ad(P YW) (KX) = Ad(ylp) 1) ow, CX). 


Adlgr Ad w(K) = Ad(gr’ Ad (gg  )w, CX) 
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一 Ad(g '}w,(X). 


又 由 定义 有 
Ad{or fAd(w Ydp CX)] 
= Ad(gr')JAd(p aR (p. (X)) 
= Adlg-!)dRon (Pp. (X)), 
还 有 


dls-! * dL -ICY) = dL-'(Y). 
人 比较 (1) 与 (2) 可 免 ,为 使 二 者 相等 ,应 有 
Ad(gr dRyoy-' CP. CK) TF dbadRp. XI=0 《3) 
令 j :0 一 >0 为 求 送 映射 , 即 j(x) 二 x-!. 我 们 知道 ,在 z=e 处 ， 
dj(X) 二 一 .但 现在 9.(X)E Tow CG) ,7 一 知 , 故 需 在 pgp) 一 有 
处 计算 果 . 这 并 不 太 难 . 考虑 


二 
| | | 
和 
GC— 0 
hir 一 一 > x 1 
知 在 z 一 上 处 
(zi = dR dha 一 一 -di 
由 此 式 即 得 
gr XK) 一 一 dR dLomn (和 )). 
从 页 
dL, dBpe (KX) 一 一 di, dRdRow- dL) ‘(ps CX)), 
注意 
Le tLe ' = dy lan = dL !, 
我 们 有 
dL tdRpr CX) =— dL tdRARyn Cp, (XY) 


=— Ad(g-')dRrn (9, CX)), 
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这 正 说 明 (3) 式 成 立 . 

这 些 细节 完成 以 后 还 有 一 点 关键 . 在 由 wv 转 到 ow 时 “多 出 ” 
了 一 项 Ad(g-')ay. 所 率 在 变换 < 之 表示 时 也 会 多 出 一 项 
Pzs1.5,(X) 而 二 者 相 消 . 

由 % 自 可 得 出 1%}, 这 就 是 : 

,二 s*(w)， 8: 如一 > 了 为 一 截 口 . (4) 

要 想 用 作为 联络 定义 的 基础 .就 需 知道 它 有 何 性 质 , 使 得 当 
用 (4) 式 在 M 上 得 出 Cartan 的 数据 {ow,} 时 ,《* x ) 成 立 ， 

使 用 现在 的 程序 有 一 困难 , 即 不 易 看 出 P 之 切 从 7T(P), 它 本 
身 也 是 以上 的 一 个 从 . 从 逻辑 上 说 ,P 既 为 一 流 形 , 则 想象 ?(P) 并 
不 比 想 象 其 它 流 形 的 切 从 更 难 或 更 易 . 然而 应 该 指出 ,我 们 的 基本 
几何 对 象 是 流 形 妈 ,而 我 们 感到 TCU) 是 某 个 看 得 见 的 东西 .但 切 
处 了 (P) 说 到 底 只 是 一 种 记载 东西 的 方式 其 目的 在 于 使 我 休 可 以 
用 不 变 的 方式 处 理 问 题 . 对 付 T(P) 的 最 好 的 方式 也 许 是 用 局 部 坐 
标 ,而 我 们 总 是 这 样 做 的 . 车 s: UW 一 PP 是 一 局 部 截 口 ,3 : {XG 
一 >P,(p;9) 一 -+p9 就 是 一 局 部 坐标 , 故 一 个 切 向 量 ZE T,(P) ,x 二 
z9 ,就 应 为 

= ¢, (X,Y), 
XET,M) YET,O). 这 
样 ,我 们 总 想 把 来 自 底 空 
间 的 X 称 为 “水 平 " 部 分 ， 
而 把 来 自 群 G 的 Y 称 为 
“ 略 直 ”部 分 . 但 是 易 见 水 
平 部 分 没有 内 蕴 的 意义 ， 
经 计算 得 
S715, (X) = (X 十 dB,pr' CX)) 
正 反 映 了 这 一 点 :4R,pr'《(X) 是 来 自 坐 标 变 换 的 铅 直 向 量 . 这 并 不 
奇怪 . 对 于 一 个 从 ,“ 招 ”自然 会 毁 掉 平 行 于 底 的 概念 . 但 铅 直 部 分 
则 是 很 好 的 想法 , 令 :PP 一 >M 为 投影 ,我 们 有 其 导 算 子 
694 


x. 1 TPP) TOM). 
于 是 对 任意 zEP, 铅 直 切 空间 即 子 空间 
VP) 一 kerr，C T,(P). 
车 记 Z=5.(X.7 了 ), 则 x.(Z) 二 X, 因 于 
CP) = {s, (0,7),Y € 7,60)}. 
可 以 验证 ,我 们 前 面 所 作 的 计算 , 即 
Sus.(Y) = dLon-'(Y) 
也 表明 FF,(P) 是 适当 定义 的 . 
所 以 ,考虑 马上 的 铅 直 向 量 场 是 自然 的 . 它 应 与 纤维 G 有 关 . 
以 下 是 作 这 样 一 个 场 的 自然 的 方法 . 对 任意 点 xz€EP, 考 虑 上 映射 
0 中 一 一 Pg rg. 
因为 o.(e)==z; 我 们 有 由 Lie 代数 多 到 7:(P) 之 线性 映射 : 
do Gr TP). 
卜 对 固定 的 YE 多 ,上 映射 
rm— do,(¥Y) € T,(P) 
定义 了 P 上 一 个 矢量 场 , 记 作 oCY), 称 为 由 YE 多 生成 的 铅 直 向 
量 场 - 它 确实 是 铅 直 的 ,因为 对 任意 *E P， 
For GM, 9 一 一 T(z9)》 一 下 (Z) 
是 常 值 映射 ,因此 
FOF),) 一 rodor(Y) = dr + do(Y) = 0. 
关于 我 们 要 指出 的 第 一 点 是 , 它 在 otY) 上 之 值 很 简单 , 即 
有 ,对 任意 YE 多 ， 
wo(Y)) 一 了 了 ， (x x ,1) 
这 一 点 很 容易 证 明 , 对 xo = s{po)go 一 5(po,go) ,考虑 
CC 一 -0 x G— up, 
gi (porg09) tr SCpo)9og 一 vs (9). 


gCF)s, = das (Y) = 3. (dal(¥)). 
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但 对 于 YE 多 ,我 们 有 
da(¥) = (0,dLs CY)). 
于 是 v(Y)。 一 5.《0,dLw(Y)) ,而 由 w 之 定义 ,有 
wo(Y)) = doy Ce (Y)) 一 了 ， 
记 住 ,对 于 主 C- 丛 ,我们 把 群 E 在 上 的 作用 表 为 右 乘 , 故 
对 每 一 点 9EG, 丰 右 作用 
有 人 
自然 要 问 拉 回 局。 是 什么 ? 为 了 算 它 , 再 看 x 二 s(po)go € P,Z 一 
s. (X,Y) 7T.(P) , 则 由 定义 有 
(Rw (ZL) = wlaR, (2)). 
但 dR,(Z) € Ts(P) ,所 以 我 们 转 到 新 截 口 9 一 s9. 图 式 
LX 0 一 一 一 P， 
(psh)—* s(p)h 


| 


UX 0——*P, 
才 b 


(pg ho)— (phg) = si(p)yg hg 
表明 
wdRAD)) 一 fgR 3s, (XY)) = ws, (X,Adtg 1)Y)). 
由 的 定义 ,由 于 zg 一 %(0z)9 9og ,我 们 有 
ws (XAd(g ')(Y))) 
= Ad(g 'gr'g) wo (CX) + dL go gCAd(g 1)) CY), 
由 变换 公式 (* * ) ,我 们 有 
ou 一 Ad(g [do 十 %,]. 
但 在 我 们 的 情况 下 ,迁移 函数 :0 一 >6 是 常 值 函数 wm(z) 一 9， 从 
而 is 一 0, 而 上 式 给 出 
ws (X,Adl(g 1} CY))) 


= Ad(g igr ig)Ad(g I)w,(X) + dL, 1g9o'g (Ad(g™i(Y)) 
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一 Adfg -DiAd(gr jo (X) + dL (YF)} = Ad(g 1)w(2). 

所 以 ,w 的 第 二 个 性 需 可 以 写作 

《 0) = Ad(g  )w, (x x % ,2) 
实际 上 ,我 们 全 部 所 需 即 此 而 已 , 即 车 % 是 任意 的 定义 于 PP 上 的 多 
值 1- 形 式 , 且 服 队 (x * * ,1) 和 和 Cx x ,2), 则 由 尺 .二 s*(w) 所 定 
义 的 数据 {6,} 必 适合 变换 公式 (* * ). 所 和 需 的 计算 公式 都 已 讲 了 
所 以 证 明 留 待 读者 . 总 之 ,我 们 已 经 证 明了 ,以 下 两 个 定义 是 等 价 
的 : 令 P 一 > 履 蚌 一 光滑 主 6- 从 , 则 P 上 的 联络 是 

Cartan 的 定义 ”一 族 多 - 值 1- 形 式 {w,},s 是 定义 在 4 上 的 局 
部 截 口 s : 一 >~P, 而 对 迁移 函数 mp :12 门 7 一 6 有 

am 一 Ad(p™ Tw, 十 ep]. (x#) 
Ehresmann 的 定义 ”具有 以 下 二 性 质 的 .定义 于 PP 上 的 多 值 
1- 形 式 w: 
oftetr)) = Y, YE gg, (xx x ,1) 
六 中 一 Ad(g Do， 9 芯 (x x ¥ ,2) 
等 式 (]1) 和 (4) 说 明 这 两 个 定义 可 以 互 换 . 

有 了 定义 以 后 即 可 达到 我 们 所 需 的 最 广泛 的 情况 .但 只 要 有 
需要 ,仍然 容易 回 到 线性 情况 即 矢量 从 的 情况 . 例如 ,车 7 是 一 个 
C- 空 间 , 把 表示 看 作 一 个 同 态 

oo—— OL(O), 
则 有 诱导 同 态 

do: 区 一 一 GIN). 
故 若 {wo,} 是 主 失 只 上 的 Cartan 联络 , {da。w,} 容 易 证 明 是 相关 的 矢 
量 从 PXerV 上 的 联络 . 

下 一 个 问题 自然 就 是 在 一 般 情 况 下 如 何 定义 曲率 形式 . 记 住 

在 矢量 从 的 线性 情况 下 ,8 局 部 地 由 下 式 给 出 : 
R=do oA = wo ow 
第 一 项 即 形式 的 外 微分 ,只 要 在 一 线性 空间 中 取 值 它 就 宥 意义， 
所 议 对 多 值 形 式 没有 问题 . 第 二 项 大 家 记得 是 矩阵 型 外 积 ， 
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(@ A w), = 之 由 A oy. 


因为 一 般 的 Lie 代数 并 非 矩 阵 , 这 一 项 不 能 推广 . 我 们 应 该 采用 Lie 
代数 运算 . 下 面 的 作法 似乎 是 自然 的 . 令 Asy 均 为 Lie 代数 多 - 值 形 
式 , 其 次 数 分 别 为 与 9, 定 义 插 绝 [4,*j 为 一 (p 十 9) 次 多 - 值 形式 如 
下 : 

[az (天 Xt) 一 一 de .7 


VR De sotn) 1. 
容易 验证 它 是 适当 定义 的 , 即 [x,v] 是 斜 对 称 的 . 但 因 4,+ 是 形式 
而 不 是 多 中 之 元 ,所 以 使 用 起 来 要 多 加 小 心 . 例如 , 若 4 是 1- 形 
式 ,[u, 4 不 一 定 是 零 ,因为 
[Las] X.Y) = 一 [ofX) ar)] ~ [pCY) ,4(X)] 
= 2 p(X), ar)]. 
取 多 = 加 L(F) 为 矩阵 Lic 代数 ,我 们 有 
TaCX) CY)] = ACX7A(Y) 一 pF) pCX). 
另 一 方面 ,由 定义 
(Co A XY) = Do A wi) XY) 
= DI oC) 一 oF) ot X). 
有 第 阵 表 示 即 为 
Cw A oCXF) 一 oN ) 一 wl wl X). 
所 以 ,用 我 们 新 定义 的 运算 来 写 即 有 


ww= 羡 [o,o] 
因为 右 方 对 任何 多 - 值 形式 均 有 意义 , 故 可 定义 主 C- 从 已 上 的 Car- 
tan 联络 {%,} 的 曲率 形式 SE 
R, = dw, 十 3 a ,cy ]. 


这 个 式 子 昌 然 看 起 来 合理 ,要 判断 它 是 否 “ 正 确 ” 的 定义 .关键 要 看 
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在 截 口 改变 时 它 怎 样 变换 . 记 住 ,对 于 矢量 从 ( 见 前 节 ), 变 换 公 式 
是 
ho = hg, 

yp ;UNV 一 一 8 是 迁移 函数 . 记 住 这 是 “正确 ”的 变化 方式 (反之 局 
部 联络 形式 {w} 的 变换 公式 则 是 “不 正确 ”的 ), 因 为 它 表明 中 可 以 
看 成 是 定义 在 整个 邓 上 而 值 在 从 Hom 避 ,8 中 的 整体 形式 - 这 种 
考虑 实 为 关键 ,所 以 不 妨 多 费 些 力气 讲 一 下 细节 . 令 s 一 (sp… ,5) 
为 定义 在 LU 上 的 局 部 标 架 , 则 同 态 <E Hom(B,8) 忆 部 地 可 以 四 绰 
阵 表示 ,而 有 

(as), = 2 on 
即 是 说 ar 一 ~(ai) 是 Hom(8,8) UV 二 UX 多 LO4) 的 一 个 局 部 坐标 , 所 
以 一 个 Hom(B,8)- 值 形式 ww 可 专 用 矩阵 来 表示 , 即 车 X 为 履 上 
的 矢量 场 , 有 

KX (a X)), 
车 将 变 为 5 二 sp,p :0 一 mGL(n) 为 迁移 函数 ， 

ar 一 > 《ai) 

是 一 个 新 的 表示 , 即 有 

(as), = das. 
这 就 是 说 

a(>7ystpo) 一 Dasign. 
但 式 左 为 Dupre, 故 上 式 用 算 阵 表示 即 为 
ag 一 par ,或 qf 一 -tag. 
若 习 为 一 矢量 场 , 则 局 部 表示 w CX) 与 a(X) 间 有 
a (X) = gp la( Xp, 
这 表示 ,在 点 PE 好 处 ,其 值 之 间 入 关系 式 
CX), 一 gp ipa(X) pp). 

这 是 “正确 ”的 变换 公式 . 


但 在 一 般 的 主 -从 PP 上, 即 没有 矢量 从 也 没有 从 Hom{B， 
8). 但 这 不 成 问题 ,上 述 计 算 表 明 , 对 6 二 GL(n) ,Hom(5.8) 即 是 相 
应 于 主攻 已 的 其 ,其 纤维 为 多 lL(n)= 二 L(G6) 二 多 而 0 以 伴随 表示 作 
用 于 多 上 , 即 有 
Hom{B,\E) = Xo, 
右 方 对 一 般 的 从 也 是 有 意义 的 . 为 了 使 上 成 为 MM 上 的 PxXc 银 值 
形式 , 它 应 该 可 以 局 部 地 表 为 多 - 值 形式 RB,, 而 且 服 从 变换 规则 
Rs = Ad(g@-1)R,. 
为 证 明 此 式 确 实 成 立 , 还 要 费 一 点 劲 ,所 以 要 花 点 时 间 把 它 做 
出 来 . 
首先 , 记 住 在 变换 公式 
ou 一 Ad(g 1) [dy 十 中] 
中 ,多 值 形式 ep 定义 如 下 :给 定 XET,CM), 有 
dp(X) = dRown-' (dp(X)), Pi 一 0 
这 件 事 可 以 改 述 如 下 :在 流 形 G 上 定义 一 多 - 值 形式 a, 使 对 XE 
7ACG7 有 
aCX) 一 dR,-'(X). 
考虑 拉 回 形式 p* (a). 由 定义 ,给 定 XET,(M)， 
Fp’ CW 1X) = a(dp(X)). 
因 dp(X)E Twn CG), 由 定义 
aldp(X)) = dRyn-' (dp(X)) = dpCX). 
故 有 
dp = 画 "(o)， 
这 是 很 好 的 ,因为 拉 回 运算 与 外 微分 4 可 交换 . 
9 上 的 形式 es 是 右 不 变 的 , 即 对 任意 roEC， 
Re Ca) = @. 
这 是 因为 ,给 定 XET,(0) 后 ,有 
LR: a) ](X) 一 a[aR, CX)] 
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一 dle dR (XY 一 dr !° dR, CX) 
= dB, eo dR! * dR (KX) = dR (KX) = atX). 
所 以 还 需要 了 解 一 点 Lie 群 G 上 的 右 不 变 多 - 值 -形式 . 当 处 理 Lie 
群 时 ,我 们 习惯 于 左 不 变 的 对 象 , 所 以 我 们 先 看 a 的 左 不 变 对 应 
场 , 即 形式 
PE) = db (X), XE TG). 
8 称 为 的 Maurer-Cartan 形式 . 关于 它 我 们 有 
Cartan 构造 方程 
ap = 一 读 [p,h] 
证 贝 定 义 , 我 们 有 , 若 X,Y 为 矢量 场 则 
dB(X.Y) 一 XCRY)) 一 Y(CBCX)) 一 8LX,7]. 
今 设 X.Y 均 为 左 不 变 的 . 则 PKY) ,PCX) 都 是 常 值 函数 . 这 是 因为 
HP(Y) 一 507) = FL ) 一 as- 。dL。J。 
= YY, 一 87) 
故 df8(X,Y) 式 右前 两 项 均 为 0 而 我 们 有 
ap(X,Y) 一 一 FLX,Y]. 
令 CX,…,X,) 为 Lie 代数 多 的 基底 ,我 们 知道 可 以 把 它们 与 
以 下 的 左 不 变 矢量 场 艺 等 向 起 来 ; 
(R), = dL,(X,), 
类 似 地 ,对偶 空间 罗 ' 可 以 与 左 不 变 1- 形 式 ( 通 常 的 实 值 形式 ). 令 
《ors ) 是 与 (Xi,…,X,) 对 偶 的 左 不 变 1- 形 式 的 基底 . 则 我 们 
也 有 
do (X,Y) =— wfX,Y], 
X,Y 为 左 不 变 的 . 另 一 方面 ,go 妓 是 左 不 变 2- 形 式 ,doE ?多 * .但 
我 们 知道 多 * 有 一 组 基底 {oA Dysb} , 均 有 
dw, 一 和信， 和 co A 县 为 ; = 一 态 .. 
要 想 求 出 某 一 个 为 ,, 将 上 式 作用 到 CX,,X,) 上 ,有 
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一 mL 天] 一 入 oz( 和 Oo) 十 太一 wo, Xe) om Xs); 

一 21 

另 一 方面 我 们 又 有 展开 式 
CX 
常数 o, 称 为 儿 的 构造 常数 ,因为 它们 描述 了 Lie 代数 多 的 构造 . 
由 此 知 
2 一 一 Ch 
所 以 我 们 可 以 写 出 
dw, 一 一 pp Awm. ?= 1,2, 4. 


此 式 也 称 为 构造 方程 ,因为 多 的 构造 即 由 它们 决定 . 我 们 现在 用 
Maurer-Cartan 形式 8 把 这 一 切 都 简单 地 统一 起 来 . 
对 任意 的 多 - 值 !- 形 式 + 和 矢量 场 发, 有 展开 式 
TX) = >)TCX)X， 
fi 是 通常 的 实 值 1- 形 式 . 若 * 为 左 不 变 的 , 则 二 也 是 ,而 可 将 * 展 
开 为 
T, 一 之 mw 
所 以 + 可 以 用 常数 值 短 阵 Ct) 来 表示 . 由 构造 方程 ,对 于 左 不 变 矢 
量 场 X 与 Y 有 


dr(X,Y) 一 | 一 于 oo 人 o (人 


一 一 > Tch ro CK) wo CY) XK,. 


另 一 方面 ,由 对 于 多 信和 形 式 上 [ ”， ] 运 算 之 定义 有 
[tsT]CX,Y) = [r(X) ,77)] 一 [rr),rCX)] 
= 2[r(X),rCY)] 
一 2[ 27mCX)X， 2 nnGD)2] 
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一 2[ > TIX, » > Tw CY KX,] 
ng EE 

一 2 > TT ew (Ko (FY) LX,, X,] 

一 2 > Tit sO CK) Oo CY) cK. 


这 两 个 方程 通常 并 不 一 致 . 尘 二 个 方程 对 系数 局 是 一 次 式 . 但 看 
特例 +=, 由 定义 有 ,对 任意 XE 多 ， 
BCX) = BX), = dL,(X) = X, 

这 说 明 , 当 +=8 时 ,矩阵 (5,)== (6,,) 是 恒 等 矩 阵 . 于 是 以 上 两 个 方 
程 归结 为 | 

lb(X, 了 ) 一 一 Deo CX wv,YIX,, 

[BBCX,Y) 一 2 00 Xo (Y) XX,, 
所 以 我 们 有 

dp 二 一 广 [8,8]. 


这 样 ,Maurer-Cartan 方程 只 不 过 是 表述 Lie 代数 多 的 构造 常数 的 
精巧 的 说 法 . 但 它 有 方便 之 处 . 例如 我 们 有 


0 = udp =—— Lp,p]. 


可 以 看 到 
dL8,8] = [48,8] — [8,dp] = 2Cap, #1. 
由 此 式 即 有 : 

Bianchi 恒等式 [8,L8,81]=0. 

它 等 价 于 Jacobi 恒等式 . 

但 我 们 感 兴趣 的 是 右 不 变 场 a(X) 二 #4R,_1CX). 然而 可 以 用 下 
而 的 标准 的 手段 把 它 与 6 连接 起 来 . 令 7 : 6 一 -x6 为 求 逆 映 射 : 
上 到 =2 我 们 有 

JL,(z) = J(gr) = zlg! = R-ij (zr). 
故 若 XET,(G) ,我 们 有 
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(J PCX) = BAI CX)) = dRdJ(X) 
一 de (XK)) = dd (a(X)). 
然而 ,aCX) EE 多 = 二 TO), 而 我 们 知道 在 7T.(G) 上 ,dj 二 一 1. 这 表示 
aa 一 一 (7). 
将 此 式 用 于 构造 方程 即 有 


1 
da 一 本 [ea] 


它 当 然 是 等 价 于 Maurer-Cartan 方程 的 . 

还 有 更 多 的 事 要 做 , 把 联络 的 变换 公式 写成 

Ad(g) (wp) 一 四 "fa) 十 wu， 

要 由 得 到 有 就 要 作 微分 , 即 要 比较 dAd(p) 和 Ad(o)d. 设 在 了 C 
导 上 有 一 时 值 1- 形式 4, 有 

[aCAdCPIIOIKXY) = XC(Ad TNOYY) — YAd(g)O(X)) 

— (AdCp)OLX,Y]. 

所 以 必须 计算 函数 (Ad(g)yat7))=f. 记 住 , 它 是 这 样 作 的 :给 定 
一 点 ?所 用 ,为 计算 1(7), 令 y:R-M 为 一 曲线 , 且 y(0) 二 yp， 
YY (0) 二 X,. 于 是 


fp) = FLAdP)OY) Jn oo- 


但 函数 . 
FCOy(0)) = [AdCP)OCY) J = Ad(gp(yC0))) (O00) 0), 
问题 是 07),w 和 p(y(4)) 都 是 1 的 函数 . 车 将 8C7)xw 代 以 一 常 值 向 
量 乡 ,我 们 在 第 五 章 中 就 已 知道 如 何 计算 所 Ad (p(y(0))Z1,-o 类 

似 地 ,车 将 Ad(e(y(0)) 代 以 常 值 Adlg),gE 6, 则 有 
FAG oe = Ad(g) oC) loo 
一 Ad(g) (X, 07 ))). 

事实 上 我 们 二 者 都 要 ,这 就 是 常用 的 方法 . 考虑 映射 


Ad 
CX 多 一 ~ 经 ， (9 了 了) 一 ~ Ad(g)y, 
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现在 点 Cgo,Yo) 处 计算 dAd). 取 切 向 量 XET 《0),ZETy( 泡 ) 二 区， 
我 们 有 

AM) (XZ) = dAd)CX,0) + dAd) (0,Y). 
对 于 向 量 XET, (0) ,人 二 dR (X) 一 a(X)E 多 , 歼 exp( 令 Jgo=: 
6(t) 1: R 一 >6 是 6 中 的 曲线 使 660) 一 gm 8 50) 一 发 .所 以 


L(Ad) CX,0) = EAdS Yo 


d A 
一 AXPOX)) * Ad(go) Ys |,-0. 


但 由 第 五 章 可 知 , 此 即 
[RAdCgo) Ys] = [aCX) ,Ad(go) Yol. 
对 于 向 量 (0,7),t 一 *(go,Yo 十 位 ) 是 一 适当 的 曲线 . 故 


dCAd) C0,Y) 一 Ad(go) (ys 十 坟 ) |_。 


= Ad(go) CY + dio = Ad(go)Y. 
在 现在 的 情况 下 ,F(y(6)) 二 AdCp(y(l)))9(Y)ww 是 一 个 复合 
tr— (py) OY) ,0 FCyC)), 
所 以 我 们 有 
《go yo) = (Lp) 00),) 


X= E900) Ns = dpCX,), 


d 
Y= Vr | -， = XC0CY)). 


作 上 述 的 计算 即 有 
flp).= Laldp(X,), Ad(p pI) OF),] + AdCp(p)) KX, OF)). 
这 意味 着 了 可 以 写成 
XCAG PIOF)) = [py* (oO) XY ,Ad(p)B(Y)] 十 AdCp)。XCeC7))， 
对 YCAdl)98(X)) 也 是 一 样 做 , 合 起 来 即 有 
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dCAd(p)0) 一 AdCp]eg + [9 (Co) ,AdCo) 的 ]. 
现在 一 切 都 已 具备 . 对 Ad(p)(os) 一 9" (4) 十 w% 作 外 微分 ,由 Mau- 
rer-Cartan 构造 方程 , 邵 有 

dzKAdfp)ae) = dp’ (el) 十 ao = (da) + dw, 


一 本 9 [a,o] + do, = 广 [P* ope] 十 gu- 
但 另 一 方面 
dAd(p) (08)) = AdCq) [dw | 十 [Lo (al AdCp) ew, 
= Ad(p) (doo) + Lp* (a) ,9* (9) + w,], 
亦 即 
Ad(P) dw) 寸 村 [wo (as9 ”CaO] 十 [9 C0) so] = do 


现在 我 们 有 


Ad(op)Re 一 Adke)| dw 十 壮 [owsow] 
一 Ad(9) (dw,p) 十 于 [Ad(g)ow,AdCp)om] 
= Ad(g) (dow) 十 二 [mw C0) 十 ws" (0) + oo] 
一 Ad(g) (dww) 十 Cp Ca), Ca)] 
十 [gp’ (Ca) ,wj 十 也 [oso] 


一 go 十 到 [os] = 此, 


得 到 了 曲率 形式 的 变换 公式 后 ,就 容易 讨论 一 般 的 示 性 类 了 . 
先 回 赢 一 下 总 的 背景 . 男 定 一 个 Lie 群 6, 考 虑 主 G- 从 P 一 MM 的 
范畴 . 作 函 数 对 应 关系 (CP 一 >M) 一 >H* (CM,R) (系数 域 为 实 或 
复 ), 妈 是 说 ,我 们 所 得 的 示 性 类 为 H* (BG,R). 令 多 为 G 之 Lie 代 
数 . 考虑 重 线性 映射 
F: 哆 XXX 区 一 一 R， 
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【和 

(1) 三 为 对 称 的 ， 

(2) 亚 为 不 变 的 , 郧 对 任 一 9 人 ES 有 

F(Ad(g) Kye Ad(g}K) = F(X ,XL). 
对 每 个 下 可 作 一 多 项 式 次 数 

ff: BG——rR, Xf(X)=F(X,*,X). 
了 称 为 不 变 多 项 式 , 记 其 集 为 1(0). 

设 fELG) 为 已 知 . 对 每 个 主 6- 从 P 一 rxM 取 P 上 之 一 联络 
{o%,), 其 相应 的 曲率 形式 为 {R,}. 由 了 之 不 变性 与 {R&R} 的 变换 规则 
知 了 (RD) 是 MM 上 适当 定义 的 微分 形式 (其 值 为 实 或 复 , 若 了 来 自 太 
线性 的 F, 则 其 次 数 为 27). 和 前 面 一 样 ,要 证 明 f(R,) 是 一 闭 形式 ， 
且 其 de Rham 类 [了 CRJ)JE BR?* (WM) 与 所 职 的 联络 无 关 . 例如 取 9 一 
exp(tY) ,对 不 变性 (2) 之 式 子 作 外 微分 ,有 


FX, LY ,KX) = 0. 
此 式 加 于 Bianchi 恒等式 可 给 出 df(R,) 二 0. 作 
Rn, 二 LA 十 [os] 


之 外 微分 又 给 出 
dR, = [oo = 方 [ds] 十 于 [osdo] 


= [io ,or] = [Rs] + {Lon 0l,0,]. 


我 们 已 知 ,多 中 的 Jacobi 恒等式 给 出 [fw,,w,],w.]==0. 于 是 又 拾 好 
得 出 前 面 所 给 的 Bianchi 恒等式 
aR, = [8R,,w,]. 
[fCR,)] 与 1%,} 无 关 的 证 明和 前 面 完 全 一 桩 , 故 
(P—— M)—— [f(R)] € H' (CM,R) 

是 质子 的 对 应 关系 , 即 对 每 一 个 fE 4100),[f(R,)J 是 6G 的 一 个 示人 性 

类 , 故 对 应 关系 fr 一 ~[fFCR)] 定 义 了 一 个 同 态 , 称 为 weil 同 态 : 
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ws CD) — HCBOR), /> [fCR,))], 
有 一 般 的 定理 证 明 它 实在 是 一 个 同 构 , 即 是 说 ,用 曲率 形式 来 得 到 
示 性 类 ,至 少 在 实 或 复 系数 时 ,与 前 面 用 的 “拓扑 "方法 是 等 价 的 . 
不 仅 是 形式 上 如 此 ,而 且 可 以 平行 于 Borel-Hirzebruch 程序 在 1(0) 
的 框架 下 展开 这 个 理论 . 例如 我 们 知道 Euler 类 XE€ HH"' (BSO(2n)) 
的 特性 是 :x* 限 制 在 极 大 环 面 7?= 富 C50(C2a) 上 ,XI7? 即 权 ow, ws， 
…,w,. 在 现在 的 框架 下 证 明 它 . 先 考虑 最 简单 的 情况 7 一 581 ,LC5') 
二 R,Ad(g) 是 平凡 作用 . 现在 ,不 变 多 项 式 了 E14(51) 显 然 就 是 通常 
的 多项式 
fs} =ar 二 十 azoao, ER. 
由 我 们 对 射影 空间 所 已 作 的 计算 知 ,f(z) 一 去 x 相应 于 陈 类 6. 现 
在 L(SO(24)) 即 斜 对 称 答 阵 Lie 代数 ,包含 关系 TP 一 >SOC24) 变 
为 Lie 代数 的 包 合 : 
AT) — RL(SO(2n)), 


0 a, 
一 四 0 


(ss) 一 一 多 0 


一 上 0 
所 以 问题 在 于 LC(50《2n)) 上 的 那 一 个 不 变 名 项 式 f(4) 当 4 为 以 
上 的 2X2 分 块 矩 阵 时 了 (4) 二 9,9.…6,? 正 是 Pfaff 形式 


Pf(A) = SJsgn C0) Ascnes :Asc Donny 
9 二 St 


在 系数 作 适 当 调 整 后 给 出 了 答案 . 证 明 这 一 点 相对 说 来 还 比较 容 
易 ,- 
喷 重 说 一 下 ,在 Borel-Hirzebruch 程序 中 一 个 关键 的 事实 是 
Borel 定理 , 即 极 大 环 面 的 包含 喘 射 p。: 了 一 ~G 至 少 在 实 系数 情况 
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下 诱导 出 一 个 单 射 
p” 1: H'{(BG)— HB°* (BT)., 
在 我 们 的 背景 下 ,这 个 重要 定理 容易 理解 了 , 若 p : 五 一 一 和 是 Lis 
群 间 任 一 同 态 , 而 
F:BX' XG—Rh 
是 一 不 变 对 称 重 线性 映射 ， 
PD: BX OSG XX GER 

是 党 上 的 不 变 对 称 重 线 性 映射 .于 是 一 >p" (F) 是 一 个 间 态 
p” 1(0) 一 1(), 而 说 p'1(0) 一 >1(T) 是 一 单 射 就 等 于 说 
FCX,…, 臣 ) 由 它 在 L(T) 上 之 值 决 定 .但 这 就 是 Cartan 定理 , 对 任 
意 YELCO),{exp(tY)}C6 是 一 个 单 参 数 子 群 , Cartan 定理 蕴涵 
了 :存在 一 个 gEG 使 

gexpliY)g 1! CC 了， 
微分 此 式 有 

Ad(g)Y € LOT). 
所 以 

F(Y ,es¥) = FCAdCg- DX, Ad(g-')Y) 

= F(X,",X), 
这 里 关 =Ad(g)Y ELCT). 事实 上 ,证 明 ImCp*)==1(T)* 为 1(T) 在 
Weyl 群 下 不 变 的 于 环 也 同样 简单 . 很 清楚 ,这 件 事 ,加 上 5* (BC) 
中 的 相应 定理 还 有 Weil 同 态 的 函 于 性 质 就 足以 证 时 Weil 同 态 是 
一 同 构 . : 

在 结束 本 节 之 前 还 有 一 点 要 说 明 . 经 过 相当 细微 的 计算 后 ,我 
们 已 经 看 到 局 部 联络 形式 fw,) 的 变换 公式 的 "缺陷 ?可 以 理解 为 它 
表明 这 些 局 部 数据 在 从 一 一 好 的 全 空间 P 上 定义 了 一 个 整体 的 
多 - 值 1- 形 式 . 显然 会 想到 ,对 于 曲率 形式 {R,} 是 否 也 有 类 似 结果 . 
如 果 有 , 它 是 否 能 解释 为 什么 {R,} 之 变换 公式 没有 此 缺陷 ? 确实 是 
可 以 做 的 ,而 且 这 在 概念 上 很 有 意义 ,所 以 我 们 来 作 一 个 简短 的 说 
明 . 
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记 住 , 投影 x :上 一 一 MM 给 出 J“ 铅 直 ” 切 空间 1CT.P 的 适当 
定义 , 即 六 一 kerfdz : T,P 一 >TscyM). 另 一 方面 “水 平子 空间 有 
CTP 却 没 有 适当 定义 , 事实 上 , {wow} 的 变换 公式 的 缺陷 正 是 反映 
了 水 平子 空间 不 可 能 用 局 部 坐标 简单 地 定义 .但 现在 既 已 有 了 PP 
上 的 整体 1- 形式 w, 即 可 用 它 来 给 出 水 平子 空间 &, 的 适当 和 定义， 

H, = ker(w: TP GF), 
我 们 知道 dm 一 dim 多. o 的 Ehresmann 定义 的 第 一 个 性 质 说 
是 全 射 (wlo(Y)) 二 Y ,YE 多 ), 故 
dimH; = dimT,P 一 dim® = dim?T,P 一 dimt,. 
由 此 可 知 有 直 和 分 解 
TP = H. BV,. 
这 样 就 有 了 两 个 分 布 : 
Vr HH: H,. 
但 它们 很 不 相同 . 铅 直 分 布 作为 纤维 的 切 空间 是 可 积 的 . 但 水 平分 
布 却 难 得 是 可 积 的 . 如 果 它 是 可 积 的 , 则 其 极 大 积分 子 流 形 正 是 底 
流 形 MM 的 " 复 本 ”, 而 这 时 了 一 ”M4 就 会 有 整体 切口 因而 是 平凡 
处 . 所 以 .Frcbenius 定理 必 不 成 立 . 对 于 P 上 两 个 水 平和 拓 量 场 X 与 
Y,[ 六 ,YJ 不 一 定 是 水 平 的 . 这 件 事 有 以 下 的 推论 , 若 PP 上 之 形式 
对 于 一 切 水 平 的 X，…,X 均 有 
_ ACID) 一 0 
则 称 & 为 铝 直 的 . 当 # 为 铅 直 时 ,dx 不 一 定 是 ,因为 dx 中 全 出 现 括 
弧 [X,X,j. 这 件 事 还 有 一 个 表述 方法 如 下 : 令 为 一 个 算 子 
ifKX) 一 到 的 水 平成 分 ， XX ETP 
《这 个 定义 是 有 意义 的 ,因为 有 直 和 分 解 T,P 二 HH, 中 Y.). 所 以 , 若 
是 铝 直 的 ,形式 
DuCKyy er, Kt) = dRXI 天 大 1 
不 一 定 为 0. 由 定义 ,联络 形式 % 是 最 明显 的 铝 直 形式 ,于 是 可 得 上 
上 的 一 个 罗 值 -形式 9= pe. 我 们 指出 ,这 一 形式 可 以 “下 降 ” 到 
M 上 面 变 成 曲率 形式 {8,}. 这 件 事 不 难 证 明 . 令 为 定义 于 P 上 的 
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任意 多 值 形式 . 我 们 要 来 从 x 构造 出 一 个 定义 在 M 上 的 PXo 多 - 
丛 值 的 形式 六 政令 pE MEZCU). 取 一 点 zEP 使 之 位 于 > 上 ， 
再 取 XE HH, 使 sr(X) 一 X. 这 是 可 能 的 ,因为 dr : FH. 一 >7T,(M) 是 


一 个 同 构 . 于 是 定义 “为 
pCX) = [zsp(X)1. 
我 们 要 验证 A 并 不 依赖 于 x. 另 取 一 个 zi; 则 必 有 gER 使 zx: 一 z9， 由 
Ehresmann 定义 的 第 二 个 性 质 , 有 
Rw = Ad(g ')w, 
于 是 
wRK) = (Ro)X = Ad(g- w(KX) 一 0. 
换言之 , dR,CX)E Hs. 因此 


hk CX) = Lrgs nldBX)) = [zg, (Re pK). 
若 # 有 类 似 的 不 变性 质 
Rg = Ad(g™') nu, 
由 空间 PX6 多 之 定义 (G 通过 Ad(g) 作 用 于 多 上 ) ,就 会 有 


A (KX) = [zg,AdGg- Yu ¥)] = [z,pCX)] 
因此 为 了 7“ 下降” 到 M 上 所 需 的 正 是 不 变性 质 . 但 % 的 不 变性 显然 
部 滔 了 只 的 不 变性 . 事实 上 ， 

RI= RAdw oh= Rw) k= dAdlg 1)w) oh 
= Ad(g ~!)dw + h = Ad(g™!)8. 
所 以 口 将 在 M 上 诱导 出 一 个 PX。- 值 2- 形 式 9. 9 正 是 我 们 前 面 
所 定义 的 曲率 形式 ， 这 件 事 下 一 节 即 可 看 到 .最 后 还 有 一 小 点 : 茎 
然 是 不 变 的 ,为 什么 不 能 下 降 到 M 上 而 得 到 一 个 % 呢 ? 确实 是 
可 以 的 ,但 是 
o(X) = [x,o(X)] = 0， 

因为 X 是 水 平 的 . 


§ 5. Yang-Mills 泛 加 


在 本 书 最 后 一 章 的 最 后 一 节 中 ,我 们 打算 简略 介绍 一 下 所 请 
Yang( 杨 振 宁 )-Mills 规范 场 理论 , 它 是 关于 物理 学 的 统一 场 论 的 一 
个 理论 ,对 此 我 显然 一 无 所 知 . 但 它 的 数学 表述 却 是 调和 形式 理论 
的 一 个 推广 .既然 调和 形式 理论 已 经 是 导向 一 般 指 标定 理 的 旅途 
的 起 点 ,用 这 个 主题 作为 我 们 全 部 讨论 的 结尾 自然 也 颇 适 合 . 

先 要 提醒 一 点 :虽然 在 上 一 节 中 已 经 建立 起 了 一 个 相当 庞大 
的 武 库 . 不 要 忘记 ,联络 只 是 使 我 们 能 在 矢量 从 中 取 方 向 导数 的 一 
种 运算 . 在 主 6- 从 PP 一 >M 上 的 联络 {w,} 的 情况 下 ,我 们 可 施行 上 
述 求 导 的 矢量 从 5 是 给 定 了 一 个 C- 容 人 邮 六 后 作出 的 任意 从 B=P 
Xo. 回 秘 一 下 当 6 二 0L0 人 为 一 般 线 性 群 时 这 是 息 样 作 的 . 令 。: 
L 一 >P 为 一 局 部 截 口 ,固定 站 的 基底 (e;,… ,ei) 后 可 得 一 个 局 部 
标 架 

sp) = [s(p),e,]. 
在 5 上 给 一 矢量 场 X, 导 数 Dr 将 由 下 式 决定 : 
Dx(s) 一 Dw CX) sy. 


它 意味 着 ,对 于 PE4 有 
DxCs)|, = Dfstp) ,orCXueoi]. 

我 们 对 它 作 如 下 的 解释 ;Cw,(X),) 是 一 矩阵 , 故 上 式 右 方 即 w,(X) 
*e，* 即 由 GL(WY) 在 V 上 的 作用 所 诱导 的 Lie 代数 多 L007) 在 VY 上 的 
作用 . 若 5 为 一 般 的 群 而 VY 为 一 6- 空间 , 仍 可 得 多 在 VV 上 的 作用 
(定义 如 下 :车 YE 多,5EV, 则 了 (5) 二 夺 (exp( 弛 ))vjio). 帮 对 用 
上 的 矢量 场 X 与 x€FY, 则 因 w,(X)E€ 多 而 w,《(X)v 也 有 意义 ,所 以 
我 们 对 基底 截 口 ,定义 协 变 导 数 为 

Dr(s) = ooCXysi， (*%) 
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而 对 一 般 的 截 口 
a Pps,, Ah. 是 函数 ， 
则 定义 
Di(p) = >)XCp)s 十 Do X)s,, 


第 一 项 的 出 现 是 一 公理 《Leibnitz 法 则 ). 

任 给 一 截 口 p :4 一 >PXeoV 后 ;可 以 定义 函数 2: rr-!1(U) 
一 如 下 : 取 一 点 rzE 4100), 则 p= 二 r(x) EV, 赤 可 得 pl) 是 P 
Xef 中 的 一 点 :pl7} 二 FE ， .这 个 表示 的 第 一 个 坐标 仍 可 记 作 
x, 第 二 个 坐标 则 是 固定 的 , 记 为 p(x), 即 有 

pA(z)) = [x,plr)), 
离 数 5 显然 有 不 变性 ,例如 
PT(zg)) = [zg, plzg)], 
日 
PKF(zg)) = pntr)) = [zvpf(z)] = [zgy9-15Cz)]， 
所 以 
Plzg) = g 45(z)。 
道 之 , 任 一 适合 上 式 的 不 变 函 数 也 定义 一 个 截 口 p 如 下 : 
PCP) = [zyp(z)]，z ECp). 
所 以 , 值 在 疡 xer 中 的 并 上 之 截 口 正 是 定义 于 疡 而 值 在 上 中 的 不 
变 范 数 . 这 两 种 观点 均 允 许 把 它们 看 作 0- 形 式 . 正如 我 们 在 切 从 
情况 下 所 看 到 的 ,只 要 给 出 了 一 个 联络 , 则 不 但 可 以 求 导 一 个 矢量 
场 ,而 且 可 以 求 导 一 个 形式 . 所 以 我 们 想 把 C* ) 推 广 到 所 有 的 高 阶 
的 值 在 PXor 中 的 形式 . 为 此 先 开 Y 值 不 变 函 数 的 观点 来 重 述 
《x ), 我 们 知道 ,函数 的 协 变 函数 基本 意义 即 是 方向 导数 , 即 
Dr(C5) = XP). 
不 巧 的 是 ,上 式 没有 意义 , 因为 X 是 儿 上 的 矢量 场 ,而 是 P 上 的 
函数 . 然而 , 记 住 若 有 一 个 联络 w( 看 作 了 上 的 多 - 值 1- 形 式 ), 则 对 
每 一 点 zEP, 必 有 一 水 平子 空间 如 ,一 kereCT(P) ,因为 上 rr 和 此 
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一 站 (Et)(2 一 rz)) 是 一 回 构 ,1 上 的 任意 矢量 场 居 可 以 提升 成 
为 王 了 上 的 六 .使 

dr(X,) 一 X,. 
这 称 为 X 的 水 平 提 升 . 将 祷 作 用 到 pp 上 可 得 出 一 个 了 上 的 vr- 值 函 
数 


由 于 去 有 不 变性 
万 。 = dR,CH.). 

易 见 函数 {XX,P) 也 是 不 变 的 , 所 以 它 相 应 于 到 上 的 一 个 截 口 . 我 们 
指出 ,这 截 口 正 是 Bx(p), 即 

Drfp), = [rs tp rE x-'Cp). (% #4) 
这 只 要 算 一 下 就 知道 了 . 首先 因为 xz 无 关 紧 要 歼 不 妨 取 z==stp). 
记 住 。 与 久之 间 有 关系 式 @=s"(w), 故 对 六,E 7,《M) ,我 们 有 

w(KX), = ss' wR = (wds(X,)), 
向 量 ds(X,) 不 一 定 是 水 平 的 . 俱 因 drds《X,) 二 ,二 dr( 访 0) ,可知 
义 , 一 ds(X,) 是 铅 直 的 . 为 了 要 算出 它 ,只 需 用 ww 作 用 于 其 上 . 因为 
文 是 水 平 的 , 故 作 用 后 得 出 

一 wds(K)) 一 一 《8 (oO)X)》 一 一 wlX,). 
于 是 几 sx ) 可 以 分 解 为 水 平 与 铝 直 两 部 分 如 下 : 
ds(X) = Ki tr ow, CX) Yen 
运算 " 即将 多 之 元 移 为 铅 直 场 . 现 可 将 此 式 用 于 任意 的 不 变 函 数 
P5mICC)- 一 .为 了 证 明 (* * ), 只 需 在 相应 于 基底 截 口 
SiCp) = [el(p},e,] 
的 基底 8 上 验证 它 即 可 . 我 们 有 
dsCX,) 5) = CX 8), 
但 (5,， 8}(9)= 二 5.《s(9)) 之 特性 是 
[sg) ,5,Cs(9))] = s(n(s(g))) = s,(9) = [s(g9),e,], 
亦 即 Cs; 。s)《g) =e, 即 为 常 信函 数 , 从 而 
ds(X,) 5) = 0. 
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男 一 方面 ,on 又 是 

Sp): OO—>P, gt s(p)g 
之 微分 . 所 以 

(ow (XIONGB) = wlX,) 3, 。 sp)) 
但 是 
(So sp 9) = (sp)9) = gS (sp)) = ge。 

因为 9H 一 >9 ! 诱 导出 风 上 的 变换 了 一 一 一 了 1, 故 有 

{ow XS) 一 一 w(K,)e,. 
所 以 我 们 确 有 

(KS) (sp)) = wo,(X,)s, 

故 可 得 C* * ). 

所 以 , 往 上 升 协 变 导 数 化 为 “通常 的 ”方向 微 商 文 (5). 因为 由 
定义 (Pp) 二 dp《 评 ) 正 是 将 函数 5 的 外 微分 作用 于 广 . “通常 的 "一 
词 的 意义 即 此 .这 是 一 个 只 需要 微分 构造 的 基本 运算 , 它 不 需要 附 
加 的 构造 如 联络 等 等 . 联络 w 是 通过 水 平 场 概念 进入 的 . 我 们 关心 
的 只 是 把 dp 作用 于 水 平 场 六 . 若 评 本 来 不 是 水 平 的 , 则 要 先 用 水 
平 投影 算 子 4 把 它 变 成 水 平 的 然后 再 施 以 dp, 即 是 说 ,这 时 协 变 导 
数 是 算 子 

Dp = dp oh. 
但 这 对 任意 的 斑 值 形式 都 有 意义 ,所 以 应 以 它 为 协 变 导 数 的 一 般 
定义 . 例如 若 p 一 w 即 为 联络 本 身 ( 作 为 一 个 多 - 值 -形式 ) ,我 们 在 
上 节 已 看 到 pw 二 9 下 “是 ”项 率 形 式 ,; 叶 8 是 PP 上 的 不 变 多 值 形 
式 , 下 到 几 就 成 为 PX 6 多- 值 曲率 形式 , 一般 情况 下 当然 也 可 作 这 
一 程序 , 在 

(1) NM 上 的 PXer- 值 形式 上 以 及 

(2) P 上 的 不 变 V- 值 水 平 形式 & 

之 间 有 一 个 双向 的 关系 . 即 已 给 zEP,p 二 x(x)€ 及, 则 给 出 4 以 后 
即 可 定义 上 如 下 : 
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pdn( Xs On XO)), = Trp Xi, Xi ]， 
Kris XE TP). 
六 只 依 闵 于 水 平 部 分 天 和) wr,hCX), 即 六 为 水 平 的 ,ZZ 是 不 栾 的 ， 
即 
让 (一 
反之 ,给 出 这 样 一 个 不 变 的 水 平 F- 值 形式 #, 又 可 定义 & 如 下 : 
uCK1 Ki), = (2, ACF, ,+ ),], 
这 里 z€Exw71(p) 是 p* 上 方 ”" 的 任 一 点 ,而 义 ET.(P) 是 XET,(M) 的 
任意 水 平 提升 . 

在 洒 上 给 出 一 个 PxoT- 什 起 形式 六 以 及 向 量 场 X 后 ,Dr(p) 
是 一 PXal- 值 形式 . 按 上 面 所 说 DrCp) (Xi,… ,XX 应 计算 妇 下 : 
把 ,Xi,…,X; 和 都 提升 到 PP 上 成 为 实 , 广 ,…, 证 ,入 计算 
DA( 祥 , 文 :,…*, 久 ,) 再 下 隆 到 上, 我们 就 来 作 这 件 事 . 为 记号 整齐 
起 见 , 称 六 二 Xo, 广 二 广 ,, 则 因 总 (二 0,… ,和 ) 均 已 是 水 平 的 ， 

Da(Xo. Kis ,Ki) = dR, ,K,) 
= > 一 ORR ,RN)} 


[| 
二 2G 一 1+ 全] 这 
BP 
按 定 义 ,第 二 组 的 各 项 下 降 后 成 为 
a[dr[,,X, lan CK) dr CX,) 1 
一 p(X XI Kress), 
第 一 组 各 项 均 为 形 如 之 (7) ,5 是 适当 阔 数 . 但 是 我 们 才 讲 了 邵 何 
去 处 理 它 , 在 邻 域 中 设 有 局 部 裁 口 8 :5 一 >P, 则 
ROP) = ds(X,) CP) + wo,(X,) Pls(p)) 
= Xp) 十 wlX,)p 
所 以 
二 
DxU(X 一 dX Ki KI) 十 > (一 1)'w,(X,) 


4 一 


。A(C 人 0， ， Xe)。 
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记 住 ,最 后 一 项 正 是 由 6 的 表示 所 诱导 出 的 Lie 代数 多 在 7 上 的 
作用 . 若 取 上 = 多 及 其 伴随 表示 这 一 特例 ,多 的 诱导 作用 就 是 多 
上 的 括 弧 运算 . 这 时 由 定义 

了 


用 前 面 已 介绍 过 的 记号 jx, 其 定义 为 
ix CX 一 pKX KI Xi), 
则 对 MM 上 的 Px 6c 多 - 值 形式 上 , 协 变 导数 Dry 在 开 集 已 (s 为 一 截 口 
s 一 PP) 上 有 一 表示 
Drp 一 iau + [ows])). (Cx) 
故 在 M 上 , 协 变 导数 本 质 上 就 是 算 子 
D,=a++[w,, Jj. 
例如 取 4==R 为 曲率 形式 ,Bianchi 恒等式 
aR, = [RR,,w,] 
即 可 重新 表述 为 
dR 一 [Rod = dB + Lo Bh] = DR, = 0. 

注意 ,(* ) 并 不 适用 于 w, 因 为 ,不 是 一 个 PXo 多 - 值 形式 
《局 部 地 ,o 是 4 上 的 多 值 形式 !) 然 而 。 定 义 于 P 上 , 故 可 对 w。 作 
用 以 D, 即 得 上 节 中 定义 的 8bo. 9 是 PP 上 的 不 变 多 - 值 2- 形 式 ， 
下 降 到 4 即 得 民 上 一 个 Xe 多 - 值 2- 形 式 上 上 节 中 我 们 说 过 ,这 
就 是 曲率 形式 R. 虽然 我 们 并 不 需要 它 ,我 们 还 是 提 一 下 这 是 怎样 
作 的 ,在 P 上 操作 更 为 方便 ,首先 ,我 们 有 

结构 方程 “9 一 如 十 二 [ov 

证 我 们 需 证 的 是 对 PP 上 的 矢量 场 X,Y 有 

Q(X,Y) = dw( X,Y) 十 地 [oo]CX,Y) 


一 XCo(y)) 十 yY(ofX)) — of X71 + [olX) ,wr)]. 
(x x) 
有 三 种 情况 要 考虑 : 
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(1) XY 均 为 水 平 的 . 这 时 
00]CXY) = To(X) ,oY)] = 0 


且 (XY 一 do(hCX) ACT)) 一 do(X YY). 故 (< x ) 成 立 . 

(2) XY 均 为 铝 直 ,上 帮 有 革 =o(X1),Y=0(71), 而 X,Y1E& 
多 .这 时 8X, 了 了) 二 0. 又 因 wl7) 二 了 ,w(X) 二 X, 是 常 值 函 数 , 故 等 
式 右 方 可 化 为 

一 wloCX) oY) 十 [ofgcCX)occC 2 ] 

一 一 wol XFIT + [XY] = [X,Y] + [X,Y = 0. 
龄 (x x ) 成 立 . 

(3) XX 二 olX1) 为 铅 直 的 而 7 是 水 平 的 , 敌 式 左 的 98(X,Y) 二 
0. 至 于 种 方 ,X(otr)) 一 0 因为 o(f) 一 0,Y(oCX)) 一 0, 困 为 w(X) 
二 XX 为 常 信函 数 , 还 有 iwo(X) ,wlY)] 二 0. 故 余下 的 唯 有 woLX,Y1. 
何 题 在 于 当 X 为 铅 直 而 Y 为 水 平时 [X,Y1 也 是 水 平 的 (我 们 不 来 
证 明 这 一 点 ), 故 w[X,?==0. 等 式 得 证 . 

结构 方程 明显 地 蕴涵 了 :MM 上 相应 于 怠 的 形式 局 部 地 可 由 下 
式 给 由 

dw, 十 本 foo] = 


这 也 解释 了 Bianchi 恒等式 . DA, 相应 于 形式 DDw, 由 于 如 ==0, 故 它 
也 为 0. 

作 以 上 这 一 切 事 的 理由 如 下 :我 们 现 已 看 到 , 协 变 导数 忆 即 
外 微分 加 上 一 个 扰动 项 Lo ， ]. 因为 我 们 已 对 4 建立 了 一 个 调和 


理论 ,这 理论 也 有 可 能 推广 到 .回想 一 下 ,为 了 定义 Laplace-Bel- - 


trami 算 子 、\ 还 需要 些 什么 . 回 到 第 十 七 章 , 在 那里 我 们 处 理 的 是 
通常 的 形式 . 我 们 需要 在 上 有 一 Riemann 构造 ,使 得 在 和 CE)， 
T7 (M) 和 4T (Cd) 上 均 有 内 积 :我 们 还 需要 定向 , 邑 上 的 一 个 
恒 不 为 0 的 a- 形式 .然后 可 以 定义 算 子 *, 对 于 所 形式 p,“& 是 由 
下 式 刻 如 的 tn 一 £8)- 形 式 
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(To Hw= TA C1) 
这 是 一 个 逐 点 的 方程 , 即 对 每 一 点 yE NM. 均 有 
CTs pA) os = T A py. 


车 设 好 为 紧 , 即 可 定义 形式 的 L? 内 积 为 
《TH》 一 | re (2) 


然后 我 们 来 验证 $== 土 x* dx 是 a 的 形式 对 偶 , 即 
dT,h) = AT, Gn). 
然后 即 可 定义 Laplace-Beltrami 算 子 、 为 
A 二 dd 十 Ga. 
现在 我 们 处 理 的 则 是 PX 6 多 - 值 形式 . 我 们 首先 失去 了 T+A 4 
但 外 积 只 不 过 给 出 了 将 一 形式 与 一 (x 一 6)- 形 式 变 成 一 4- 形式 
的 配对 . 看 一 下 (1) ,我们 需要 的 是 一 个 配对 
LP x oS-k 形 式 ] XX [PP Xo-(n 一 皮 形 式 ] 
一 一 实 值 "形式 . 
若 罗 二 有 内 积 就 可 以 作出 这 个 配对 . 记 此 内 积 为 ( ，) 若 rp 
为 PXe 名 值 的 与 (4 一) 形式 ,定义 (+,&) 为 通常 实 值 -形式 即 
可 , 即 有 
{THCK,, ,KX,) 


一 sen OFX Ke) Xt seo， 
多 上 的 内 积 (”， ) 还 使 我 们 能 定义 同 维 数 形式 的 内 积 ( ， 》. 
车 * 汉 均 为 己 Xc 史 - 值 志 形式 , 则 我 们 局 部 地 有 
二 > we， 
T 一 Dre,, 
于 是 对 pE MM ， 
pst = > Gap) ,nCp)) ee)). 


于 是 得 出 一 个 阔 数 p 一 一 (x,T),, 而 (1) 又 有 了 意义 ,我 们 可 以 用 它 
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HT 为 通常 的 形式 9 


来 定义 * 算 子 .现在 (2) 也 有 了 意义 ,所 以 也 有 了 整体 PX 多 - 值 形 
式 的 内 积 . 现在 不 难看 到 乡土 * Dx 是 D 的 形式 对 侦 , 即 
Dr,a) = ra). 
所 以 就 有 了 Laplace-Beltrami 算 子 
A= D+ DY 
这 些 概念 都 准备 好 了 ,我 们 就 可 以 提出 以 下 问题 . 对 P 上 每 
个 联络 w, 均 有 其 曲率 形式 品 , 从 而 也有 了 其 7- 范 数 


fal = | hal. 
i 
对 应 关系 
or | IAN 
贡 


称 为 Yang-Mills 泛 函 . 我 们 要 想 知道 EB& 的 2- 范 数 何 时 最 小 . 即 在 
P 上 之 所 有 联络 上 所 成 的 空间 中 , 求 上 8? 的 临界 点 w. 这 一 点 类 
似 于 Hodge 理论 , 它 是 在 一 给 定 的 de Rham 类 的 形式 的 空间 中 求 
临界 点 . 我 晶 然 并 不 笃 这 里 面 的 物理 学 ,但 至 少 这 似乎 是 可 能 的 . 
因为 的 7- 范 数 表示 能 量 , 但 力学 的 Hamilton 表述 即 自然 规律 
恒 使 能 量 趋 向 极 小 这 一 原理 . 

这 里 与 Hodge 理论 的 类 比 远 不 止 是 形式 .P 上 的 联络 之 空间 
.9 本质 上 是 一 矢量 空间 ,正如 在 一 给 定 的 de Rham 类 中 的 一 切 形 
式 之 空间 一 样 . 记 住 ,我 们 在 前 面 说 过 . 当 给 定 两 个 联络 m 与 ow 
后 ,其 差 9=w 一 w 不 再 是 一 联络 但 是 更 好 的 东西 ,1 是 上 的 美 
妙 的 PX 6 多 - 值 -形式 . 这 件 事 的 技术 的 说 法 是 ,er 为 一 仿 射 空间 
而 相应 的 矢量 空间 是 M 上 的 在 PXe 多 于 到 值 的 工 形式 的 矢量 空 
间 41CMM,PXo 多 ). 由 此 ,解决 Yang-Mills 问题 的 途径 也 是 相似 的 ， 
即 用 变 分 法 , 即 其 简单 的 变 体 . 具体 说 来 ,给 定 一 个 联络 we 一 ao, 考 
虑 以 下 形式 的 变 分 

一 mo 十 邹 ， 19E€E MNP Xe). 
很 容易 算出 其 曲率 ， 
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R= R= do 二 二 [wdw] 
= loo 十 idzy 十 于 [ww 十 Ln, wo 十 fy] 


二 十 夫 委 十 [ow]) 十 忆 [9, 叫 

因为 我 们 有 一 个 单 参数 族 联络 ,每 个 联络 各 有 自己 的 协 变 导 数 , 故 
应 记 之 为 以 注意 ,上 式 的 线性 项 正 是 1, 这 是 合法 的 ,因为 5 是 
一 个 [形式 ! 于 是 我 们 有 

8 一 Ro? 十 24RoyDn) 十 项 ， 
对 于 临界 点 ( 设 为 (一 0) 应 有 { 世上 & 1 ,=0, 亦 即 

Ro DD = (FR, = 0, 

9 是 任意 |- 形式 . 所 以 必要 条 件 是 


i,R, = 0. 
回想 到 ,由 Bianchi 恒等式 有 
DR, = 0， 
和 和 第 十 七 章 一 样 ,这 两 个 方程 等 价 于 Laplace 方程 
VR, 一 0. 


但 这 里 与 经 典 情况 有 一 个 很 大 的 差别 . 经 典 的 Laplace 方程 是 
线性 方程 ,现在 则 因 与 R 都 依赖 于 未 知 的 ,Laplace 方程 则 成 
了 非 线性 的 . 虽然 如 此 ,Hodge 理论 的 某 些 结果 仍 可 推广 到 这 里 ， 
例如 , “调和 "联络 空间 是 有 限 维 的 ,所 以 在 这 个 一 般 的 框架 中 仍 有 
指标 定理 . 讨论 这 个 指标 定理 是 当前 一 个 很 活跃 的 研究 领域 . 但 
是 ,这 本 讲义 已 经 长 得 很 了 ,我 们 最 好 还 是 就 此 打住 . 
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